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 ديراك -تكامل فيرمي جوة الطاقية لمسميكون باستخدامحساب الف
 

 *الدكتور برىان دالاتي
 

 (2020/ 7/  1قُبِل لمنشر في  . 2020/  1/  11تاريخ الإيداع )
 

 ممخّص  
 

ديراك تمّ حساب علاقة عرض الفجوة الطاقية لمسميكون بتابعية درجة  –باستخدام الاحصاء الكوانتي وتابع توزع فيرمي 
رة وكثافة حاملات الشحنة في قطاع الناقمية. كما تمّ حساب الكثافة في حالة التوازن وتأثير عرض الفجوة الطاقية الحرا

عمييا. رسمنا المنحنيات بأخذ قيم المجال الطاقي لعتبة الكمون الخاصة بمعدن السميكون واستنتجنا القيم التجريبية 
 تي حصمنا عمييا مع النتائج التجريبية المتوفرة في ىذا المجال.المعروفة، ثمّ تمّت مقارنة النتائج النظرية ال
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  ABSTRACT    
 
using quantum statistics and Fermi-Dirac distribution was calculated the 

silicon energy gap width by temperature and density of charge carriers in the 

conductivity band. The density in the equilibrium state and the effect of the 

energy gap width were calculated. We drew the curves by taking the energy 

field value of the silicon specific threshold and derived the known 

experimental values. and the theoretical results obtained were compared with 

the available experimental results in this field. 
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 مقدمة:
 ت الحاضر، ىوفي الوق ،ةمباشر الغير  (eV 1,12) يةطاقال جوةفالناقل ذو النصف  يعتبر السميكون أحادي التبمور

، %25إن المردود النظري لمخمية الشمسية السميكونية ىو بحدود . المادة الأكثر استخداماً في انتاج الخلايا الشمسية
في العديد من الصناعات التقنية  السميكون يستخدم أيضاً  .%24,7ومخبرياً، أعمى مردود قد وصل إلى قيمة 
ة والبنى النانوية والمجال الطبي والصناعي وغيرىا. وبسبب تطبيقات والالكترونية وفي صناعة الجسيمات النانوي

السميكون الواسعة زاد اىتمام الباحثين بدراسة خواص ىذه المادة الالكترونية منيا والحرارية. تطورت الدراسة التجريبية 
بمورية والالكترونية مؤخراً عمى ىذه المادة لمكشف عن خواصيا بالتوازي مع الدراسات النظرية التي تبحث في البنى ال

. وبالرغم من اتساع معرفتنا النظرية والتجريبية عن ىذه المادة يبقى أثر الفجوة الطاقية عمى عمميات [6-1] بشكل كبير
 تجريبياً. أونظرياً بشكل تام التحول الطوري في درجات الحرارة العالية غير معروف 

معرفة كثافة بالشحنة.  حاملات اقمية الكيربائية ومميزاتيا وكثافة ان أىم خواص المعادن وأنصاف النواقل ىي الن
وىي بالغة  gEوصف جميع خواص أنصاف النواقل مثل عرض السويات والفجوة الطاقية نستطيعالشحنة  حاملات 

نكتب ىذه الفجوة وفق  الأىمية في تحديد شكل سطح فيرمي وبالتالي الخواص الفيزيائية لمجسم الصمب. ويمكن أن
)(أو لمضغط TEg)(والترموديناميك كتابع لدرجة الحرارة  الإحصائيةنظرية الفيزياء  pEg  داخل الغاز الالكتروني

 نفسو.
أ الاستبعاد دب مببالاتفاق مع نظرية ميكانيك الكم فإن تشكل الكريستال من الذرات يؤدي الى تناقص البعد بينيا وبسب

 لباولي فإن السويات لايمكنيا أن تمتمك عدداً غير محدود من الالكترونات وىذا مايؤثر عمى الكثافة الالكترونية نفسيا.
لممادة وجميع المواد تتشابو في البنى ىذه بالنسبة في الخواص الفيزيائية  لا تساىمإن الالكترونات العميقة في الذرة 

في الالكترونات الخارجية أي الكترونات السطح ومن ىنا  ةة ويبقى تحديد دور وخواص المادة كامنالعميق للإلكترونات
سيما الكترونات التكافؤ  تكمن أىمية ىذه الدراسة لمسويات السطحية ودراسة الفجوة الطاقية بين تمك السويات ولا

 حورياً في دراسة خصائص ىذه المواد.تمعب دوراً محيث في أنصاف النواقل  VEوطاقتيا
)0(عند درجة الصفر المطمق تكون السويات العميا ممتمئة بالنسبة لأنصاف النواقل  KT   لا أما السوية التي تمييا

صولة عن بعضيا بواسطة ىذه السويات المسموحة تكون مف cEممتمئة عند نفس درجة الحرارة أي سوية الناقمية تكون
طاقية وتمك التي تكون فارغة عند لتحديد خواص امتلاء السويات ال FEات. سوف نستخدم مفيوم سوية فيرميفجو 

المنطقتين يتحدد أي الالكترونات تساىم في ىاتين درجة الصفر المطمق. وحسب موضع سوية فيرمي بالنسبة لحدود 
 سوية فيرمي نفسيا. وشكل تساىم كما تتحدد الخواص الفيزيائية لممادة حسب موضعا لامالناقمية وأيي

)0( عندما يكون قطاع الناقمية مفصولًا عن قطاع التكافؤ تماماً نحصل عمى أنصاف النواقل وذلك عند KT   وقد
)~( النواقل من مرتبة وتكون الفجوة الطاقية لأنصاف تكون عوازل في حال الفجوة الطاقية كبيرة eVEg. 

، بل يتبع أيضاً الكثافة الالكترونية أو فقط درجة الحرارة لا يتبعالطاقية أن عرض الفجوة  [8-4] لقد بيّنت التجارب
 الشحنة. حاملات كثافة 
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 أىمية البحث وأىدافو
  أىمية البحث:

الشحنة  حاملات جي في تطوير دراسة أثر الحرارة وكثافة تكنولو تكمن أىمية البحث في مجال الالكترونيات والنانو 
عمى الفجوة الطاقية والعكس أيضاً صحيح وخاصة في مجال التحول الطوري في منطقة الانصيار الخاصة في مادة 

 السميكون.
  ىدف البحث:

ىذا حنة وأثر الش حاملات ض الفجوة الطاقية لمادة السميكون بتابعية درجة الحرارة وكثافة حساب عر 
 عمى الخواص الترموديناميكية والبنيوية لمسميكون.

 
  طرائق البحث ومواده:

 ميونات سبينيافي ىذه الدراسة الطريقة الاحصائية المتبعة عمى الغاز الالكتروني الذي يشكل جممة فير  استخدمنا
2

1
 

شحنة عمى سويات الطاقة تحت تأثير مبدأ الاستبعاد ال حاملات تخضع لإحصاء فيرمي ديراك الذي يصف توزع 
 .[16-9] في الإحصاء الكوانتي ديراك –وسوف نستخدم تكامل فيرمي وىو تعميم لتوزع فيرمي  لباولي.

النواقل تتبع درجة الحرارة  الشحنة وحركيتيا في أنصاف حاملات تختمف أنصاف النواقل عن المعادن في أن عدد 
ellatالشوائب أيضاً. عند درجة حرارة  ، كما تتبع توزعبشدة TTT   حيثlatT درجة حرارة الشبكة البمورية وelT 

 محدداً بتابع توزع فيرمي ديراك التالي: E الحرارة الالكترونية يكون احتمال امتلاء السوية ذات الطاقة
(1)     

e TK

TEf

B






1

1
),( 

 ثابت بولتزمان. Bkطاقة فيرمي و  FEحيث 
يكون قطاع التكافؤ ممتمئاً في أنصاف النواقل عند درجات الحرارة المنخفضة وبسبب مبدأ الاستبعاد لباولي فإن 

كافؤ وبالتالي تحت ىذا الشرط تكون الكثافة الالكترونية منخفضة في الالكترونات تكون شبو عديمة الحركة في قطاع الت
(. في ىذه الحالة تختصر العلاقة ت في ىذه الحالة كغاز حر )غير متفاعلقطاع الناقمية وبالتالي تتصرف الالكترونا

 وتأخذ شكل توزع ماكسويل بولتزمان (1)

 (2)    e
Tk

EE

TEf
B

F

),( 
KTات الفجوة الطاقية لمسميكون وىي عند ولكي تتجاوز الالكترون 0 وeVEg 12.1 يجب أن تضخ طاقة الى ،

فيرمي أي  سويةيداً بالقرب من في ىذه الآلية تحكماً شد (1)التكافؤ أكبر من عرض الفجوة. يتحكم تابع التوزع قطاع 
)(عند FEE  حيث تتطابق خواص  ابع من الناحية الرياضية انقطاعاً عند عبور سوية فيرميحيث يعاني ىذا الت

 .(Step Function) ديراك مع خواص تابع دلتا ديراك الدرجي بجوار سطح فيرمي–توزع فيرمي 
 [7] من كامل فيرمي الذي سوف نأخذهسوف نستخدم ت ،لحساب الكثافة التي تتبع درجة الحرارة من خلال تابع التوزع

 عمى الشكل التالي:الرياضية العامة ق الصيغة وف



 دالاتي                                                               ديراك -حساب الفجوة الطاقية لمسميكون باستخدام تكامل فيرمي

 

journal.tishreen.edu.sy                                                     Print ISSN: 2079-3057  , Online ISSN:2663-4252 

13 

 (3)   



 d

j c

j

cj 





0
)exp(1)1(

1
)( 

cخاص بتابع توزع فيرمي ديراك و jتابع غاما والدليل  x)(حيث e  و  للإلكتروناتc h  لمثقوب و  
 :( ويكونترون )الثقبطاقة الالك

 (4)    
Tk

EcE
ne

B

F 
  للإلكترونات 

 (5)    
Tk

EEv
nh

B

F
  لمثقوب 

 التالي: (1) مأخوذاً لبعض القيم كما في الشكل nرياضياً حسب العامل  (3)يتصرف التابع 

 
 (jيم الدليل )تقريب تكامل فيرمي ديراك من أجل بعض ق (1):الشكل 

 
بع لمكثافة ارن تحولات التانق فوسو [19-7,15]  من  (1)أخذنا القيم التجريبية لرسم تكامل التوزع في الشكل 

 في ىذا البحث. قاً القيم النظرية لاح باستخدامالإلكترونية 

(الشحنة وعرض الفجوة الطاقية لأنصاف النواقل  حاملات لتحديد كثافة 
2

7
,

2

5
,

2

3
,

2

1
( n  سنأخذ ىنا الدليل

2

1
x  ثقب ( حيث يمكن رسم تحولات التابع بعد إدخال تابع غاما إلى تابع التوزع نفسو. –) الكترون 

توجد عدة طرق رياضية لحل ىذا التكامل منيا حيث  [10-8]يصبح قابلًا لمحل تحميمياً  (3)في ىذه الحالة التكامل 
 .[12-10] (الاستيفاء الداخمي والخارجي) المعروفة مثل العددية ائقالطر بو  [13-9]رطريقة النشر بسمسمة تايمو 
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عند ىذه القيم وثم حسابو حيث وىو تابع مستمر  (1)كما في الشكل  x ويمكننا رسم ىذا التابع تحميمياً من أجل قيم
نجعل 

2

1
x لكي نستطيع حساب الكثافة الإلكترونية بتابعية درجة الحرارة وعرض  متحمل.حالة الغاز الالكتروني ال

 ديراك ليصبح ملائماً لنا . -الفجوة الطاقية سوف نجري بعض التحويلات عمى تكامل فيرمي
 نكتب تكامل فيرمي ديراك كما يمي:

 (7)    dx
e

f
I 



 


0

)( 1

)(


 

 سوف نجري التحويل التالي لتسييل المكاممة
TdZkdTk

dZ

d
TZkZ

Tk
BBB

B










 ليصبح التكامل بالشكل:  ,,,

dZ
e

TZkf
TkdZ

e

TZkf
Tk

dZ
e

TZkf
TkdZ

e

TZkf
TkI

Z

B
B

Tk

Z

B
B

Z

B
B

Tk

Z

B
B

B

B

































0

)(

0

0

0

)(

1

)(

1

)(

1

)(

1

)(









 

وبما أن  
1

1
1

11

1







 ZZ

Z

Z ee

e

e
 يمكن تجزئة التكامل الأول بالشكل   

dZ
e

TZkf
Tk

e

dZ
TZkfTkdZTZkfTkI

Z

B
B

Z

Tk

BB

Tk

BB

BB














0

)(

0

)(

0

1

)(

1
)()(







  

وباجراء التحويل مرة ثانية  
Tk

d
dZTk

dZ

d
TZk

B

BB


  يصبح الحد الأول من التكامل  ,,

 والتكامل الكمي بالشكل:

)8(
1

)(

1

)(
)(

0

)(

00

dZ
e

TZkf
Tk

dZ
e

TZkf
TkdfI

Z

B
B

Z

B

Tk

B

B
























 

في التكامل الثاني نستبدل 
TkB

 :باللانياية وىذا ممكن لأن 

1; 
Tk

E
TkE

Tk

E

Tk B

F
BF

B

F

B

 

 عند سوية فيرمي محققاً خواص التابع الدرجي )دلتا(. والتكامل يتقارب بسرعة

dZ
e

TZkfTZkf
TkdfI

Z

BB
B 








00
1

)()(
)(





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 أي عمى سوية فيرمي نجد: FEوىي  سمسمة تايمور حول القيمة وبنشر ىذا التابع ) التوابع داخل التكامل( ب

dZ
e

TZk
n

f

TZk
n

f
TkdfI

Z

n

B

n

n

n

B

n

B

1

1
)(

!

)(

)(
!

)(
)(

)(

0

)(

00












 













 

n

n

n

B

n

ITk
n

f
df 2

1

2
)12(

0

.)(2
)!12(

)(
)( 















 

وبالتالي نستطيع كتابة العلاقة  ، x)(وتابع غاما  x)(ريمان -يمكن حسابو باستخدام تابع زيتا nI2التكامل 
 النيائية ليذا التكامل عمى الشكل:

dx
e

x

x
yf

yx

n

n 









0

1

1)(

1
)( 

ديراك حيث وضعنا في ىذه العلاقة -يسمى تكامل فيرمي وىو ما
Tk

y
B


.  

وبالتالي فيو يشكل تعميماً لمعاممي  نلاحظ ىنا تابعية التكامل لتابع غاما وىذا التابع يتعمق بشكل أساسي بالعاممي حيث
 .[14-11]  يةة الرياضجميع توابع التوزع من ىذه الصيغ اشتقاقويمكن يتبع مباشرة لتابع غاما 

من أجل 
2

1
n :يأخذ ىذا التكامل الشكل 

dt
e

t
xF

xt

p

p 


 


0
1

)( 

2
3

1

12
1 )1(

2
)(

y

e
xF

xp 








  

1;
1

1
)(

)(

1

1

0

1




























Z
Z

Z
Z

n
x

dZeZx

k

k

n
n

Zx

 

 التالي: (1) كما في الجدول [12]التجريبية لبعض أنصاف النواقل من بأخذ القيم 
 .[12] ،(: القيم التجريبية لبعض أنصاف النواقل6الجدول )

Nv [cm
-3

] Nc [cm
-3

 أنصاف النواقل [
5.35 x 10

18 1.03 x 10
19 Ge 

1.83 x 10
19 3.22 x 10

19 Si 
9.52 x 10

18 
4.21 x 10

17 
GaAs 

 

 :تحققان العلاقات التالية لالكترونية وكثافة الثقوبالكثافة ا باعتبار
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1
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FNTN









 

2حيث  
3

2
)

2
(2



Tkm
N Be

c       2و
3

2
)

2
(2



Tkm
N Bh

v     

 والثقوب عمى التوالي. للإلكتروناتعدد الحالات الطاقية 
يأخذ  (electron neutrality condition)فان شرط تساوي عدد الالكترونات مع عدد الثقوب  (*)وبأخذ العلاقتين 

 الشكل التالي:
(**))()(

2
1

2
1 hvec FNFN   

 ديراك الذي توصمنا اليو اعلاه. -في حالتنا ىنا اذا أخذنا بعين الاعتبار تكامل فيرميتطبيقيا  يمكنالعلاقة من  وىذه
التي تتبع مباشرة درجة  TEg)(و  TN)(و  TEF)(تحتوي ضمنياً عمى كلٍ من التوابع  (**)و  (*)العلاقات 

ديراك وذلك من أجل قيم تتفق مع -باستخدام تكامل فيرمي Excelالحرارة. وسوف نقوم برسم ىذه التوابع وفق برنامج 
 نصف الناقل )سميكون(.لة تبتابع الع

لعرض الفجوة الطاقية بتابعية درجة الحرارة عمى مجال يتفق مع ديراك  -قمنا برسم تحولات تكامل فيرمي (2)في الشكل 
 [22-12,19].القيم التجريبية المأخوذة من 

 
 يمثل تابعية الفجوة الطاقية لمسميكون بتابعية درجة الحرارة (2)الشكل 

 
 لي:التكافؤ عمى التواقطاع الإلكترونية في قطاع الناقمية و  ةفيمثل تحولات الكثاف  (3)أما الشكل 
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 أيضاً. TEv)(بتابعية درجة الحرارة و TEc)(يمثل تحولات  (3)الشكل 

 
فيمثل  (4)أما المنحني  (1)ديراك  المنحني -يمثل الكثافة بتابعية درجة الحرارة وقد حسبناىا استناداً الى توزع فيرمي

 بولتزمان.-الكثافة وفق توزع ماكسويل
 

 
 :(4)كل الش
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 تابعية طاقة فيرمي لدرجة الحرارة لمثقوب. (2)تابعية طاقة فيرمي لدرجة الحرارة للإلكترونات و  (1)يمثل  :(5)الشكل 

 
  العلاقة المعروفة لكثافة الحلات الطاقية في أنصاف النواقل وىي علاقة عامة من الشكل : (5)يمثل الشكل 

2

1

2

3

22
.)

2
.(

2
)( 






mV

d

dN
D . 

 
 والتوصيات الاستنتاجات
  :أنديراك –لات تابع التوزع لفيرمي المنحنيات التي تم رسميا لتحو  نجد من الاستنتاجات:

التي تتفق الإحصائية لتابع غاما  ةالنتائج النظرية تتطابق بشكل كبير مع النتائج التجريبية وىذا يعود الى الطبيع -1
 .مع الطبيعة الإحصائية لتوزع الإلكترونات والثقوب في الجسم الصمب

الشحنة مع الناقمية الذاتية تبدأ عند درجة حرارة أصغر بكثير من  حاملاتتحت الشروط الرياضية لمتوازن فإن تحمل  -4
ي ديراك، لتحديد خواص السميكون درجة حرارة الانصيار. يتطمب ىذا استخدام الاحصاء الكوانتي واستخدام تكامل فيرم

 والخواص الفيزيائية لمجسم الصمب بشكل عام.
كثافة تعتمد بشكل مباشر عمى  من أىم المميزات الأساسية لمسميكون التي [18-11]ان عرض الفجوة الطاقية وتغيراتيا 

 .الالكترونات والثقوب وبالتالي الخواص والمميزات لأنصاف النواقل
وبأخذ  (T=1600–2500K)للإلكترونات والثقوب تحمل شديد في درجات حرارة عمى المجال تظير الكثافات  -1

 الآثار الكوانتية بعين الاعتبار تسمح لنا بتقميص عرض القطاع المحظور عند نقطة الانصيار في حالة التوازن
 (at the point of equilibrium melting point) .أو في جوارىا 

N(T) = 4.2 x 10 )كثافة بحدود من جية ثانية تكون ال
20

 – 10
21

 cm
-3

والتي ىي مقبولة لأشباه المعادن التي ليا  ( 
 . ولكن ىذه القيمة لجميع أشباه المعادن وأنصاف النواقل لاتتعدى المرتبة[26-18,23]فجوة طاقية سالبة 

 ( 10
22

 – 10
23

 cm
-3

 ). 
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خواص  الانصيار يتطمبالأولى  النقي يظير عند حالتين: الانصيار الترموديناميكي عند التوازن لمكريستال إن -2
 3000عند الوصول لدرجة حرارة  ة بازدياد درجة الحرارة والثانية،المعادن بحيث تزداد الكثافة الإلكتروني لأشباهمحددة 

K ات أعلاه.لإلكترونات والثقوب ثابتة كما تدل المنحنيالكثافة الإلكترونية ل السميكون المنصير أن تكون يتطمب 

التحميل أعلاه ميم جداً من أجل فيم أعمق لمظواىر اللاتوازنية لمتسخين والانصيار لمكريستال النقي عمى سبيل المثال 
TEh)(تحت الشرط  [18-12]  الميزر القصير جداً لمنبضات الميزرية القصيرة من مرتبة الفمتوثانية gL  ،

 Photoelectric)اقة الكوانتية للإشعاع الميزري في السميكون بسبب ظاىرة الفعل الكيرضوئي الط Lhحيث

effect) يمكن لكثافة الالكترونات والثقوب ان تبمغ القيمة . [N(T) ~ 10
22

 cm
-3

قبل أن تصل حرارة الشبكة الى  [
 Premelting or softening of the lattice up to the ) درجة الانصيار. تسمى ىذه الظاىرة في الفيزياء

melting ) 
مبدأ باولي  سبببديراك فإنو و  –في الفيزياء الإحصائية التي تعتمد توزع فيرمي  [13]استناداً الى مناقشة لانداو  -3

ضمن قطاع التكافؤ تكون معدومة. اذن عند درجات الحرارة المنخفضة وللأسباب أعلاه لإثارة حاملات فان حركة ىذه ال
از الفجوة الطاقية أي: ية يتطمب اعطائيا طاقة كافية لتجتوجعميا تنتقل إلى قطاع الناقم حاملاتلىذه ا

 eVEg 32  فيرمي ديراك لحساب الكثافة الإلكترونية  إحصاءفي أنصاف النواقل، حيث يصبح بالإمكان تطبيق
 بتابعية درجات الحرارة.







e
f

1

1
)( 

  حيث: 
Tk

EE

B

c
    و

Tk

EE

B

cF  

و  FeEانقسام سوية فيرمي الى الكترونات ىذا الاخلال في التوازن الترموديناميكي بسبب زيادة درجة الحرارة يسبب 
FhE وتصبح 

Tk

EE

B

cFe
e


  و

Tk

EE

B

cFh
h


 

  ديراك بتكامل من الشكل: –التوزع لفيرمي  يعرف تابع

dx
e

F
j

j 





0
1

)(



     حيثj ىي مرتبة التكامل 

    ابع غاما بعلاقة رياضية من الشكل:يرتبط ىذا التابع بت

)1(

)(
)(




j

E j

j


 

)1(حيث   j  تابع غاما وىو من الشكل  



0

1)( dxex x 

 . [30-7,21]وىو معروف جيداً في كتب التوابع الخاصة في الرياضيات ودرست خواصو بإسياب في ىذا المجال
عمى الأعداد الحقيقية ماعدا الصحيحة  (1)حيث يعرف التكامل  (1)عدة فوائد مختمفة عن التكامل  (2)لمتكامل 

 عداد الصحيحة السالبة.يأخذ بعين الاعتبار الأ (2)السالبة، في حين ان التكامل 
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أيضا، والخاصية الثالثة الميمة  jمن أجل الأعداد الصحيحة الكسرية لممرتبة  (2)كما أننا نستطيع حساب التكامل 
 يمكن حسابو ويساوي  (2)ىي أن مشتق التابع 

)()()( 1

/ 


  jjj FF
d

d 

بشكل واسع في نمذجة الخواص الفيزيوحرارية  j)(والمعممة بتابعية غاما  jF)(تستخدم عائمة التكاملات  -4
بنمذجة بعض  حيث قمنا jلأنصاف النواقل والمعادن. وىي ميمة جداً من أجل القيم المنخفضة )الصغيرة( لمدليل 

 [2,7,12,14] لدينا من بحوث في ىذا المجال ةمتوفر اللنتائج مع ىذه ا مقارنةثم ومن الخواص ىذه في حساباتنا ىنا 
 –مجال فيرمي  إلى 0بولتزمان حيث  –من الكلاسيكي أي توزع ماكسويل  ضمن مجال تغيير العامل وذلك 

جع االمر  إلىديراك يمكن العودة  –لتوسع في دراسة تكامل فيرمي لممزيد من ا. تنزيل فقرة نيائية 0ديراك حيث 
خداميا حيث تمت دراستو نظرياً بشكل مسيب وحسبت قيمة ىذا التكامل في جداول منظمة يمكن است [ 4,5,8,9]

 لنمذجة العديد من الظواىر وأخذ مجالات أخرى لدرجة الحرارة وقيمة العتبة لمعادن مختمفة.
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