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 ممخّص  

 قمنا في ىذا البحث بإثبات أن الدالة

 ( )  
    (   )

     
 

 لمدالة غاما، ىي دالة بيك.  التحميمية في المستوي العقدي باستثناء نصف المحور الحقيقي السالب، حيث يرمز بـ 
موجب في نصف المستوي العموي المفتوح. وقد استطعنا  ( ) وذلك من خلال التحقق من أن القسم التخيمي لمدالة 

مضطردة  ىي دالة ( )  الحقيقية أن مشتق الدالة . وبالاستفادة من ذلك، استنتجنابشكلٍ تكاممي ( ) تمثيل الدالة 
ىي دوال بيك أيضاً وأوجدنا تمثيلًا  ( ) تماماً. وعلاوة عمى ذلك، توصمنا إلى إثبات أن بعض الدوال المتعمقة بالدالة 

 تكاممياً ليا.
 

 دوال بيك، الدالة غاما، دالة تامة الاضطراد، تحويل ستمجس. الكممات المفتاحية:
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  ABSTRACT    
 
In this research, we have proved that the function  

 ( )  
    (   )

     
  

which is analytic in the complex plane expect the negative real axis, where   is a Gamma 

function, is a Pick function by proving that the imaginary part of the function  ( ) is 

positive in the upper half complex plane expect the negative real axis. And we have 

obtained an integral representation of the function  ( ). From that, we have concluded that 

the derivative of the real function  ( ) is a completely monotonic. Moreover, we have 

proved that some functions related to the function  ( ) are Pick functions and we have 

found the integral representations for there. 

 

 

Keywords: Pick functions, Gamma function, completely monotonic functions, Stieltjes 

transforms. 
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 مقدمة:
تطبيقات مختمفة في شتى المجالات العممية، وبشكلٍ خاص في الفيزياء والميكانيك.  ( ) من المعموم أنو لمدالة غاما 

كبيرة في حل بعض المسائل وقد وجد الباحثون بعض الدوال الخاصة التي ترتبط بشكلٍ وثيق بالدالة غاما وليا أىمية 
 التطبيقية لمرياضيات.

 غاما وىي:ذه الدوال المتعمقة بالدالة ندرس في ىذا البحث إحدى ى

 ( )  
    (   )

     
 

. بدايةً برىن كل من [2,4,6,8,10]فقد جذبت ىذه الدالة انتباه العديد من الباحثين الرياضيين عمى سبيل المثال   
Qui  وAnderson  متزايدة تماماً  ( ) أن الدالة  [2]في(strictly increases)  عندما تتزايد   1إلى      من
 .   مقعرة لكل  ( ) مسكيروني. كما وضعا تخميناً أن الدالة -ثابت أولر   حيث  ،إلى اللانياية 1من    

صحيح، كما توصلا إلى دراسة  Andersonو  Quiأن التخمين الذي وضعو  [8]في  Laforgiaو  Elbertأثبت 
 الاضطراد التام لبعض الدوال المتعمقة بيا.

في الندوة الخامسة لكثيرات الحدود المتعامدة والدوال الخاصة وتطبيقاتيا  Dimitrovطرح الباحث  1999في عام 
تمديد تحميمي إلى المستوي العقدي باستثناء نصف المحور الحقيقي السالب أي  ( ) سؤالًا فيما إذا كان لمقموب الدالة 

  - و  Bergلسؤال من قبل ، وعلاقة ىذا التمديد بتحويل ستمجس. وقد تمت الإجابة عمى ىذا ا -    
Pedersen  [4]في المقال. 

. كما ىي دالة بيك، واعتماداً عمى ذلك أوجدنا تمثيلًا تكاممياً ليذه الدالة ( ) قمنا بإثبات أن الدالة  ،في ىذا العمل
بعض الدوال المتعمقة بالدالة  وبالاستفادة من ذلك، أثبتنا أنمضطردة تماماً  ( )   الدالة الحقيقية توصمنا إلى أن

 ىي دوال بيك أيضاً.  ( ) 

 

 أىمية البحث وأىدافو:
التي ليا تطبيقات عممية في العديد من المجالات  تنبع أىمية البحث من كونو يدرس إحدى الدوال المتعمقة بالدالة غاما

 فيمكن تمخيصيا فيما يأتي:ن أن ىذه الدالة ىي دالة بيك. أما أىداف البحث ويبي   التطبيقية لمرياضيات،
 ىي دالة بيك. ( ) إثبات أن الدالة  -1
 .( ) إيجاد تمثيل تكاممي لمدالة  -2
 مضطردة تماماً. ( )  إثبات أن الدالة الحقيقية  -3
 أي أصفار في المستوي العقدي باستثناء المحور الحقيقي. ( )    التحقق من أنو لا توجد لمدالة  -4
 وتمثمييا تكاممياً.ىي دوال بيك أيضاً  ( ) المتعمقة بالدالة  دوالالبعض  إثبات أن   -5
 

 طرائق البحث ومواده:
 العقدي أساس عمى مفاىيم التحميل بشكلٍ ، لذلك فإن الطرق المتبعة تعتمد يقع البحث في مجال الرياضيات النظرية

 الدالة غاما ودوال بيك والدوال المضطردة تماماً وتحويل ستمجس ، استخدمنا مفاىيموبشكلٍ خاص الدوال الخاصةو 
 لموصول إلى النتائج المرجوة.
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 النتائج والمناقشة:
( ) قال عن الدالة : ي  (Pick function) [9] تعريف دالة بيك   ( ) التحميمية في نصف المستوي  ( )   

( )      *  العموي  ( ) إنيا دالة بيك إذا كان  +    ( )  لكل       . 
 [9]بعض خواص دوال بيك 

  الدالة دالتي بيك فإن ( )  و  ( )   توكان ،عددين حقيقين موجبين  و   إذا كان 
  ( )     ( )  تكون دالة بيك أيضاً. ( )    
  دالة  ( )(     )دالتي بيك فإن  ( )  و  ( )  إن تركيب دالتي بيك ىو دالة بيك. أي إذا كانت

 بيك.
  بما أن الدالة 

 

 
 دالة بيك فإن  ( ) دالة بيك، فإنو إذا كانت  

 

 ( )
 دالة بيك أيضاً. 

 نعطي فيما يأتي بعض الأمثمة عن دوال بيك.
  الدالة ( ) المعرفة في نصف المستوي العموي والموجبة عمى نصف المحور الحقيقي الأيمن ىي   √ 

( ) دالة بيك. وبشكلٍ أكثر عمومية الدالة   ىي دالة بيك.      لكل     
  ىي دالة بيك أيضاً وذلك بملاحظة أن: ( )   الدالة 

   (    )  
        (  )

         (  )
 

(  )   ومن كون   نجد أن: ( )      

   (    )  
          ( )

           ( )
 
 وبالتالي فإن القسم التخيمي ليذه الدالة 

     (       )

            
 

 .   يكون موجباً من أجل أي 
 تكون دالة بيك إذا وفقط إذا قبمت تمثيلًا تكاممياً. ( ) الآتية أن الدالة  المساعدة تبين المبرىنة

 دالة بيك ىو أن تقبل التمثيل التكاممي الآتي: ( ) الشرط اللازم والكافي لتكون الدالة  :[7] (1)مبرىنة مساعدة 

 ( )       ∫ [
 

   
 

 

    
]    ( )

 

  

  ( )  

 قياس بوريل الموجب الذي من أجمو يكون  ( )  عدد حقيقي و   و      حيث 

∫
 

    
  ( )

 

  

   

:  ومن المعموم أن 

     
   

 (  )

  
         ( ( ))          

    

  ( (    ))

 
    ( )  

 نعطي فيما يأتي بعض الأمثمة عن التمثيل التكاممي لدوال بيك.
  يمكن تمثيميا تكاممياً بالشكل الآتي:  √الدالة 
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√  
 

√ 
 ∫ [

 

   
 

 

    
]
√ 

 

 

  

    

  يمكن تمثيميا تكاممياً وفق:     الدالة 

         *         ∫ [
 

   
 

 

    
]  ( )   

 

  

+  

 .      التي يكون من أجميا   ىي الدالة المميزة لمجموعة قيم  ( ) حيث 
 :[2] (Completely monotonic function) المضطردة تماما  تعريف الدالة 

القابمة للاشتقاق عدد غير منتوٍ من المرات  ,   ,المستمرة عمى المجال     ,   ,  قال عن الدالة الحقيقية ي  
 إذا حققت الشرط الآتي: ،إنيا مضطردة تماماً   ,   -عمى المجال 

(  )  ( )( )                        
ىو أن يوجد قياس بوريل غير  ،مضطردة تماماً  ( )  الحقيقية وبصورة مكافئة: الشرط اللازم والكافي لتكون الدالة

 بالشكل الآتي: ( ) بحيث يمكن كتابة الدالة  ،( )  سالب 

 ( )  ∫        ( )
 

 

 

 ستمزمنا لموصول لمنتائج المرجوة.نعطي فيما يأتي بعض المتراجحات والعلاقات والخواص الأساسية لمدالة غاما والتي 
-    من المعموم أنو من أجل أي   فإن:    وأي   -    

    (   )      (     )  ∑   (   )

 

   

 ( )  

-  ( تحميميان في 3بالواقع، إن طرفي العلاقة ) ( نجد 3بأخذ الجزء الحقيقي والتخيمي لطرفي العلاقة ).  -    
:  أن 

   | (   )|     | (     )|  ∑   |   |

 

   

  ( )  

    (   )      (     )  ∑   (   )

 

   

  ( )  

 المجموعة:    لنعرف من أجل 
   *                            + 

      و 
  نلاحظ أن  .    

̅̅ وبالتالي   (   )    مجموعة جزئية متراصة من المنطقة التحميمية لمدالة  ̅
    من أجل أي  تتحققبحيث   يوجد ثابت موجب 

̅̅  المتراجحات الآتية: ̅
      | (   )|    
       (   )    

 لدينا:    فإنو من أجل      المذكور أعلاه، و   ليكن الثابت : (1) مبرىنة
           | (   )|       |   | 

 فإن:    ومن أجل 
            | (   )|       |   |     |      | 
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 فإن:    ومن أجل 

          (   )    
(   ) 

 
 

 . لا يتعمق بـ   حيث الثابت 
 ( نجد أن:4من العلاقة ) البرىان:

   ∑   |   |

 

   

    | (   ) |    ∑   |   |

 

   

 

 .   وبالتالي نكون قد وصمنا إلى صحة العلاقة الأولى في ىذه المبرىنة من أجل 
 نلاحظ أن:    أما من أجل 

  ∑   |   |

 

   

      |     |     |   |  

|   |من الواضح أن  |   |. كما أن              من أجل أي     من أجل  (   )   
 وبالتالي:            

 ∑   |   |

 

   

  ∑(     )

   

   

      

                                ∑    (   )

   

   

      

       ( )  
 العلاقة الثانية في ىذه المبرىنة.وىذا ما يعطينا صحة 

 والتقدير الآتي:( 5ولمتوصل إلى العلاقة الأخيرة في ىذه المبرىنة نتبع نفس المناقشة السابقة وباستخدام العلاقة )
(   ) 

 
 ∑    (   )

 

   

    

 □     لكل 
أن الدالة  ىي دالة بيك، ولأجل ذلك يكفي إثبات ( ) إثبات أن الدالة  ىوفي ىذا البحث  اليدف الأساسيإن 

 ( )  ( ) . لأجل ذلك درسنا بداية سموك حدودية الدالة  موجبة في نصف المستوي العموي  (( )  )   
في جوار اللانياية، لنصل أخيراً إلى إثبات أن الدالة  ( ) عمى المحور الحقيقي ثم قمنا بتقدير سموك حدودية الدالة 

 غير سالبة في نصف المستوي العموي. ( ) 
: ( ) في عبارة        بوضع   نجد أن 

 ( )  
(    | |         )     (   )

| | |     | 
 

(    | |         )    | (   )|

|       | 
 

 نذكر المبرىنة المساعدة الآتية:عمى المحور الحقيقي  ( ) من أجل دراسة سموك حدودية الدالة 
-  و     من أجل أي  :[4] (2)مبرىنة مساعدة   فإن:  ,       

   
   

  ( )  

    ( )     | ( ) |      
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 فإن:            ومن أجل 
   
   

|    ( )|     
( ) إن  (:2) مبرىنة ، حيث الدالة  من داخل نصف المستوي العموي     عندما     لكل  ( )   
 معرفة بالشكل الآتي: ( ) 

 ( )  

{
 

 
    
   *          +

 
   | (   )|  (   )    | |

 ((   | |)    ) 
  -        ,    *       +

 

( ) دالة حقيقية عمى الجزء الموجب من المحور الحقيقي، فإن   بما أن  البرىان:  .     عندما    
-  كما أنو من أجل أي   (.2فإنو يمكن حساب النياية باستخدام المبرىنة المساعدة )  ,       

 ( نجد أن1فإنو بالاستفادة من المبرىنة )        حيث      ولإيجاد النياية عندما 
     | (   )|  تبقى محدودة وبالتالي: (   )    و            عندما   

      
    

  ( )        
    

*
(    | |         )     (   )

| | |     | 
 

                     
(    | |         )    | (   )|

| | |     | 
} 

                              
    

    | |    | (   )|

| | |     | 
  

                          
    

            | (   )|

| | |     | 
 

             
 وفق الآتي:  في مبدأ الاحداثيات، نقوم بتقدير الدالة   ولمناقشة سموك الدالة 

| ( )|  |
    (   )

 
| |

 

     
|        

 

|   | ||
  ( )  

((   )    )نقطة شاذة قابمة للإزالة لمدالة     حيث استفدنا من كون  ( )       وبالتالي  ⁄    □  

 ( نصل إلى النتيجة الآتية:2من المبرىنة )
 قيم حدودية غير سالبة. ( ) لمدالة  (:1نتيجة )

( ) ( أن 2وجدنا في المبرىنة )  غير سالبة.  وبملاحظة أن الدالة      عندما     لكل  ( )   
(   ) أن  ,   -    ينتج من كون     من أجل     . 
 ، يكون لدينا:   ومن أجل 

   | (   ) |  (   )    | |     | (   )|  (   )    | |  ∑    |   |

   

   

 

                               | (   )|  ∑    
| |

|   |

   

   

  

 حيث كل الحدود موجبة.
 في جوار اللانياية. ( ) ندرس في المبرىنة الآتية سموك حدودية الدالة 
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بحيث يتحقق من أجل جميع القيم الواقعة في نصف المستوي العموي والتي طويمتيا     يوجد ثابت  :(3مبرىنة )
 العلاقة الآتية:    كبيرة بما فيو الكفاية 

 ( )     
 لدينا: [4]من صيغة تحويل ستمجس  البرىان:

    (   )     √   (  
 

 
)         ( )  ( )  

 تعطى بالعلاقة الآتية: ( ) حيث 

 ( )  
 

 
∫

 ( )

(   ) 
  

 

 

  

( ) و  1دالة دورية دورىا يساوي  ( ) حيث   . ,   ,  من أجل       
 يكون التقدير الآتي محققاً:      من أجل أي نقطة تقع فوق المحور الحقيقي أي 

| ( )|  
 

 
 ( )  

 ( لدينا:8( و )7من العلاقتين )
   (   )

       
   

   √   (     )  ⁄     ( )

       
   (  )  

( ) وبالتالي  | |عندما     ومنو      من داخل نصف المستوي العموي باستثناء المحور الحقيقي أي    
| ( )|  التي طويمتيا كبيرة بما فيو الكفاية.       من أجل أي    

و        عندئذٍ بشكلٍ خاص يكون     حيث      وبفرض     لنأخذ الحالة الآتية: ليكن 
   | | :1وباستخدام المبرىنة )        و     و      ( نجد أن 

  ( )  (    | |         )     (   ) 
     (    | |         ) 
          (    | |   )  

 ( ينتج أيضاً:1من المبرىنة )
  ( )   (    | |         )    | (   )| 

       | |    | (   )| 
                 | (   )| 

         | | 
                   (   |   |     |     |)    | | 

                (        )  
 وعلاوة عمى ذلك، لدينا:

(   |   |     |     |)            
 ومنو يكون:

  ( )   (   )    | |   (       )   
 وتتحقق المتراجحات الآتية:

   | |     (   )             
 الآتية: ومنو نحصل عمى المتراجحة

  ( )    ( )                  
 . ثابت مستقل عن       حيث 
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 وبالاعتماد عمى العلاقتين الآتيتين:
   | |           |       |        

 نحصل عمى التقدير الآتي:    و      من أجل 
 ( )   

     

   | |
      

 □كبيرة بما فيو الكفاية.   حيث 

 غير سالبت في نصف المستوي العلوي. ( ) تفيدنا المبرهنت المساعدة الآتيت في إثباث أن الدالت 
( )  دالة شبو توافقية من أجل  ( ) لتكن  :[9] (3)مبرىنة مساعدة   تحقق المتراجحةو    

  ( )   | | كبيرة بما فيو الكفاية وبفرض أنو من أجل أي عدد حقيقي  | |ثابت حقيقي و   حيث  (| |)  
 كان:  

      
   

  ( )  

  ( )    

( )  فإنو من أجل   تتحقق المتراجحة الآتية:   
 ( )      ( )  

 ىي دالة بيك. ( ) نصل الآن إلى إثبات المبرىنة الأساسية في ىذا البحث وىي إثبات أن الدالة 
 المعرفة بالعلاقة الآتية: ( ) الدالة  :(4)مبرىنة 

 ( )  
    (   )

     
 

 ىي دالة بيك.
( ) وبوضع     ( من أجل 3المبرىنة المساعدة )بتطبيق  البرىان: وبالاستفادة من كون الدالة  ( )   
غير سالبة في نصف  ( )  الدالة . نجد أن(3( و )2توافقية في نصف المستوي العموي ومن المبرىنتين )  ( ) 

(( ) )   ، أي أنالمستوي العموي ىي دالة  ( ) في نصف المستوي العموي. الأمر الذي يعني أن الدالة    
 □بيك. 

(. نبحث في المبرىنة الآتية 1( نعمم أن أي دالة بيك تقبل تمثيلًا تكاممياً وفق الصيغة )1من المبرىنة المساعدة )
 .( ) التمثيل التكاممي لمدالة 

 المعرفة وفق: ( ) الدالة  :(5)مبرىنة 

 ( )  
    (   )

     
     -     -  

  و     ( من أجل 1تقبل تمثيلًا تكاممياً وفق الصيغة )
 

 
   .

     

 
 ، حيث( )   و  /

 معرفة بالشكل الآتي: -   ,     

 ( )  

{
 

 
    
   *          +

 
   | (   )|  (   )    | |

 ((   | |)    ) 
  -        ,    *       +

 (  ) 

 تقبل تمثيلًا تكاممياً بالشكل الآتي: ( ) أي أن الدالة 

 ( )  
 

 
   (

     

 
)  ∫ (

 

   
 

 

    
)

 

  

 ( )   
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  (: الخط البياني لمدالة 1الشكل رقم )

 
 ىي دالة بيك. وبالتالي فإن ليا التمثيل الآتي: ( ) ( أن الدالة 4توصمنا في المبرىنة ) البرىان:

 ( )       ∫ (
 

   
 

 

    
)  ( ) 

 

  

 
 عدد حقيقي.  عدد غير سالب و   قياس موجب و   حيث 

 . والقياس   و   وتتحول المسألة إلى إيجاد الثابتين 
 ( لدينا:1من المبرىنة المساعدة )

     
   

 (  )

  
          ( ( ))  

:1وباستخدام العلاقة )  ( نجد أن 

     
   

 

  
(  

   √   (     )  ⁄      (  )

     (  )
)    

|(  ) |   ( أن:8حيث لدينا من )  
 

 
 .   لكل  

 يعطى بالعلاقة الآتية:  كما أن الثابت 
    ( ( ))    (

 

 
)    | (   )|  

 

 
   

     

 
  

 .(   ) حيث المساواة الأخيرة تنتج من منشور فايرشتراس لمدالة 
 ىي نياية لمتتالية من القياسات لـ  نعمم أن دالة القياس 

  ( (  
 

 
))

  

 
  (  

 

 
)
  

 
  

 تسعى إلى اللانياية.  عندما 
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دالة مستمرة غير سالبة عمى المحور الحقيقي، وبفرض أن مجموعة دعامتيا متراصة ومحتواة في المجال   لتكن 
 . من أجل أي عدد حقيقي  -    ,
 سنبين أن:

∫  ( ) (  
 

 
)   

 

  

  ∫  ( )
 

  

 ( )    (  )  
    ولأجل ذلك سنبرىن أنو لأي 

 (  
 

 
)        (  |   |   ||)   

|   |يحقق   حيث   
 

 
 . ولا يتعمق بـ   بـ يتعمق        والثابت     و  

    فالنتيجة واضحة، لأجل ذلك سنفترض أن     من أجل 
    ( بوضع 9من العلاقة )

 

 
 نجد أن: 

|       |  ( )  (    | |         )     (   ) 
                                      (    | |         )    | (   )| 

                     (| |    √      )        
                           .   √     | | /        

              .   √     | | / 
                                     (|   |     ||  |   |   ||)  

 ( لدينا:1ومن المبرىنة )
   |   |     |   |     (

 

 
) 

|   |لكل   
 

 
 .   و  

|   |محدودة من أجل  ||     |   |وبما أن الدالة   
 

 
    و  

 نحصل عمى العلاقة الآتية:
|       |  ( )              |   |   ||        (  |   |   ||) 

|   |التي تحقق   لكل   
 

 
 . ولا يتعمق بـ   يتعمق بـ       والثابت   ولأي  

   0الطرف الأيمن من المتراجحة الأخيرة قابمة لممكاممة عمى المجال بملاحظة أن 
 

 
    

 

 
وبالتالي إذا كان  1

| |  
 

 
 نحصل عمى المتراجحة الآتية:    و  

|   (  
 

 
)|  |   √   

 

 
| 

:6وباستخدام العلاقة )  ( نجد أن 
 (  

 

 
)  

     

|   √     ⁄ |
 

 والطرف الأيمن من ىذه المتراجحة أيضاً قابل لممكاممة وعلاوة عمى ذلك يكون لدينا: . مستقل عن       والثابت 

|(  
 

 
)     (  

 

 
)|

 

   ((   | |)    ) 
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-وذلك عمى مجموعة متراصة جزئية من المجال  ( 11. وبالتالي باستخدام مبرىنة ليبيغ نجد أن العلاقة ),    
 محققة ومنو نحصل عمى أن:

  ( )   ( )   □ 
 ( عندئذٍ يكون لدينا:11المعرفة بالعلاقة )  لتكن الدالة  :(6)مبرىنة 

    (   )

       
   ∫

 (  )

   

 

 

    
: البرىان:  بإجراء تغيير في المتحول نجد أن 

 ( )  
 

 
   (

     

 
)  ∫ (

 

   
 

 

    
) (  )

 

 

    
 الآتي:من الأفضل كتابة التكامل الأخير كفرق تكاممين عمى الشكل 

∫
 (  )

   

 

 

   ∫
   (  )

    

 

 

   
:  وىذا ممكن إذا استطعنا التحقق من أن 

∫
   (  )

    

 

 

       (  )  
 يكون لدينا:    بإجراء عممية المفاضمة تحت إشارة التكامل نجد أنو لكل 

 ( )( )  (  )      ∫
 (  )

(   )   
   

 

 

 (  )  
 . ,   -مضطردة تماماً عمى المجال  ( )  ية وبشكلٍ خاص، نجد أن الدالة الحقيق

-    تحقق من أجل أي  ( )     كما أن الدالة التحميمية   الخواص الآتية: -    
    (   ( ))  ((4)وذلك حسب المبرىنة )    لكل    
    ( ) متناقصة، ومن صيغة ستيرلينغ  ( )   ( الدالة 13) العلاقةمن )    لكل      

( )   لدينا   .(   عندما    
 تحويل ستمجس وأن ليا التمثيل التكاممي الآتي:    تضمن ىذه الخواص أن لمدالة 

   ( )    ∫
  ( )

   

 

 

 

(( )   )        حيث   و   

∫
  ( )

   

 

 

   
 تسعى إلى اللانياية في العلاقة الآتية:  يعطى من خلال جعل   والقياس 

 
 

 
  (   (   

 

 
))   

 

 
 (   

 

 
)    

( )  ومنو  :12وينتج ذلك من صحة العلاقة ) (  )    ( ومنو نجد أن 

∫
   (  )

    

 

 

     
 

 
   (

     

 
)  □ 

 ىي دوال بيك أيضاً وأوجدنا تمثيلًا تكاممياً ليا. ( ) نبين أن بعض الدوال المتعمقة بالدالة 
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 إن الدالة (:7)مبرىنة 

  ( )  
    (   )

 
     -     - 

 و    ( من أجل 1ىي دالة بيك، ويمكن تمثيميا تكاممياً بالصيغة )

     ∑ (
 

 
       

 

 
)

 

   

 

 تعرف بالشكل الآتي: ,   ,     حيث الدالة    ( )     ىو ثابت أولر و    و 

  ( )  {
     

   

  
  ,       ,         

 

 سنبين أولًا أن  الدالة: البرىان:

 
    (   )

 
 

 ىي دالة بيك وتقبل تمثيلًا تكاممياً بالشكل الآتي:

 
    (   )

 
  

 

 
 ∫ (

 

   
 

 

    
)

  

  

  

  

       -     - (  )  
( ىو تمثيل لدالة بيك، فإنو بإجراء المكاممة حداً فحداً يمكن البرىان عمى 14بملاحظة أن الطرف الأيمن لممعادلة )

 (.14صحة العلاقة )
:باستخدام منشور   جداء فايرشتراس نجد أن 

    (   )

 
    ∑ (

 

 
 

    .  
 
 
/

 
)

 

   

     -     -  

 وبما أن المجموع الجزئي 

∑ (
 

 
 

    .  
 
 
/

 
)

 

   

  

 ىي دالة بيك. ( )  ىو دالة بيك، فإنو من الواضح أن الدالة 
 بـ   لإيجاد التمثيل التكاممي نستبدل 

 
  ونضع  

 

 
 ( لنحصل عمى العلاقة الآتية:14في العلاقة ) 

 
    .  

 
 
/

 
  

 

  
 ∫ (

 

   
 

 

     
)

  

  

  

  

 

                                                   
 

 
 ∫ (

 

   
 

 

    
)

  

  

  

  
 

 وباستخدام العلاقة:
 

 
               (

 

 
) 
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:  نجد أن 

∑ (
 

 
 

    .  
 
 
/

 
)

 

   

 ∑ (
 

 
       (

 

 
))

 

   

 ∫ (
 

   
 

 

    
)  ( )

  

  

   

 متتالية معرفة بالعلاقة الآتية: ( )  حيث 

  ( )  {
 

   

 
   ,       ,        

 
 

 
     

 

 □نحصل عمى المطموب.     بجعل 
 إن الدالة :(8)مبرىنة 

  ( )    
     (   )

     
     -     -   
   و     ( من أجل 1ىي دالة بيك، وتقبل تمثيلًا تكاممياً وفق الصيغة )

 

 
 و (   )    

 (.11معرفة بالعلاقة ) ( ) حيث الدالة    ( )        
 ( لدينا:6بالاستفادة من المبرىنة ) البرىان:

 ( )    
    (   )

       
 ∫

 (  )

   

 

 

   
-دالة بيك، مستمرة وموجبة عمى المجال  (  ) وبالتالي، الدالة  ىي  (  )  أن الدالة  ينتج [1]ومن   ,    

 دالة بيك وتقبل التمثيل التكاممي الآتي:

  (  )       ∫ (
 

   
 

 

    
)    (  )  

 

 

 

:9( و )2ومن العلاقتين )  ( ينتج أن 
       

 

 
    (   ) 

 نحصل عمى التمثيل التكاممي الآتي:   وبـ   و    بـ   وبتبديل 

  ( )     ∫ (
 

   
 

 

    
) (  )  ( )  

 

  

 □ 

 
 :الاستنتاجات والتوصيات

( ) قمنا في ىذا العمل بإثبات أن الدالة   
    (   )

     
 واعتماداً عمى ذلك،ىي دالة بيك وأوجدنا تمثيلًا تكاممياً ليا.  

ىي دوال بيك أيضاً. ونوصي بمتابعة ىذا العمل من خلال إيجاد بعض  ( ) ثبتنا أن بعض الدوال المتعمقة بالدالة أ
يجاد تمثيل تكاممي ليا   قة بينيا وبين الاضطراد التام.لاالع ودراسةدوال بيك المتعمقة بالدالة غاما وا 
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