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 ممخّص  

 
  متغيرة بقوة المعممة ماىوني - بونا – بينيامين لمعادلة دقيقة تحميمية حمول تقديم إلى البحث ىذا ييدف

 الموجي الحل فرضية وطريقة sine-cosine طريقة استخدام مت. لمزمن التابعة الأمثال ذات( سالبة موجبة،)
(solitary wave ansatz) .الدورية الحمول: الصريحة الدقيقة الحمول من متنوعة مجموعة بإعطاء الدراسة تميزت 

 وجودل لازمة شروط أيضاً  وقدمنا. الظاىرة الموجة ذات والحمول الانفرادية الأنماط ذات والحمول المضغوطة، والحمول
 .الحمول ىذه
 
 
 – المنعزلة الموجة ذو الحل – sin-cos طريقة – مضغوط الحل – ماىوني بونا بينامين معادلة :مفتاحيةال كمماتال

 .خطية غير جزئية تفاضمية معادلة – موجي تحويل
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  ABSTRACT    
 
The aim of this research is to present exact analytical solutions for generalized Benjamin-

Bona-Mahony equation with time-dependent coefficients in variant exponent (positive, 

negative). The sine-cosine method and solitary wave ansatz method are used. The study is 

characterized by variety of exact explicit solutions: periodic, compactons, solitary patterns, 

bright soliton. Necessary conditions for existence of this solutions are presented.  
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 مقدمة
 ىذه تظير إذ مجالاتيا، مختمف في رئيساً  دوراً  الرياضية الفيزياء في الخطية غير الأمواج معادلات حالياً  تمعب   

 الحالات فيزياء الضوئية، الألياف البلازما، فيزياء السوائل، ميكانيك مثل المفاىيم من كبيرة مجموعة في المعادلات
 جداً  ميمة الخطية غير الموجة ظاىرة تعد. الأحياء وعمم الجيوكيمياء مجالات وبعض الكيميائية الفيزياء وفي الصمبة،

 بموجة بسعتيا سرعتيا تتأثر لا التي الموجة عادة تصنف إذ حراري، انتشار أو تبديد أو تشتت فييا التي ئلالمسا في
 أي دون ياشكم عمى تحافظ محمية خطية غير موجة كانت إذا (soliton) منعزلة موجة إنيا عنيا يقال حين في خطية،
 وصفت الخطية، غير الجزئية التفاضمية المعادلات نم واسعة لمجموعة كحمول تنشأ فيي ،[1]الانتشار طول في تغيير
 تسمى أخرى ظاىرة ىناك[. 2] في 1989 عام في John Scott Russell الباحث قبل من مرة لأول الظاىرة ىذه

 أن إذ ،(compact support) متراصة دعامات مع منعزلة أمواج عبار وىي (compacton) مضغوطة موجة
 التي المعادلات من[. 3،4،5،6] مراجعة يمكن أكثر ولتفاصيل سعتيا، عن ةمستقم (compacton) موجة عرض
 K(n,n) [7:] معادلة الظاىرة ىذه فييا تظير
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(solitary waves) أي متراصة دعامات مع (compactons)، المعممة ماىوني-بونا-بينيامين معادلة أيضاً  وىناك 
(GBBM) الآتي الشكل تأخذ: 
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-sine طريقة استخدم إذ ،[8] في 2005 عام في Wazwaz قدميا التي معدومة، غير ثوابت kو bو aأن حيث
cosine وطريقة tanh نوع من وأخرى منعزلة موجة ذات حمول عمى لمحصول (compacton) أجل من ذلك وناقش 

 طريقة عمى بالاعتماد[ 9] البحث في 2007 عام في( 2) المعادلة وآخرون Chen درس كما. سالبة وأخرى موجبة قوة
 :الشكل ليا( 2) بالمعادلة شبيية معادلة دراسة أيضا تم كما فقط، موجبة قوى أجل من لكن المساعدة، المعادلة
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 التحميل طريقة باستخدام جوالة موجة ذات حمول وقدموا[ 10] في 2009 عام في وآخرون Estevez الباحث قبل من
 موجة ذات حمول[ 11] في 2013 عام في Pradhanو  Patel قدم كذلك موجبة، قوة أجل من كذلك عوامل إلى

 .المعدلة -Fمنشور بطريقة( 3) لممعادلة جوالة
 :يأتي كما متغيرة أمثال مع ولكن( 2) المعادلة الآن لنأخذ
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أن حيث t و t و t 2 كانت إذا. لممكاممة قابمة حقيقية توابعn ، معادلة عمى نحصل فإننا 
 عام في Manahian و Jahani  قبل من المعادلة ىذه حل تم إذ المتغيرة، الأمثال ذات ماىوني-بونا-بينيامين
 موجة ذات حمول 2019 عام في انجرو سامي قدم وكذلك ،[12] المطورة الأسية الدالة طريقة مستخدمين 2016
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 الحل فرضية وطريقة sine-cosine طريقة باستخدام (bright soliton) ظاىرة موجة ذات وأخرى (soliton) منعزلة
3n كانت إذا أما ،[13] في (solitary wave ansatz) الموجي ، بونا-بينيامين معادلة عمى نحصل فإننا-
 مراجعة يمكن النتائج عمى للاطلاع ثابتة، أمثال أجل من لكن حميا تم والتي المتغيرة، الأمثال ذات المعدلة ماىوني

 السالبة القوة ذات والمعادلة موجبة بقوة( 4) لةالمعاد حل البحث ىذا في سنحاول[. 14،15،16،17،18،19،20]
 :بالشكل المعطاة
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 في المعتمدة (solitary wave ansatz) الموجي الحل فرضية وطريقة ،sine-cosine [21] طريقة باستخدام 
 .(bright soliton) ظاىرة منعزلة موجة ذات حمول لإيجاد لازمة شروط وسنقدم[ 22] المرجع

 
 وأىدافو البحث أىمية

 وأخرى انفرادي، نمط ذات وأخرى ظاىرة منعزلة موجة ذات وأخرى دورية مختمفة حمول إيجاد إلى البحث ىذا ييدف   
 لمزمن التابعة المتغيرة الأمثال ذات المعممة ماىوني – بونا – بينيامين لمعادلة (compacton) مضغوطة موجة ذات
 solitary)               الموجي الحل فرضية وطريقة sine-cosine طريقة باستخدام سالبة وقوة موجبة قوة مع

wave ansatz) ، تساعد قد مختمفة فيزيائية بنى ذات حمولاً  قدمت الأني ،الأىمية غاية في البحث ىذا سألةم تعد إذ 
 .الفيزيائية الظواىر من العديد بتفسير الفيزيائيين الباحثين

 
 دهوموا البحث طرائق

 فإن لذلك التفاضمية، المعادلات مجال في خاص وبشكل النظرية الرياضيات اختصاص تحت البحث ىذا يندرج   
 وحل الخطية غير الجزئية التفاضمية المعادلات حل طرائق عمى أساسي بشكل تعتمد ىنا، المستخدمة الرياضية التقنيات

 .الصيغية الرياضية الحسابات وبرامج الجبرية المعادلات جمل
 

 :والمناقشة النتائج
 :المعممة ماىوني-بونا-بينيامين لمعادلتي مضغوطة موجة ذات وحمول دورية حمول -1

( 5) السالبة القوة وذات( 4) الموجبة القوة ذات المعممة ماىوني-بونا-بينيامين معادلة بحل الفقرة ىذه في سنقوم   
 .sine-cosine بطريقة
 :(4) الموجبة القوة ذات المعممة ماىوني-بونا-بينيامين معادلة 1.1

 :الآتية بالعلاقة يعطى( 4) المعادلة حل أن بفرض
(6               )    ( , ) ( )cos ( ) ; ( ).bu x t t x c t t     

) متحول الموجة و أن حيث )c tومشتقيا لاحقاً  تعين مستمرة لمزمن تابعة دالة وىي لموجةا سرعة( )c t  ًدالة أيضا 
)مشتقات لدينا وبالتالي  لاحقاً، يحددان وسيطان bو و مستمرة، , )u x t: 
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 :عمى نحصل ،(4) المعادلة في( 11)و( 10)و( 8)و( 7) بتعويض
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من كل قوتي بين المطابقة لضمان( 13) المعادلة وضعنا حيث   3cos sinb   و
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 من( 4) المعطاة لممعادلة دورية حمول عمى صلنح ،(6) في( 21) العلاقة بتعويض بالتالي ما، ثابت Cأن حيث
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 :(5) السالبة القوة ذات المعممة ماىوني-بونا-بينيامين معادلة 2.1
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)المقدار حساب عمينا ويبقى ،(11)و )nu

x




: 

(23)                                              1( )
( )cos sin

n
n nbu

nb t
x

  


  



 

 :عمى نحصل ،(5) المعادلة في( 11)و( 23)و( 8)و( 7) ضبتعوي
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     

       

     

  

1

1 1

2 2 2 2

3 3

( ) ( )
cos ( ) . ( ) cos sin

( ) ( ) cos sin ( ) ( ) cos sin

( ) ( )
( ) 1 cos ( ) cos

( )
( ) 1 2 ( ) . ( ) cos

b b

b n nb

b b

b

d t dc t
b t t c t

dt dt

t b t t nb t

d t d t
t b b t b

dt dt

dc t
t b b b t t c t

dt


   

       

 
     

  



   





 
   

 

 

  

 
     

 
   

   3 3 1

sin

( )
( ) ( ) . ( ) cos sinbdc t
t b t t c t

dt

 

     
   

 

 

(24)                                                                                                                          0  

بين لمموازنة
3

2

u

x t



 
)اللاخطي الحد مع الأعمى شتقاقالا مرتبة ذو الحد  )nu

x




من كل قوتي طابقةبم نقوم 

   3cos sinb   و   1cos sinnb   
 :على فنحصل زوج، كل وأمثال ،

(25)                                                                               1 2 0b b b   
(26)                                                                                   1 3nb b    

(27)                                                                        2 2 ( )
( ) 1 0

d t
t b

dt


    

(28)                                                                      2 ( )
( ) 1 0

d t
t b b

dt


    

(29)                                 3 3 ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) . ( ) 0

dc t
t b t t b t b t t c t

dt
     

 
      

 
 

(30)                        3 ( )
( ) 1 2 ( ) . ( ) ( ) ( ) 0ndc t
t b b b t t c t t nb t

dt
     

      
 

 

من كل قوتي بين المطابقة لضمان( 25) المعادلة وضعنا حيث   3cos sinb   و
   1cos sinnb   ، أمثال( 27) المعادلة وتمثل cosb  أمثال( 28) والمعادلة 2cosb  والمعادلة 

أمثال( 29)   1cos sinb   أمثال( 30) والمعادلة   1cos sinnb   و   3cos sinb  . 
2أن نجد ،(26) المعادلة من

1
b

n



                                      أن نجد ،1.1 الفقرة في الموجبة القوة حالة في المتبع نفسو وبالأسموب ،

0( )t 0أن ،حيث ،الموجة سعة يمثل الذي ثابت. 
 (31)

 

1
10

0 21

0

( )( 1) 1 2
, ( ) ( ) ( )

( 1)( ) 2 ( ) ( 1) ( )2

n
n

n

tn
c t t t dt C

t nt t n t

 
   

   

 
 

 

   
          

 

 .المكاممة ثابت 2Cأن حيث
 :يكون أن يجب إذاً  الأمواج، عدد يمثل عددي وسيط أن وبما

                                   
 

1

0

1

0

( )

( ) 2 ( ) ( 1) ( )

n

n

t
C

t t n t

 

   

 

 


 
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 لممعادلة compacton مضغوطة حمول عمى نحصل ،(6) في( 21) العلاقة بتعويض بالتالي ما، ثابت Cأن حيث

1 أجل من( 5) المعطاة

0

2
( ) ( )

( 1) 2

nx t t dt
n


       

      
: 

(32)       

1

1
2 1

0 0 2

2
( , ) cos ( ) ( )

( 1)

n
nu x t x t t dt C

n
    


 

     
            

 

 (solitary patterns) انفرادي نمط ذات وحمول (bright soliton) ظاىرة منعزلة موجة ذات حمول -2
 :ماىوني-بونا-بينيامين لمعادلتي

 بطريقة( 5) السالبة القوة وذات( 4) الموجبة القوة ذات المعممة ماىوني-بونا-بينيامين معادلة بحل الفقرة ىذه في سنقوم
 .(solitary wave ansatz) الموجي الحل فرضية
 :(4) الموجبة القوة ذات المعممة ماىوني-بونا-بينيامين معادلة 1.2

 :عمومية أكثر موجي متحول ىنا سنعتبر
(33)                                                                          ( ) ( ).B t x c t t   

أن حيث c t و المنعزلة الموجة سرعة B t تحديدىما سيتم حقيقيان تابعان وىما المنعزلة، لمموجة معكوس عرض 
 :الآتي بالشكل يعطى الحل أن سنفترض الظاىرة المنعزلة الموجة ذو الحل ولإيجاد. لاحقاً 

(34)                                                                         ( , ) ( )sech pu x t t  
)حيث )t و المنعزلة الموجة سعة يمثلp الحل إيجاد عممية خلال لاحقاً  سيحدد موجب صحيح عدد. 
للاختصار سنكتب حيث الآتي، وفق( 34) الحل مشتقات لنوجد     , ,c c t B B t t   : 

(35)                         
 

sech . sech tanhp pu d dB d Bct
p x

t dt dt dt


   

  
   

  
 

(36)                                                                  sech tanhpu
pB

x
  


 


 

(37)                                           
2

2 2 2

2
sech 1 sechp pu

B p p p
x

  
  


 

(38)                                                          ( )
sech tanh

n
n npu

npB
x

  


 


 

                       
3

2 2 2

2
2 sech 1 sechp pu d dB

B B p p p
x t dt dt


    

    
   

 

(39)  
   2 3 2. sech tanh 1 2 sech tanhp pdB d Bct

B x p p p p
dt dt

     
      

 
 

 :عمى نحصل ،(4) المعادلة في( 39)و( 38)و( 36) و( 35) العلاقات بتعويض
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 

 
 

2 2

2 2 2 3

sech . sech tanh sech tanh

sech tanh 2 sech

1 2 sech . sech tanh

p p p

n np p

p p

d dB d Bct
p x pB

dt dt dt

d dB
n pB p B B

dt dt

d dB dB d Bct
p p B B B p x

dt dt dt dt


       


      


     

 
   

 

 
   

 

  
       

   

 

(40)                                
 

2 21 2 . sech tanh 0pdB d Bct
B p p p x

dt dt
   
     

 
 

حيث     , ,t t t        .بين لمموازنة
3

2

u

x t



 
 الحد مع الأعمى شتقاقالا مرتبة ذو الحد 

)اللاخطي )nu

x




sechقوتي بمساواة نقوم  tanhnp  2وsech tanhp  ، عمى فنحصل: 

(41)                                                                                                               2np p  
 :ومنو

(42)                                                                                                                 
2

1
p

n



 

sechو sechpمن كل أمثال بجعل الآن tanhp  وsech tanhnp  2أوsech tanhp  ، 2وsech p  
 :عمى نحصل لمصفر مساوية

(43)                                                                          
2 2 2 0

d d dB
p B B

dt dt dt

 
 

 
   

 
 

(44)                                                    
 

2 3 . 0
dB d Bct

pB B p p x
dt dt

   
 

     
 

 

(45)                                       
 

2 1 2 . 0n dB d Bct
n pB B p p p x

dt dt
  

 
      

 
 

(46)                                                                            21 2 0
d dB

p p B B
dt dt


 

 
   

 
 

2قيمة تعويض وبعد( 45) العلاقة من

1
p

n



 :عمى نحصل فييا، 

(47)                                                      
  1

.
2 2

1 2
1 1

ndB d Bct n
x

dt dt
B

n n

 



  
  

    
   

    

 

 :عمى نحصل ،(44) في( 47) بتعويض

(48)           

2

2

4
0

2 2 2 2
( 1) 1 2 1 2

1 1 1 1

n nn B n
B

n B B
n n n n

   
 

 

   
     

         
         

 

بـ( 48) العلاقة طرفي بضرب
2 2

1 2
1 1

B
n n





  
   

    ، عمى نحصل: 
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(49)                                      
2 1 1

2

2 2 4
1 2

1 1 ( 1)

n nn
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 :ومنو

(50)                                                

1

1

2

2 2 4
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1 1 ( 1)

n

n

n
B

n

n n n

 
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
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     
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 :يكون أن ىو (bright soliton) الظاىرة المنعزلة الموجة ذو الحل وجود شرط فإن وبالتالي

(51)                                            
1 1

2

2 2 4
1 2 0

1 1 ( 1)
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        

      
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 :لدينا ،(46) العلاقة من

(52)                                                                                                        
2

dB B d

dt dt




  

 :عمى نحصل ،(43) العلاقة في( 52) وبتعويض

(53)                                                                                                                    0
d

dt


 

 :عمى نحصل بالمكاممة
(54)                                                                                                                 0( )t  

 فإن ومنو ،1 الفقرة في الدوري الحل مع متطابق وىذا المنعزلة، الموجة وجود يعطي ما وىذا ثابتة الموجة سعة أن أي
 :المنعزلة لمموجة العكسي العرض

(55)                                           

1

0

1

02
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2 2 4

1 2
1 1 ( 1)

n

n

n
B t

n

n n n
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)تعيين عمينا بقي )c t، الآتي بالشكل( 44) المعادلة نكتب ذلك أجل ومن: 

(56)             
 

2 2

2 2

2 4 4
1 . 1 0

1 ( 1) ( 1)
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B B x B

n n dt n dt
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)أن بما )c t لـ فقط تابعt، 0فإن بالتالي
dB

dt
، المعادلتان لدينا ومنو: 

(57)                                                                                                                    0
dB

dt
 

(58)                                                                                      
 

2

2

4
1
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d Bct B

dt
B

n








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 :عمى نحصل بالمكاممة
(59)                                                                                                                0( )B t B 

(60)                                                            
2

32 2

0
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( ) ( 1)

( 1) 4

s
c t n ds C
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حيث
3C مىع نحصل ،(55) المعادلة في( 59) بتعويض. مكاممة ثابت: 

(61)                                            

1
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 :ومنو

(62)                                      
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      

 

 :(bright soliton) الظاىرة المنعزلة الموجة ذو الحل وجود شرط يصبح وبالتالي
(63)                                                                                                            ( ) ( ) 0t t   

 :الآتية بالعلاقة الحل ىذا طىويع

 (64)                     

1

1

2 2

0 0 32 2

0

( )
( , ) sech ( 1)

( 1) 4

n
s

u x t B x n ds C
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المقدار يكون أن وبشرط( 63) تحقق بشرط موجود الحل وىذا
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 .ثابت 

 :(5) السالبة القوة ذات المعممة ماىوني-بونا-بينيامين معادلة 2.2
2أن عمى نحصل ونفس الأسموب باتباع ،1.2 الفقر في رأينا كما

1
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
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 :وأن 

(65)                                          
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(66)                                                            
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حيث
4C انفرادي نمط ذات حمول عمى نحصل( 34) العلاقة في بالتعويض ومنو ،مكاممة ثابت               

(solitary patterns). 

(67)                      
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2n بوضع  المرجع حمول نفس عمى فنحصل المتغيرة، الأمثال ذات ماىوني-بونا-مينبينيا معادلة عمى نحصل 
)الحد استبدال مع لكن ،[13] )t 1بـ

( )
2

t، الحد لدينا ىناك الموجودة المعادلة في لأنو( )
u

t u
x





 أن كما ،

 Manahian و Jahani  أن إذ ،[12] بالمرجع التي تمك من عمومية أكثر البحث ىذا في إلييا توصمنا التي الحمول
 مع الحالة ىذه في حمولنا تتطابق كذلك خطي، لا موجي متحول استخدمنا حين في خطي موجي لمتحو  استخدما
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)حالة في[ 18] المرجع حمول بعض ) 1t  و( ) 2t a   و( )t b  و( )c t c، حيثa وb وc ثوابت 
 .عددية
3nبوضع  وبتعويض لمزمن، التابعة المتغيرة الأمثال ذات المعدلة ماىوني-بونا-بينيامين معادلة عمى نحصل

3n  المعادلة ليذه دورية حمول عمى نحصل ،(22)و( 21) العلاقتين في: 

(68)                     
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عوضنا لو فيما ظاىرة منعزلة موجة ذات حمول عمى نحصل كذلك ،

3n  (:64)و( 55) العلاقتين في 

(69)                                                
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المقدار وكون( 63) الشرط تحقق حال في وذلك. 

 2

02



   
 .ثابت 

) حالة في ذاتو الحل أن نجد ،[14] المرجع في الحل مع( 68) الحل نةبمقار  ) 1t  1و
( )

3
t  و( ) 1t  و

( )c t c، حيثc [16،17] المرجعين حمول من عمومية أكثر( 69)و( 68) في الحمول تعتبر كما عددي، ثابت، 
 بين تطابق نجد كذلك الثابتة، الأمثال ذات المعادلة دراسة تناولا والاثنان خطي، جيمو  متحول أخذ تم الاثنين في لأنو

) حالة في[ 19] المرجع حمول مع( 69)و( 68) الحمين ) 1t  1و
( )

3
t  و( ) 1t  و( )c t c، حيثc 

 .عددي ثابت
1nالعامة الحالة أجل من   الموجة ذات والحمول الدورية الحمول حيث من[ 9] المرجع لنتائج مشابية نتائج لدينا 

)أجل من وذلك المنعزلة )t a  و( )t k  و( )t b  مع a وb وk مع بالمقارنة كذلك عددية، ثوابت 
 حالة في لنتائجنا مشابية النتائج وىذه منعزلة موجة ذات حمول ىناك وكذلك دورية الحمول أن نجد[ 10] المرجع

( ) 1t  1و
( )t a

n
  و( ) 1t  ، أن حيثa في عمييا حصمنا التي الحمول أن نلاحظ كما معموم، ثابت 

) أن حالة في[ 3] المرجع في Wazwaz الباحث عمييا حصل التي لمحمول مطابقة( 32)و( 22) العلاقتين )t a  
)و )t k  و( )t b  مع a وb وk ثابتة الأمث ذات( 5)و( 4) المعادلتين حالة في أي عددية، ثوابت. 
 

 :والتوصيات الاستنتاجات
 الأمثال ذات( خاصة كحالة أيضاً  المعدلة) المعممة ماىوني-بونا-بينيامين معادلة بحل البحث ىذا في قمنا لقد   

 بنى ذات الدقيقة الحمول من عديدة أنواع عمى حصمنا إذ سالبة، وقوة موجبة قوة مع مختمفتين حالتين وفي لمزمن التابعة
 انفرادية أنماط ذات أو (compactons) مضغوطة أو دورية تكون قد الحمول بأن الدراسة فبينت مختمفة، فيزيائية
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(solitary pattern) ظاىرة منعزلة موجة ذات أو (bright soliton) .الحمول ىذه لوجود لازمة شروط أيضاً  قدمنا .
 المضغوطة البنية ذات الفيزيائية الظواىر مع املالتع في فعالة sine-cosine طريقة بأن الدراسة ىذه خلال من تبين

(compacton) .المراجع في التي تمك من عمومية أكثر عمييا حصمنا التي الحمول تعد 
. لمزمن تابعة المعادلة أمثال أن إلى بالإضافة خطي، لا موجي متحول استخدمنا أننا إذا ،[3،12،13،16،17،18،19]

 قد إذ الفيزيائيين، الباحثين قبل من فيزيائي تفسير إلى عمييا حصمنا التي لمحمول يةالفيزيائ البنى في التغير يحتاج
 البحث بيذا المتعمقة الرياضية الحسابات جميع بأن النياية في نشير. الفيزيائية الظواىر بعض تفسير في كثيراً  يساعدىم

 .Maple13 برنامج باستخدام تمت قد
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