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 ممخّص  
 
ذات المشتؽ الكسري بالنسبة لمزمف التفاضمية الجزئية ناغومو -لمعادلة فيتزىوغ مستقرة عدديةصيغة البحث قدّـ ىذا ي
تمّت معالجة الطرؼ اللاخطي باستخداـ تقريب تايمور  .لممؤثر الكسري    استخداـ طريقة الفروؽ المنتيية، وتقريبب

قدّمنا  .دراسة التقارب عددياً  تمّتكما ، اً مشروط وتواؤـ الصيغة المقدّمة نظريّ  تّـ برىاف الاستقرار اللا .مف الدرجة صفر
 .ترحةبعض الاختبارات والمقارنات التي تدعـ النتائج النظرية وتظير كفاءة الصيغة المق
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  ABSTRACT    

 
This research presents a stable numerical scheme for the Fitzhugh-Nagumo time-fractional 

partial differential equation using finite differences method, and L1-approximation for the 

fractional operator. The nonlinear term has been treated by Taylor approximation of zero 

degree. The unconditional stability and consistency for the proposed scheme have been 

theoretically proven, and the convergence have been numerically studied. We provide 

some experiments and comparisons that supports the theoretical results and shows the 

efficiency of the proposed scheme. 
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 :مقدمة
 ، Mathematical Modelingرياضياً  الطبيعيةالظواىر  نمذجةالأىمية في  بالغة   أداةً  تشكّؿ المعادلات التفاضمية

لـ تعدُ  فكرة الاشتقاؽ مف مراتب كسرية في حيف أفّ  ،بمفيوـ الاشتقاؽ الطبيعةفي  رويعود ذلؾ الى ارتباط مفيوـ التغيّ 
وعدـ اتصاليا بشكؿ مباشر  ،لتعقيدىا نظراً نياية القرف السابع عشر العمماء منذ  لشغؼ محرّضةً  مسألةً  كونيا

نمذجة حالات الانبعاث  العقود الأخيرة تطبيقات مثؿ في برزتضيؽ حتى  نظري بقيت في إطارف ،بالتفسيرات الفيزيائية
في  الميونة والمزوجةخصائص ذات البوليميرية ونمذجة المواد ، Anomalus Diffusion [1] اتلمغاز  غير التقميدي

قبؿ البدء  . [3] المرجع في عمى بعضياطلاع الا يمكف ةخرى ميمأتطبيقات و  ،Viscoelasticity [2] آفٍ معاً 
 :[4] الآتيالنظاـ التفاضمي  عرض، نيركّز ىذا البحث عمى دراستيابعرض المعادلة التي 

(1) 
      

   (   )

   
  
   

   
  (   )(   )       

(2) 
      

   (   )

   
   (    )   

  Fitzhugh-Nagumo Model (FHN) ناغومو -فيتزىوغنموذج     حيث  (2)-(1) التفاضمي يدعى النظاـ
صؼ عممية يىو ، و [6]وآخروف في  J. Nagumo و،  [5]في  4294عاـ   R. Fitzhughوف الباحث الذي قدمو

وانتقالو عمى طوؿ محوارىا  ،بيف طرفي غشاء الخمية العصبية زكموف التحفي اطلاؽمثؿ  ةالحيّ  نسجةالتحفيز في الأ
مؤشرات تدؿّ عمى مواءمة الاشتقاؽ الكسري لوصؼ ديناميكا  [7] في 9112عاـ مؤخراً ظيرت  .سيالة العصبيةالك

مخصائص ل [8] في دراسة 9144عاـ تبعتيا  ،الخلايا العصبية اليرمية في القشرة الدماغية لمفئرافنواع أبعض 
 بعض فيعمما أنو  ،(   )  ي عندما أ ،بالنسبة لمزمف ذو المشتؽ الكسري FHN (1)-(2)الديناميكية لنموذج 

حدّ الانبعاث المكاني يغيب ف ،التحفيزكموف والذي يعبّر عف اطلاؽ  الزمني ؼ النظاـتصرّ درس يُ الدراسات الديناميكية 
(Spatial Diffusion)    

   
ر الخمية اعمى طوؿ محو  )كسيالة عصبية( الموجة الكمونية انتقاؿالمسؤوؿ عف نمذجة   

في حيف أف  .[4] القمب لعضمة العضمية العصبية نسجةالا ي نسيج قابؿ لمتحفيز مثؿأ انتشاره عبر أو ،العصبية
ستغناء عنو وبالا (Recovery Variable)الراحة  كموفلى إ عودة غشاء الخمية العصبية يصؼ (   ) المتحوؿ 

 :Wave Front Propagation  ( [9], p.42)يةلكمونا مة الموجةنتقاؿ مقدّ ا ينتج نموذج يصؼ
 (3)    (   )

   
 
   

   
  (   )(   )  (   )  ,   -  ,   -         

 عاـ ت ىذه المعادلة فيوقد درس ،لمزمفذات المشتؽ الكسري بالنسبة  Fitzhugh-Nagumoمعادلة  (3)وتدعى 
  Harrبطريقة حزـ مويجات  اً عددي اً تقريب RAJARAMANو  HARIHARAN دّـذ قإ [10] في المرجع 9142

(Harr Wavelets) أوجدكما  ،وذلؾ بعد نقؿ المعادلة الى فضاء التردد باستخداـ تحويؿ لابلاس TCHIER وآخرون 

 دراسة  9142في عاـ . تبعتيا [11]في  RPSMباستخداـ طريقة باقي سمسمة القوى تحميمية  تقريبية حمولاً  9149 عام
 مف خلاؿ الدمج بيف طريقةتحميمية  ةيتقريب موا حمولاقدّ  إذ [12]في و آخروف  Kumar ػل

q-Homotopy ويختمؼ ىذا البحث بتركيزه عمى الحموؿ العددية الصرفة لممسألة ذات المشتؽّ  .وتحويؿ لابلاس
 وتجدر الاشارة الى وجود دراسة عددية مقدمة مف قبؿوبدوف نقؿ المسألة الى فضاء التردد، الكسري بالنسبة لمزمف 

MOGHADDAM وMACHADO الكسري والفروؽ  لممؤثّرة باستخداـ التقريبات الشرائحي [13] 9142عاـ  في
 .بالنسبة لمزمف برتبة متحوّلة ذات الاشتقاؽ الكسريتختمؼ في كونيا تدرس المسألة لكنيا المنتيية لممشتقات المكانية، 
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 :أىمية البحث وأىدافو
مع عددياً  ذات المشتؽ الكسري بالنسبة لمزمفالتفاضمية الجزئية ناغومو -معادلة فيتزىوغييدؼ ىذا البحث إلى دراسة 

باستخداـ طريقة  ديـ صيغة عددية متوائمة ومستقرة بدوف شروطمف خلاؿ تقشروط ابتدائية وحدية مف نوع ديرخميو 
فيـ سموؾ  إفّ الحموؿ التقريبية التي يقدميا ىذا البحث تعد في غاية الأىمية، لأنيا تُمكّف الباحثيف مفالفروؽ المنتيية. 

    والتنبؤ بالنتائج المستقبمية ليا. الظواىر الفيزيائية أو الكيميائية
 

 :طرائق البحث ومواده

التحميؿ العددي والمعادلات التفاضمية  وبشكؿ خاص في مجاؿ الرياضيات التطبيقية،يندرج ىذا البحث تحت اختصاص 
ويوظفيا لمعالجة المعادلات  ، الجبر الخطي، والتحميؿ الدّالييعتمد عمى طرائؽ التحميؿ العددي الأساسية، إذ الجزئية

 .لممعادلة المدروسة الدقيؽصريحة لمحؿ تحميمية تتوفر صيغ  لاحيث ، التفاضمية الجزئية عددياً 
 

 :النتائج والمناقشة
 :Fractional Differential Calculus الحساب التفاضمي الكسريفي  مفاىيم أساسية

 ، حيث -   ,  يا تنمي الى الفضاء نّ إ، -   )معرفة عمى المجاؿ  ( ) يقاؿ عف دالة حقيقية  [14] : 1تعريف 
( ) يحقؽ أفّ     إذا وجد عدد حقيقي  ،    ( )   ، حيث ( )      أكثر مف ذلؾ يقاؿ و ، -   ,  

    فّ إ
( )  إذا وفقط إذا تحقؽ أفّ  ،-   ,   .    ، حيث-   ,   

 مف المرتبة Riemann-Liouville Fractional Integralليوفيؿ الكسري  -يعرّؼ تكامؿ ريماف [14] : 9تعريف 
 :تيةبالعلاقة الآ     مف اجؿ أيّة  ، وذلؾ -   ,  مف الفضاء   لدالة      

   
  ( )  

 

 ( )
∫

 ( )

(   )   
   

 

 

                   

     يُلاحظ أفّ 
 . [3] مرة  التكامؿ التقميدي المكرر  يمثّؿ      بحيث،  ( )  

لدالة     مف المرتبة  Caputo Fractional Derivativeالكسري  يعرّؼ اشتقاؽ كابوتو [14] :3تعريف 
    

- ,   ، حيث-   ,   :[14] تية، بالعلاقة الآ       

(4)    ( )

   
    

   . ( )( )/  

{
 
 

 
  

 (   )
∫

 ( )( )

(   )     
   

 

 

            

   ( )

   
               * + 

 
 

 ،المحظة الابتدائيةفإنو يتوجب أخذ قيـ الدالة المعنية منذ  ،لحساب قيمة المشتؽ الكسري في نقطة ماو نّ أيمكف ملاحظة 
أو  ة اللامحمية لممؤثر الكسرييىذا مايدعى بالخاصو ، -   ,في التعريؼ مف خلاؿ التكامؿ عمى المجاؿ ويبدو ذلؾ 
 .تأثير الذاكرة



 انجرو، محمود، قاسـ           ناغومو التفاضمية الجزئية ذات المشتؽ الكسري بالنسبة لمزمف –صيغة عددية مستقرّة لمعادلة فيتزىوغ 

 

journal.tishreen.edu.sy                                                     Print ISSN: 2079-3057  , Online ISSN:2663-4252 

103 

 :Finite Difference Approximationsتقريبات الفروق المنتيية 
-   ,   لتقطيع منطقة العمؿ                    }    نضع   

 

 
ث{      ، حي

                     }    نضع سموب نفسوبالأالزمنية. و  الخطوة
(   )

 
     حيث {

 بالشكؿتقطيع ال في نقاطة قيـ الدالة المجيول تقريبعندىا يمكف ية، الخطوة المكان
 *  

   (     )    (     )      أف . بفرض +      
  

       

 
 ،     

  
       

 
مؤثر   

+            *   متقطّعةدالة  كؿلعمى الترتيب  الخمفيو  الفروؽ الأمامي،   
تقريبات تعطى بالتالي  ، 

 :[15] كما يأتيلمشتقات الطبيعية ا
(5)   (     )

  
  
  
      

 

 
  ( )    

   
          

(6)    (     )

   
   

   
   

   (  )  
    
     

      
 

  
  (  )      

         

ث  )      و ( )      حي
 ) ؽيمثلاف الخطأ المقتطع      لمؤثّري الفرو

 عمى الترتيب .   و  
 :يتالآك  (11) وفؽ  -   )عمى المجاؿ  (   )  جؿ أمف  لمشتؽ الكسريا تقريبيعطى  

(7)    (   )

   
 

 

 (   )
∫
  (   )

(   ) 
   

 

 

                      

 ي:تكالآ (2) مف العلاقة   المشتؽ الكسري في النقطة أولاً  نأخذ
   (    )

   
 

 

 (   )
∑∫ (    )

  
  (   )

  
  

    

  

   

   

            ,   -  

 لنحصؿ عمى: -       ,جزئي  عمى كؿ مجاؿ لتقريب المشتؽ الطبيعي (5) يمكف استخداـعندئذ 
 

 
   (    )

   
 

 

 (   )
∑∫ (    )

  (
 (      )   (    )

 
  ( ))  

    

  

   

   

  

 
      

 

 (   )
∑
 (      )   (    )

 
∫ (    )

    
    

  

   

   

   
  

 

(8) 

      
   

 (   )
∑      ( (      )   (    ))

   

   

   
  (    )    

             (   )   
(   )    حيث ،[1] المرجع يف (8) مت الصيغةدقُ 

بخطأ                       ( )    
     مقتطع

     
 :أفّ  ، ويتحقؽ ابت متعمؽ بالدالة ث      حيث ،   

       ∑  
 

   

   

               
  (           )     

 : Initial Boundary Value Problemمسألة القيمة الحدية الابتدائية
ض (   )بفر      ,   -  ,   - (   )  أجؿ فمف ،         

حيث  (( )    ) 
الكسري بالنسبة ذات المشتؽ التفاضمية الجزئية ناغومو -الحدية الابتدائية لمعادلة فيتزىوغ عرّؼ المسألةت .    

 :بالشكؿ الآتي لمزمف

(9) 
   (   )

   
 
   (   )

   
  (   )(   )                     
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(10)  (   )   ( )              
 (   )   ( )   (   )   ( )        

 

. ويعطى عمى الترتيب مستمرة تمثؿ الشرط الابتدائي والشروط الحدية مف نوع ديرخميو دواؿ ( )  ( )  ( )  حيث
   (   )

   
( ) مف الملاحظ أفّ ، و (7) بالعلاقة    (   )(   )  حقؽ شرط ليبتشز المحميي  ( )   

Local Lipschitz condition [16]، يوجد      مف أجؿ يأ    ( )  :المتراجحة تتحقؽ ، بحيث   
‖ (  )   (  )‖   ‖(     )‖     ‖  ‖ ‖  ‖     

 .      الزمنية  اتفي المحظ     ‖(    ) ‖  ، حيث             ي سنعتبر أتفيما ي
 :الحدية الابتدائية لممسألة الصيغة العددية

 (     )في النقطة ،  (9)  عادلةفي الم (6)و  (8) الصيغ التقريبية تعويضو ، بالاستغناء عف الأخطاء المقتطعة
   اعتبار أفّ  عمى

  ) ، ولتقريب الجزء غير الخطي (     )   ػالعددي ل التقريب  
نستخدـ منشور تايمور مف  ، ( 

  ) لمدالة  1الدرجة 
  حوؿ  ( 

 :كالآتي    
 (  

 )   (  
   )    

      (    
   )(  

     )  
الحدّية  لةلممسأ  ( L1-FD )نحصؿ عمى الصيغة العدديةل                    مف أجؿ وذلؾ

 :(10)41– 9(9) الابتدائية

(11) 
   

 (   )
∑      (  

      
 )

   

   

 
    
     

      
 

  
   (  

   )     

   
   (  )    

   (  )                
   

   (  )                             

 .(    ) مف المرتبة  Consistentمتوائمة   (11) الصيغة العدديةفإفّ  ( )       مف أجؿ :(1)مبرىنة
   المحمي الخطأ المقتطع مكف حسابي: برىان

   اعتبارب   (11)  لمصيغة  
الدقيؽ  التحميمي الحؿ (     )   

 ،(8)و (6)لعلاقات واستخداـ ا (11)وتعويضو في الصيغة العددية  (     )النقطة في  (41)-(2)لممسألة 
 :يتكالآ (11)العددية  و (9)الصيغتيف التحميمية عمى نظيـ الفرؽ بيف 

|  
 |  |

   (     )

   
   

   
      

  
   (     )

   
  (  

   )    (  
 )| 

  عندئذ بحساب قيمة  
  بالاعتماد عمى منشور تايمور حوؿ النقطة   

 ينتج لدينا: شرط ليبتشز المحمّيتطبيؽ و     
|  
 |  |  

 |  |    |  | (  
   )    .  

        (       )   ( 
 )/| 

 |  
 |  |    |   |   

 (     )   ( 
 ) |    (    )   (  )   ( )   

 (  )   (            )   (    )
     
→      

  |لأفّ  متوائمة العددية فالصيغة بالتالي
 |
     
 .(    )  مف المرتبة     →

∠ 

 ي:تبالشكؿ المكافئ الآ   (11)يمكف كتابة (   )     وضع لآف با

    
  

 

  
(     

     
      

 )         
  ∑  

   
 

   

   

    (  
   )  

   
   (  )    

   (  )           
   

   (  )                      
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 :الآتي بالشكؿ المصفوفيكتب تو 
           

              
  

  
         

   

  
                    

  
        

  ∑  
   

 

   

   

    (  
   )                                   

  
  

 

  
 (  )     

  
 

  
 (  )     

                   
 تمامػػػػػػػػػػػػػػػػػػػاً  مسػػػػػػػػػػػػػػػػػػػيطرة قطريػػػػػػػػػػػػػػػػػػػاً  ،متنػػػػػػػػػػػػػػػػػػػاظرةر ثلاثيػػػػػػػػػػػػػػػػػػػة الأقطػػػػػػػػػػػػػػػػػػػا حقيقيػػػػػػػػػػػػػػػػػػػة مصػػػػػػػػػػػػػػػػػػػفوفة            إفّ 

Strictly Diagonally Dominant لأف: 
|   |  |      |  |      |                          

 حسب، و ، وبالإضافة إلى ذلؾ حؿّ وحيد  (11)لجممة المعادلات الجبرية بالتالي و  ،[17] إيجاباً فة فيي معرّ 
 :لأنّو بوضع،    ‖   ‖  لدينا [18] مف المرجع  (1)المبرىنة

     
     

{|   |  |      |  |      |}     

 نحصؿ عمى:
(12) ‖   ‖  

 

 
     

 الأساسية:نحتاج الى بعض التعاريؼ والمبرىنات   (11)استقرار الصيغة التقريبية  لدراسةالآف    
   *    المتقطعةالدواؿ فضاء  نأخذ

                     النظيـ ذو +         +        *      
‖ ‖ أف يأتي مافي ، سنعتبر|  |          ‖ ‖  فضاء المتتاليات المحدودةنأخذ لو ،   ‖ ‖ 

 ℓ
  
( )  *(  )   

             ‖(  )   
 ‖

ℓ
  
( )
  [19] :والمزوّد بالنظيـ +  

‖(  )   
 ‖

ℓ
  
( )
 

{
 

 
(∑ ‖  ‖ 

 

   

)

 
 

                  

      ‖ 
 ‖ 
                     

 

   (  )عتبرسنالعرض لتبسيط 
  (  )   

  ℓ
 
 .        مف أجؿ      أف ، وذلؾ بفرض( )

  وليكف      فليك ((Remark 2.1 ,[19] : (2)مبرىنة
وبفرض    (11) العلاقة لمبيّف فيا    التقريب     

.   (   )  ، أفّ 
 

 
 :عندئذ إذا تحقؽ أفّ       ، حيث          والمتتالية  /  

‖(  
   )   

 ‖
ℓ
  
( )
  ‖(  )   

   ‖
ℓ
 
( )
                 

κ σ حيث  :ةيتالآ لكسرية المتقطعةا   ̈       متراجحة تحقؽت    جؿ أي أ فم فإنو ،ثوابت   
‖(  )   

 ‖
ℓ
  
( )
 ‖(  

   )   
 ‖

ℓ
 
( )
     

 .          ػتعمؽ بيويمكف اف    أو        ػغير متعمؽ ب  بت االثحيث 
 ̃ فرضب

  خطاء التدوير أمع ،   (11) الحؿ التقريبي لمصيغة   
    

   ̃ 
                

  وبوضع  
    

 ية:تلدينا المبرىنة الآعندئذ  ،      فّ أ نجد ،       
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 Stable Unconditionally بلا شروط ةمستقر     (11)  الصيغة العددية فإفّ  ،     مف أجؿ أي تقطيع  :(3)ة مبرىن
 حقؽ:يتأي  

‖  ‖   ‖ 
 ‖                 

 .    (   )   ػويمكف أف يتعمؽ ب           ػثابت غير متعمؽ ب   حيث
 ̃ ض كلّا مف الحؿ التقريبي يعو بت: برىان

  الدقيؽالعددي والحؿ     
  :عمى فنحصؿ ،  (11)لمصيغة   

  
       

   (    )   ( ̃   )  

          
  ∑  

   
   

   

  .  (    )   ( ̃   )/  

 نصؿ إلى :     ػبضرب طرفي المعادلة ب

(13)       (       
  ∑  

   
   

   

)      .  (    )   ( ̃   )/  
 

  )  .حيث
   )   ( ̃ 

   )/    لأف،           
    

   (11)العلاقة ف بالتالي ،         
 الفضاء محققة في 

 
  تطبيؽ متراجحة المثمث نحصؿ عمى:و  الطرفيف وبأخذ نظيـ 

‖  ‖  ‖   (       
  ∑  

   
   

   

)‖  ‖    .  (    )   ( ̃   )/‖   

 :نجد وتطبيؽ شرط ليبتشز (2( و )49)باستخداـ 

‖  ‖  (     ‖ 
 ‖  ∑  

 ‖  ‖

   

   

)   ‖.  (    )   ( ̃   )/‖  

(14)   
 ‖  ‖  ‖.  (    )   ( ̃   )/‖    ‖    ‖   

‖  ‖    بوضع بعد التعويض في  باستخداـ متراجحة المثمث بالتالي      فإفّ   ،      ‖  ‖ 
 :المتراجحة الآتية نحصؿ عمى  (11)المتراجحة 

(15)   
            ‖  ‖              

  العلاقة تتحقؽ   مف أجؿ اي ثابت بمعرفة أنو    (11) ةتتحقؽ المتراجح
مف خصائص معاملات  ىذه، و       

  )تعريؼ المتتاليات إذا ب .  (11)الصيغة
   )   

  (  )   
   ℓ

 
،       أيّ  مف أجؿوذلؾ   ( )

   حيث
   (  ) وضععندئذ ب،     و ،       

  ( ‖  ‖)   
  ℓ

 
  (11) حسبيتحقؽ    ( )

 ي:تلآا
(  

   )   
  (      )   

  (  )   
             

ℓ الفضاء أخذ النظيـ فيب. تتحقؽ المتراجحة حدّا لحدّ  حيث 
  
 نحصؿ عمى:،        ( )

‖(  
   )   

 ‖
ℓ
 
( )
 ‖(      )   

  (  )   
 ‖

ℓ
 
( )
            

 ينتج:     بتطبيؽ متراجحة المثمث وملاحظة أف 
‖(  

   )   
 ‖

ℓ
 
( )
  ‖(   )   

   ‖
ℓ
 
( )
 ‖(  )   

 ‖
ℓ
 
( )
            

  مف أجؿ نصؿ وبيذا 
 

 
  :يةتإلى المتراجحة الآ   

‖(  
   )   

 ‖
ℓ
 
( )
  ‖(   )   

   ‖
ℓ
 
( )
     ‖  ‖             

 :عمى    وأي ،  (   )  حصؿ مف أجؿ ن ، (2)المبرىنة وباستخداـ
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‖(  )   
 ‖

ℓ
  
( )
 ‖(  

   )   
 ‖

ℓ
 
( )
      ‖  ‖             

 ومنو    أو         ػغير متعمؽ ب  الثابت حيث 

‖(  )   
 ‖

ℓ
  
( )
      ‖  ‖ 

‖  ‖   بسبب كوف  وبذلؾ نصؿ  ية:تالمتراجحات الآ إلى تحقؽ وبعمميات مباشرة عمى النظيـ ‖  ‖ 
‖  ‖       ‖  ‖    
‖  ‖  (      )‖  ‖                      

 نصؿ الى المتراجحة الآتية:  (      )  بوضع 
‖  ‖   ‖  ‖                     

 محققة. (3)وبالتالي المبرىنة  ،   مف اجؿ اختيار كيفي  ، وذلؾ          ػثابت غير متعمؽ ب   حيث
∠ 

 العددي:التقارب دراسة 
لحؿ المسألة الحدية                باستخداـ برنامج   (11) لمصيغةعددي الالتقارب في ىذه الفقرة نختبر 

 :يةتالابتدائية الآ

(16) 

   (   )

   
 
   (   )

   
  (   )(   )                

 (   )  
 

   
 
 

√ 

              ,   -  

 (   )   ( )   (   )   ( )      ,   -   

 

-   ,عمى منطقة العمؿ  [11]خدـ أحد التقريبات التحميمية المتوفرة في وقد استُ   عند قيـ مختمفة -   , 
  مف أجؿ                

 

  
 التحميمي التقريبويعطى ىذا  ، ( )  ( ) لمحصوؿ عمى الشروط الحدية   

 :يتكالآ  (16)الحديةلممسألة 

(17) 

  (       )  
 

 
 
 

√   

 
(    ) 

 

√   

 ( 
 

√   )
 

 (   )

 
(    )  

 

√ ( 
 

√   )    

 ( 
 

√   )
 

 (    )

  

      
(    )  

 

√ (  
 

√   √    )    

  ( 
 

√   )
 

 (    )

 

(    )  
 

√ (   
 

√   
  

√     √    )    

  ( 
 

√   )
 

 (    )

  

 

 

  استخدمنا وقد ،  لأنو بشكؿ سمسمة قوى لػ   (   )  منطقة تقارب ىذا التقريب ىي 
  ‖  

     
 ‖

 
  

بالحؿ التقريبي الاكثر  يفعينمست ،    خطوة الزمنية ملبالنسبة  ، وذلؾ  المرتكب في المحظة لحساب تقدير الخطأ 
( وتقدير (MAE Mean Absolute Error مقياس متوسّط الخطأ المطمؽ ونستخدـ.       بطوؿ خطوة أقؿّ دقّة 

 :[13] وفؽ العلاقات ECO (Estimated Convergence Order)التقارب  مرتبة

     
 

 
∑   

 
 

   
            

   (     )     (    )

   (  )     (  )
  

وىذا ينسحب عمى النتائج المبينة  ( ) متقاربة بمعدؿ تقارب زمني مف المرتبة   (11)أف الصيغة  (1)يوضّح الجدوؿ 
لمحد مف تأثير الأخطاء المكانية. أما لحساب          (. كؿ ذلؾ تّـ بتثبيت طوؿ خطوة مكانية4) في الشكؿ
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  أجؿ مرتبة التقارب المكاني فمف 
 

   
( أف الصيغة 9) ويتبيّف في الجدوؿ  ب   نستخدـ نفس المقاييس باستبداؿ  

وىذا يتفؽ مع  (    ) مف المرتبة  مكاني مف المرتبة الثانية وبمعدّؿ تقارب عاـ تقارب العددية متقاربة بمعدؿ
 .(1) النتائج النظرية في المبرىنة

 

 

 

مع تمؾ التي يمكف الحصوؿ عمييا مف التقريب  (11)لمقارنة الحموؿ التي يمكف الحصوؿ عمييا باستخداـ الصيغة 
-   ,عمى المنطقة   (11)نقوـ بحؿ المسألة     (11)التحميمي   ,   -  ,    - ، ونقارف القيـ -      , 

، وقد استُخدـ طوؿ [11]عالي الدقة  RPSM، بحيث يكوف فييا التقريب التحميمي  t=0العددية في جوار صغير لػ 
 .              خطوة 

 

 

                            

   2.55E-05 1.23E-05 6.05E-06 2.98E-06 1.47E-06 

    - 1.045371 1.029268 1.021323 1.017068 

    5.35E-05 2.81E-05 1.48E-05 7.74E-06 4.04E-06 

    - 0.927123 0.929716 0.933317 0.938017 

 "     " قيم تقدير الخطأ ومعدّل التقارب الزمني من أجل    (11)جدول

 اليسار"  عمى      عمى اليمين، و       البيان الموغاريتمي لتقدير الخطأ بالنسبة لمخطوة الزمنية ، من أجل "  )1(الشكل

 " تقدير قيم الخطأ المقتطع ومرتبة التقارب العددي المكاني "" )1) جدول
          

                                          

   2.5E-07 5.3E-08 1.1E-08 2.1E-09 1.8E-07 4.6E-08 1.0E-08 2.1E-09 

    - 2.2553 2.3239 2.3607 - 1.9808 2.1610 2.2972 

    1.6E-06 4.1E-07 1.0E-07 2.6E-08 1.6E-06 4.0E-07 9.8E-08 2.4E-08 

    - 1.9882 1.9998 1.9999 - 1.9888 1.9997 1.9999 
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بخطأ معقوؿ بالنسبة لطوؿ الخطوة   L1-FDوالعددي  RPSMالتحميمي  التوافؽ بيف نتائج التقريبيف (3)الجدوؿ  يظير
فيزيائي أي انّو ذو تضخّـ غير ، ويتطور ىذا الأمر وصولا الى ظيور     قيـ مف أجؿ فقد ىذا التوافؽ المستخدمة، في حيف يُ 

 عدـ الاستقرارو  .           وذلؾ مف أجؿ  ،(3)في الشكؿ  وضّحم ذاىو  ،     في الحؿ  منشأ رياضي بحت
، في حيف تظير بجلاء خاصية    شكؿ سمسمة قوى متباعدة مف أجؿ قيـ  يممؾمردّه إلى أفّ التقريب التحميمي 

 .في ىذا البحث وىذا يبيّف كفاءة الصيغة المقدّمة   (11) استقرار الصيغة العددية

 

 
  :الاستنتاجات والتوصيات

بخطأ  ناغومو ذات المشتؽ الكسري بالنسبة لمزمف-لمعادلة فيتزىوغ  (L1-FD)مستقرّة عدديةصيغة تقديـ  ا العمؿفي ىذلقد تـ 
 ، (3)و  (1) ناتالنتائج النظرية المقدّمة في المبرى دعـت والاختبارات العددية الدراسة العددية لمتقارب .(    )   مقتطع 

الاختبارات فعالية الصيغة  ت، أظير       مقارنة نتائجنا مع نتائج طريقة ت، كما تمو توثّؽ فعالية الصيغة العددية المقدّمة
 . يوصى بتوسيع ىذه الدراسة لتشمؿ معادلات بمتحوليف مكانييفالعددية التي حصمنا عمييا لحؿ مثؿ ىذا النوع مف المسائؿ

 . والعمؿ عمى صيغ عددية تعطي دقّة عالية بالنسبة لمزمف.وشروط حديّة معممة
  

 "قيم كل من التقريب التحميمي والعددي والخطأ المطمق " (2(جدول
                           

                                           
                            1.5E-04                  2.0E-03 

                            1.8E-04                   1.6E-03 
                            2.0E-04                   1.4E-03 
                            2.1E-04                   1.2E-03 

 في لحظات زمنية مختمفة"  (عمى اليسار)، والتحميمي (اليمينعمى )البيانات لمحمين التقريبيين العددي "  )2(الشكل
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