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 ممخّص  
 
درسنا  لفضاءات التابعية, وبشكل خاص فقددرسنا في ىذا البحث إحدى مسائل التحميل التابعي وىي مسألة تداخل ا   

  تداخل الفضاءات 
  المتعمقة بفضاءات موري     

 . 
 فضاءات التي تم التوصل إلييا في مجال التداخل لبعض الفضاءات التابعية الشييرة مثلذكرنا بعض النتائج   أولًا,

  منا بتعريف ىولدر, ليبيغ, أورليتش وموري. بعد ذلك, ق  
عمى تعريف فضاء   عن طريق إدخال وسيط جديد     

    المبرىنة التي تدرس التداخل بين موري ومن ثمَّ درسنا بعض خواصو. وقدَّمنا
 وفضاء موري, بالإضافة إلى      

  المبرىنة التي تدرس التداخل بين 
 وفضاء ليبيغ.    

   أخيراً, درسنا في ثلاث حالات تداخل الفضاءات التابعية
يمعبان الدور الرئيسي في   و   , ووجدنا بأن الوسيطين   

 تداخل ىذه الفضاءات.
 

 .التداخل فضاء أورليتش, فضاء موري, الكممات المفتاحية:
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  ABSTRACT    
 

In this research we study one of the functional analysis problems, it is inclusion of 

functional spaces. We study especially the inclusion of spaces   
   

 which branches from 

Morrey spaces   
 

. 

First, we mentioned some of the results that have been reached in the field of inclusion of 

some of the famous functional spaces such as Holder, Lebesgue, Orlicz and Morrey spaces. 

We then defined   
   

 by introducing a new parameter   to define the Morrey space and 

then studied some of its properties. Moreover,  we presented the theorem that studies the 

inclusion between   
   

 and Morrey space in addition to the theorem that studies the 

inclusion between   
   

 and Lebesgue space. 

Finally, we studied in three cases the inclusion of functional spaces   
   

,and we found that 

the parameters   and   play the key role in the inclusion of these spaces. 

 

Keywords: Morrey spaces, Orlicz spaces, Inclusion. 
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 مقدمة:
ىي نظرية الفضاءات التابعية,  الفروعالرئيسية, إحدى ىذه  الفروعيقسم التحميل التابعي بشكل عام إلى مجموعة من 

التي تنقسم بدورىا إلى موضوعات متعددة, أحد ىذه الموضوعات ىو موضوع تداخل الفضاءات التابعية, وتتمخص 
 نتائج نظرية تداخل الفضاءات التابعية من خلال الإجابة عمى السؤال التالي:

بين الفضاءات التابعية التي تنشأ عند إعطاء قيم ما العلاقة ,  ذا كان لدينا فضاء توابع ما معرف من خلال وسيطإ
 مختمفة ليذا الوسيط؟

, أورليتش     , ليبيغ    ىولدر فضاءات مثل ىذه الدراسة تمت فيما سبق عمى بعض الفضاءات التابعية الشييرة مثل
 .             , وموري           

وبيّن أنو يحقق خاصة  ,              فضاء توابع ىولدر     في  Benjamin A. Landonفمثلًا, درس 
                                 التداخل التالية:

 
 النتيجة الآتية:    في  Al Azhary Masta, et.al , أثبت              وبالنسبة إلى فضاء ليبيغ 

  فإن:          ذا كان إ
 
       

    
      حيث:

                                            
المبرىنة الآتية التي تخص تداخل فضاءات أورليتش     في  M Taqiyuddin and A A Mastaأيضاً, أثبت 

 المولَّدة بواسطة توابع مقعرة:
 , عندئذٍ الشروط الآتية متكافئة:        ليكن 
          
       

        
     

       من أجل كل         ‖ ‖         ‖ ‖ بحيث أن      يوجد ثابت     
     

 
 وفيما يخص فضاء موري 

 :   , فقد تمّ التوصل إلى النتيجة الآتية                     
            , فإن:            ذا كان إ

        
         

        
 

 أىمية البحث وأىدافو:
 مَّ دراسة خواص وتداخل ىذا الفضاء.ن ث  في إدخال وسيط جديد عمى تعريف فضاء موري وم  تكمن أىمية ىذا البحث 

 ييدف ىذا البحث إلى الوصول إلى النتائج التالية:و 
 عمى تعريف فضاء موري   إدخال وسيط جديد     

  لمحصول عمى   
   . 

 دراسة بعض خواص     
   . 

 دراسة التداخل بين     
 وفضاء موري.    

  دراسة التداخل بين     
 وفضاء ليبيغ.    

  دراسة التداخل في الفضاءات التابعية     
 . و   من أجل حالات مختمفة لـ     
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 طرائق البحث ومواده:
يقع البحث ضمن اختصاص الرياضيات النظرية وبشكل خاص ضمن التحميل التابعي ونظرية الفضاءات, لذلك فإن 

 أساسي عمى أدبيات نظرية الفضاءات في التحميل التابعي.الطرق المتبعة تعتمد بشكل 
 تعاريف ومفاىيم أساسية:

 :    )الكلاسيكي(فضاء ليبيغ  تعريف 
 القابمة لمقياس والتي تحقق  , بأنو مجموعة التوابع              (Ω)  يعرّف فضاء ليبيغ الكلاسيكي 

 :الشرط الآتي

∫|    | 

Ω

     

 :    وكما ىو معموم أن فضاء ليبيغ )الكلاسيكي( يشكل فضاء باناخ, إذا عرِّف عميو النظيم الآتي

‖ ‖  (Ω)  (∫|    | 

Ω

  )

 
 

                

 :    (Holder's inequality)متراجحة ىولدر 
 بحيث أن         ليكن 

 
 

 

 
   

 تتحقق المتراجحة الآتية:عندئذٍ  .    و        ليكن و 

∫|  |  

Ω

 ‖ ‖ ‖ ‖  

 :    (Minkowski's inequality)متراجحة مينكوفسكي 
 .       و       ليكن 

  ‖ ‖  ‖ ‖  ‖   ‖عندئذٍ تتحقق المتراجحة الآتية: 
 :   فضاء موري   تعريف 
    فضاء موري يعرّف ,        من أجل 

القابمة لممكاممة محمياً من   مجموعة كل التوابع  بأنو      
 والتي تحقق:   عمى   الدرجة 

‖ ‖
  

      
        

|      |
 
 (

 

|      |
∫ |    |   

      

)

 
 

   

 يرمز إلى قياس ليبيغ ليا. |      |. و  ونصف قطرىا   مركزىا    كرة مفتوحة في        ىنا: 
  , نرم ز بـ           من أجل  : تعريف 

      
 للأسرة:        

  
         {      

 
           ‖ ‖

  
     } 
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‖ ‖حيث 
  

 ي عطى بالشكل:    

‖ ‖
  

        
        

|      |
 
 (

 

|      |
∫ |    |

 
   

      

)

 
 

 

 
 :   نتيجة

  من تعريف الأسرة 
 ينتج لدينا مباشرةً:        

  ي صبح     من أجل 
          

أي أن أسرة توابع فضاء موري ىي حالة خاصة من       
  الأسرة 

       . 
  ي صبح    و     من أجل    

أي أن أسرة توابع فضاء ليبيغ ىي حالة                 
  خاصة من الأسرة 

       . 
 

 النتائج والمناقشة:
  ينتج من تعريف 

 النتائج الآتية:        
 : مبرىنة 

فنا عمى الأسرة إ  ذا عرَّ
 العمميتين الآتيتين:        

                       
                                    

         
 فإن الأسرة 

 . فوق الحقل  اً خطي تشكّل فضاءً         
 الإثبات:

 من    و  ذا كان إ
‖ ‖فإن:   من   و   ,         

  
‖ ‖و       

  
      

 لكي يكون الفضاء 
 حق ق الشرط:فضاءً خطياً يجب ت          

        
                 

                      

 
 لدينا:

( ∫ |          |
 
   

      

)

 
 

 ( ∫ |           |
 
   

      

)

 
 

 ⁄

 

 نجد: (Minkowski's inequality)وبتطبيق متراجحة مينكوفسكي 

( ∫ |           |
 
   

      

)

 
 

 ⁄

 ( ∫ |     |
 
   

      

)

 
 

 ⁄

 ( ∫ |     |
 
   

      

)

 
 

 ⁄
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 وبالتالي:

|      |
 
 (

 

|      |
∫ |           |

 
   

      

)

 
 

  

 

|      |
 
 (

 

|      |
∫ |     |

 
   

      

)

 
 

 |      |
 
 (

 

|      |
∫ |     |

 
   

      

)

 
 

 

   وبأخذ 
        

 لطرفي المتراجحة الأخيرة نجد أن: 
‖     ‖

  
    | |‖ ‖

  
    | |‖ ‖

  
      

         
        

 
 يشكل التابع: : مبرىنة 

‖ ‖
  

        
        

|      |
 
 (

 

|      |
∫ |    |

 
   

      

)

 
 

 

  نظيماً عمى الفضاء الخطي 
       . 

 الإثبات:
    ‖ ‖

  
 من   من أجل كل       

       . 
‖ ‖كما أن     

  
         . 

‖  ‖نثبت فيما يمي أن:     
  

    | |‖ ‖
  

  من   من أجل كل     
 . من   و        

‖  ‖
  

       
        

|      |
 
 (

 

|      |
∫ |       |

 
   

      

)

 
 

 

    
        

|      |
 
 (

 

|      |
∫ |     |

 
   

      

)

 
 

 

    
        

|      |
 
 (

| |
 
 

|      |
∫ |    |

 
   

      

)

 
 

 

 | |    
        

|      |
 
 (

 

|      |
∫ |    |

 
   

      

)

 
 

 | |‖ ‖
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‖   ‖نثبت متراجحة المثمث:     
  

    ‖ ‖
  

    ‖ ‖
  

    
  من   و    ليكن

 , وبتطبيق متراجحة مينكوفسكي نجد:       

|      |
 
 (

 

|      |
∫ |         |

 
   

      

)

 
 

 

 |      |
 
 (

 

|      |
∫ |    |

 
   

      

)

 
 

 |      |
 
 (

 

|      |
∫ |    |

 
   

      

)

 
 

 

   وبأخذ 
        

 لطرفي المتراجحة الأخيرة نجد أن: 
‖   ‖

  
    ‖ ‖

  
    ‖ ‖

  
    

 
 :   نتيجة 

  )ينتج أن:     والمبرىنة     من المبرىنة 
        ‖ ‖

  
 فضاء منظم. (   

 
 ن درس في المبرىنة الآتية التداخل بين 

  وفضاء موري         
     . 

 : مبرىنة 
   , فإن:           إذا كان 

        
        

 الإثبات:
     ليكن

 نجد: (Holder's inequality). وبتطبيق متراجحة ىولدر     ,      ,       

|      |
 
 (

 

|      |
∫ |    |

 
   

      

)

 
 

 

 |      |
 
 

[
 
 
 
 

 

|      |
( ∫ (|    |

 
 )

 

  

      

)

 
 

( ∫   

      

)

  
 
 

]
 
 
 
 

 
 

 

 |      |
 
 (

 

|      |
∫ |    |   

      

)

 
 

 

 
   بأخذ 

        
‖ ‖نجد:  

  
    ‖ ‖

  
  من    وبما أن  

‖ ‖فإن       
  

    

‖ ‖  إذن
  

  من    وبالتالي      
  .  أي أن:        

        
       . 
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  ن درس في المبرىنة الآتية التداخل بين 
 .      وفضاء ليبيغ         

 : مبرىنة 
         , فإن:           إذا كان 

        
        

 الإثبات:
 بما أن 

        
      

  و     
        

         
  : أن ينتج

        
        

 
  ن درس في المبرىنة الآتية ثلاث حالات لتداخل الفضاءات التابعية 

       . 
  , الحالة الثانية ت درس التداخل عند إعطاء قيم مختمفة لـ   الحالة الأولى ت درس التداخل عند إعطاء قيم مختمفة لـ 

  و   وفي الحالة الثالثة نعطي قيم مختمفة لـ 
 : مبرىنة 

  , فإن:               إذا كان     
           

         
  , فإن:               إذا كان     

           
         

  , فإن:                   إذا كان     
            

          
 الإثبات:

 :   إثبات 
    ليكن 

 وبتطبيق متراجحة ىولدر نجد: .    ,      ,          

|      |
 
 (

 

|      |
∫ |    |

  
   

      

)

 
  

 

 |      |
 
 

[
 
 
 

 

|      |
( ∫ (|    |

  
 )

  
  

  

      

)

  
  

( ∫   

      

)

  
  
  

]
 
 
 

 
  

 

 |      |
 
 (

 

|      |
∫ |    |

  
   

      

)

 
  

 

 
   بأخذ 

        
‖ ‖ :أن نجد 

  
     ‖ ‖

  
     وبما أن     

‖ ‖فإن          
  

       

‖ ‖إذن 
  

    وبالتالي       
  . الأمر الذي يعني أن:         

          
        . 
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 :   إثبات 
    ليكن 

 وبتطبيق متراجحة ىولدر نجد: .    ,      ,          

|      |
 
 (

 

|      |
∫ |    |

 
  

      

  )

  
 

 

 |      |
 
 

[
 
 
 
 

 

|      |
( ∫ (|    |

 
  *

  
  

  

      

)

  
  

( ∫   

      

)

  
  
  

]
 
 
 
 

  
 

 

 |      |
 
 (

 

|      |
∫ |    |

 
    

      

)

  
 

 

 
   بأخذ 

        
‖ ‖ نجد أن: 

  
     ‖ ‖

  
    وبما أن      

‖ ‖فإن:          
  

       

‖ ‖إذن 
  

    وبالتالي        
   . وىذا يعني أن:        

           
        . 

 
 :   إثبات 
    ليكن 

 وبتطبيق متراجحة ىولدر نجد: .    ,      ,           

|      |
 
 (

 

|      |
∫ |    |

  
    

      

)

  
  

 

 |      |
 
 

[
 
 
 
 
 

 

|      |
( ∫ (|    |

  
  *

  
  

⁄
  

  
⁄

  

      

)

  
  

⁄
  

  
⁄

( ∫   

      

)

  

  
  

⁄
  

  
⁄

]
 
 
 
 
 

  
  

 

 |      |
 
 (

 

|      |
∫ |    |

  
    

      

)

  
  

 

 
   بأخذ 

        
‖ ‖ نجد أن: 

  
      ‖ ‖

  
    وبما أن       

‖ ‖فإن           
  

        

‖ ‖إذن 
  

    وبالتالي        
  . أي أن:          

           
         . 
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 الاستنتاجات و التوصيات:
 توصمنا في ىذه المقالة إلى:

 تعريف     
 عمى تعريف فضاء موري.  من خلال إدخال الوسيط     

 إثبات بعض خواص     
   . 

 دراسة التداخل بين     
  وفضاء موري     

     . 
  دراسة التداخل بين     

 .      وفضاء ليبيغ     
 دراسة تداخل     

 . و   من أجل حالات مختمفة لـ     
 ونوصي بتطبيق نتائج ىذا البحث عمى فضاءات تابعية أخرى مختمفة عن فضاءات موري.
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