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 ممخّص  

 
وم أن إيجاد حل لمسائل سيئة التوضع عددياً دون استخدام طرق لمتنظيم ىو أمر في غاية الصعوبة لأن من المعم

تغيرات صغيرة جداً في المعطيات تؤدي إلى أخطاء كبيرة وعشوائية في الحل. ندرس في ىذا البحث طريقة تنظيم 
وذلك عن طريق إيجاد حل لمسألة      تيخونوف التي تتمخّص بإيجاد حل لممسألة السيئة التوضع من الشكل 

أمثميات محدبة أكثر استقراراً ويسمى بالحل النظامي. ييدف البحث إلى دراسة سرعة تقارب الحل النظامي إلى حل 
 المسألة سيئة التوضع المذكورة، حيث يتم اختيار وسيط النظامية  بشكل مناسب من أجل الحصول عمى التقارب القوي.
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  ABSTRACT    

 
It is well-known that solving ill-posed problems numerically without using methods for 

regularization is difficult because any small change in the data implies to large and random 

errors in the solution. We restrict the attention to Tikhonov regularization method where 

the original ill-posed problem is replaced with finding solution to a stable convex 

optimization problem which is called a regularized solution. 

This research aims to determine the convenient choice  of the regularization parameter in 

order to establish the strong convergence.   
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 مة.مقدّ 
محكومة بمؤثر خطي  عمى شكل معادلة نماذج رياضية تنشأ في العديد من التطبيقات عند دراسة بعض المسائل

 من الشكل الآتي:  بين فضائي ىيمبرت       ومحدود
                                                 

 . data المعطيات   تمثل حيث
 ليذه يكون أن وىي شروط ثلاثة تحققت إذا ،well-posed problem، [4] التوضع جيدة إنيا     المسألة عن يُقال

 جداً  اً صغير  اً تغيّر  أن ىبمعن المعطيات؛ عمى مستمر بشكل الحل ىذا يعتمد وأن وحيد، الحل وىذا موجود، حل المسألة
 المسألة فإن ،الشروط ىذه أحد اختلّ  إذا.    بالرمز     المسألة حل إلى رمزي .الحل عمى يؤثر لا المعطيات في

 .ill-posed problem التوضع سيئة تسمّى    
 Tikhonovتيخونوف تنظيم بطريقة سميت ،التوضع السيئة مسائلال لتنظيم طريقة [7] تيخونوف اقترح

regularization method  بـ لو يُرمز حل بإيجاد تتمخّصو  
 : الشكل من ومستقرة محدبة أمثميات لمسألة   

   
   

 ‖     ‖
 
  ‖ ‖                

 .   نحو الحل ىذا (convergence) تقارب دراسة تتم ثم ومن ،regularized solution نظامياً  حلاً  يسمى
 الحل تقارب سرعة دراسة جداً  الميم من تطبيقية، نظر وجية ومن أنو إلا ،لمتقارب النظرية الأىمية من رغمال عمى

  النظامي
 .  نحو   

 وسيطل مناسب اختيار إلى بالإضافة    عنو نبحث الذي الحل عمى معينة شروط فرض التقارب سرعة دراسة بتتطمّ 
 سرعة تحديد وتم ،المعيارية المصدرية بالشروط وسميت الشروط، ىذه [5]في Groetsch  حدّد فقد ،  النظامية

 . الشروط ىذه تحققب محددة رتبة من تقاربال
 حديثا صياغتيا أعيدت لذلك الحالات، من كثير في التطبيق وصعبة قاسية المعيارية المصدرية الشروط إن الواقع، في

 في تطويرىا تمّ  التي المتغيرة المعيارية بالشروط وسميت variational inequalities متغيرة متراجحات شكل عمى
 .أسرع تقارب عمى الحصول بغرض وذلك [1,2,3,6,7,8,10] كثر رياضيين قبل من الأخيرة السنوات

 
 أىمية البحث وأىدافو:

لى البحث إلىىذا ييدف  بشكل مناسب لمحصول    النظامية  وسيطاختيار  تطوير بعض الشروط المعيارية المتغيرة وا 
. وتكمن أىمية البحث من في فضاءات ىيمبرت سيئة التوضع مسائلالتقارب القوي لطريقة تنظيم تيخونوف لحل  عمى

 .اث جديدةكون لو أىمية في دراسة وتقديم أبحوسية الصورة ومعالجة الإشارة، جلقاتو في معاخلال تطبي
 

 ده.طرائق البحث وموا
روط المعيارية اليامة السيئة التوضع، وبعض الش مسائلبالالتعاريف والمفاىيم الأساسية التي تتعمق  بعض ىعط  تُ 

 . المسائل ىذه لتنظيم تيخونوف طريقةونستخدم  ،التقارب القويالمتعمقة ب
 . أساسية ونتائج تعاريف 1.

 . ة المطروحةلبعض التعاريف والمفاىيم الأساسية التي تتعمق بالمسافي ىذه الفقرة نقدم 
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 سيئةال المسألة لنعتبر. ومحدوداً  خطياً  مؤثراً        وليكن ،حقيقيين مبرتيى فضاءي     ليكن 
 :الآتية ill-posed problem التوضع

                                                              
 .exact data الدقيقة المعطيات     حيث

 أصغري نظيم ذو حل أنو ،[4] ،     عنصر عن نقول a minimal norm solution  (1.1)  لممسألة 
 : الآتي حقق إذا

                   ‖  ‖       ‖ ‖             
 .الفضاء ىذا عمى الداخمي الجداء من والمولد ىيمبرت فضاء في المعرف النظيم إلى ‖ ‖ يشير حيث
 نظيم ذو حل ووحدانية وجود 2.5 المبرىنة في تثب  أُ  حيث المسألة ىذه [4] في وآخرون Engl الرياضي درس لقد

 عمى مستمر بشكل يعتمد لا الحل كون من ناتج (1.1) لممسألة التوضع سوء أن إلى نشير .المسألة ليذه أصغري
 .   المعطيات

 الطرف في يكون عنيا وعوضاً  ،متوفرة غير     الدقيقة المعطيات تكون التطبيقات، معظم في ثانية، جية من
 :العلاقة تحقق ىيو       بـ ليا يرمز noisy data مشوشة معطيات (1.1) من الأيمن

‖    ‖    
 . noise levelالتشويش مستوى يسمى     حيث

 : الآتية مثمياتالأ مسألة تُدر س الدقيقة المعطيات فقدان مشكمة لتفادي
   
   

‖     ‖
 
                                                          

   بـ لو يرمز حل بإيجاد تتمخّص التي [7] تيخونوف تنظيم طريقة ماستخدبا ياتنظيم إلى نمجأ المسائل ىذه حلل
  

 : الشكل من ومستقرة محدبة أمثميات لمسألة
   
   

 ‖     ‖
 
  ‖ ‖                                       

   يسمى
 . regularization parameter النظامية وسيط     و.  regularized solutionنظامياً  حلاً   
   أن نجد [4,2]  من كل في الرئيسية النتائج إلى بالنظر

 أصغري نظيم ذو حل نحو يتقارب وأنو ووحيد موجود  
 .مناسب بشكل    النظامية يطوس اختيار تم إذا وذلك (1.1) لممسألة
 المعيارية الشروط استخدام تم وقد. الأصغري النظيم ذو الحل عمى شروط فرض تتطمب التقارب سرعة دراسة ولكن

  :حيث الكلاسيكية
  ُالمعياري المصدري الشرط يحقق أنو (1.1) لممعادلة   الأصغري النظيم ذو الحل عن قالي standard 

source condition، [5]، كان إذا: 
    ((   )

 
)                           

 كما ،  المؤثر range مدى إلى      ويرمز ، والمحدود الخطي لممؤثر المرافق ىيمبرت مؤثر إلى    يرمز حيث
(   ) يرمز

 .   الدرجة من    و   المؤثرين تركيب إلى  
(   ))     كان إذا أنو [5]  في البرىان وتم

 
 العلاقة يحقق    النظامية وسيط وكان ،      أجل من (

     الآتية
 

  : فإن موجب حقيقي عدد   حيث     
    
   

‖  
    ‖   
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 :الآتي بالشكل لذلك ويرمز
‖  

    ‖     
  

      
  الرتبة من ىو أصغري نظيم ذو حل نحو المنظم الحل تقارب أن ويقال

  

     . 
  من كثير في التطبيق وصعب قاس شرط ىو السابق التعريف في المعياري المصدري الشرط أن نلاحظ 

  لاتالحا
(   ) المؤثر مدى إلى    ينتمي أن بالضرورة ليس أنو كما ،   المرافق ىمبرت مؤثر إيجاد يتطمب أنو إذ

 لذلك . 
 أكثرو  أسيل تعد التي المتغيرة المعيارية بالشروط وسميت متغيرة حاتمتراج شكل عمى المعيارية شروطال حديثاً  قُدِّم ت
 متغيرة متراجحة شكل عمى المعياري الشرط [7] في قُدِّم   فقد. الكلاسيكية الشروط من أوسع نطاق عمى لمتطبيق قابمية
 :الشكل من

                ‖    ‖       ‖      ‖                          
 .سالبة غير منيما كل قيم تابعان       و ،(sub-differential)  ‖  ‖   الجزئي التفاضل من عنصر   يثح
 لـ تابعاً     النظامية وسيط وكان (1.4) المتراجحة يحقق   الأصغري النظيم ذو الحل كان إذا أنو [7] في البرىان تمو 
 :الآتي ويحقق  

                                                   
 .   الرتبة من     عنو ثحنب الذي الحل إلى النظامي الحل تقارب يكون عندئذ

 حدّد Andreev الآتي بالشكل المتغير المعياري الشرط [2] المرجع في وآخرون : 
           ‖  ‖    ‖ ‖                                               

 :يكون     لكل عندئذ (1.5) المتراجحة   حقق إذا أنو اثبات تمو .             [       حيث

‖  
    ‖

 
 

 

   

  

 
 

 
 

         

      
 

 

    

 
 .والمناقشة النتائج
    ظاميةالن وسيطل مناسب اختيارو     الحل عمى معينة شروط فرض خلال من التقارب سرعة الفقرة ىذه في سندرس

   بالرمز (1.3) المسألة في اليدف تابع إلى بداية لنرمز لذلك ،من أجل الحصول عمى التقارب القوي
 :أي ، 

  
      

  
     ‖     ‖

 
  ‖ ‖                                      

   بـ لنرمز
   لمتابع الصغرى النقطة إلى  

   أن نجد [2,4] في سيةالرئي النتائج بحسب ،    
 . ووحيد موجود  

   أن وبفرض ،            ليكن .(1) مبرىنة
  لمتابع صغرى نقطة  

 عندئذ ،(2.1) بالعلاقة المعطى  
 :يكون

‖  
 ‖

 
 ‖  ‖   ‖   

     
‖
 
 (  

 

 
)‖   

    ‖
 
 (  

 

 
)    ‖  ‖  

 .البرىان
‖    ‖           لدينا   :ومنو            

‖     ‖
 
 

 

 
‖    ‖
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 : نجد (2.1) من
‖  

 ‖
 
 ‖  ‖   ‖   

     ‖
 

 
 

 
*  

 (  
 )  ‖   

    ‖
 
+  ‖  ‖   ‖   

     ‖
  
   كون من

   لمتابع صغرى نقطة  
 : فإن ،    

 

 
*  

 (  
 )  ‖   

    ‖
 
+  ‖  ‖   ‖   

     ‖
  

 
 

 
 ‖      ‖   ‖  ‖  ‖   

    ‖ ]  ‖  ‖   ‖   
     ‖  

 
 

 
 ‖      ‖  ‖   

    ‖ ]   ‖   
     ‖   ‖  ‖  

 :المثمث متراجحة باستخدام
‖   

     ‖  ‖   
    ‖  ‖      ‖ 

 :عمى نحصل
 

  
*  

 (  
 )  ‖   

    ‖
 
+  ‖  ‖   ‖   

     ‖
  

 
 

 
 ‖      ‖  ‖   

    ‖ ]    ‖   
    ‖  ‖      ‖ ]   ‖  ‖  

 : نجد  (2.2)المتراجحة باستخدامو 
 

 
*‖      ‖

 
 ‖   

    ‖
 
+   *‖   

    ‖
 
 ‖      ‖

 
+   ‖  ‖  

 
 

 
[
 

 
   ‖   

    ‖
 
]   [‖   

    ‖
 
 

 

 
  ]   ‖  ‖  

 (  
 

 
)‖   

    ‖
 
 (  

 

 
)    ‖  ‖  

  إذاً،
‖  

 ‖
 
 ‖  ‖   ‖   

     ‖
 

 (  
 

 
) ‖   

    ‖
 
 (  

 

 
)    ‖  ‖  

 •. برىانو المطموب وىو
 النظامي الحل بين لممسافة عمىالأ لمحد تقديراً  فييا منقدّ  والتي الآتية (2) المرىنة صحة إثبات في (1) رىنةالمب تساعدنا
 المعياري الشرط يحقق   الأصغري النظيم ذو الحل أن نفرض سوف الغرض وليذا. الأصغري النظيم ذو والحل
 .(1.5) بالمتراجحة المعطى المتغير
 :الآتية المتراجحة يحقق   أن وبفرض          ليكن. (2) مبرىنة

           ‖  ‖   ‖ ‖                                              
 :بالشكل اً معرف اً تابع               وليكن.                حيث

               
 : عندئذ .              ويحقق

‖  
    ‖  [

 

 
           

   
( (‖   

    ‖
 
 

 

 
   

   

 
‖  ‖ )  (

 

 
)  

 

 
   ‖   

    ‖
 
 )]

   

 

 . البرىان
 : لدينا (2.3) المتراجحة بحسب

          ‖  ‖   ‖ ‖     ‖  ‖   ‖ ‖  ‖    ‖  ‖    ‖  
 :نجد ومنو

‖    ‖   ‖  ‖   ‖ ‖  ‖ ‖  ‖  ‖  
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      نضع خيرة،الأ المتراجحة في
 :عمى نحصل  

‖  
    ‖

 
  ‖   

 ‖
 
  ‖  

 ‖
 
 ‖  

 ‖
 
 ‖  ‖  

  ‖ أن نجد (2.1) إلى بالنظر
 ‖

 
 

 

 
[  

    
   ‖   

 :وبالتالي [ ‖    
‖  

    ‖
 
  ‖   

 ‖
 
 

 

 
*  

    
   ‖   

    ‖ +  ‖  ‖  ‖  
 ‖

  
   كون من

   لمتابع صغرى نقطة  
  : فإن     لكل أنو نجد     

 
(  

 )     
 :يكون ومنو ،     

  
 
(  

 )     
      

 : وبالتالي.      لكون
‖  

    ‖
 
  ‖   

 ‖
 
 

 

 
[‖      ‖   ‖  ‖  ‖   

    ‖ ]  ‖  ‖  ‖  
 ‖

  
 :عمى نحصل (2.2) العلاقة وباستخدام

‖  
    ‖

 
  ‖   

 ‖
 
 

 

 
[
 

 
    ‖  ‖  ‖   

    ‖ ]  ‖  ‖  ‖  
 ‖

  
  ‖   

     ‖
 
 ‖  ‖  ‖  

 ‖
 
 

 

 
     ‖  ‖  

 

 
‖   

    ‖  
   ‖ لدينا

     ‖  ‖   
    ‖  ‖      ‖  ‖   

    ‖  :نجد وبالتالي   
 

 
‖   

     ‖
 
 ‖   

    ‖     
   ‖  إذاً،

    ‖    
 

 
‖   

     ‖
 

    
 :نجد وبالتالي

‖  
    ‖

 
  ‖   

     ‖
 
 ‖  ‖  ‖  

 ‖
 
 

 

 
     ‖  ‖  

 

 
   

 

 
‖   

     ‖
 

   ] 
 : عمى نحصل (1) المبرىنة باستخدامو 

 ‖   
     ‖

 
 ‖  ‖  ‖  

 ‖
 
 

 

 
     ‖  ‖  

 

 
   

 

 
‖   

     ‖ 
  

 ] 
 

 

 
[
 

 
   ‖   

    ‖ ]   [‖   
     ‖  

 

 
  ]  

 

 
        ‖  ‖  

 

 
[   

 

 
‖   

     ‖
 
] 

 
 

 
[
 

 
   ‖   

    ‖ ]   [‖   
    ‖  

 

 
  ]  

 

 
             ‖  ‖  

 
 

 
         [‖   

    ‖
 
 

 

 
   

   

 
‖  ‖ ]  

 

 
[
 

 
   ‖   

    ‖
 
] 

   ‖أن بما
    ‖

 
 

 

 
   

   

 
 : أن   التابع تعريف بحسب نجد إذاً  ،   ‖  ‖

 [‖   
    ‖

 
 

 

 
   

   

 
‖  ‖ ]    ‖   

    ‖
 
 

 

 
   

   

 
‖  ‖   

 : وبالتالي
‖  

    ‖
 

 
 

 
           

   
( (‖   

    ‖  
 

 
   

   

 
‖  ‖ )  (

 

 
)  

 

 
   ‖   

    ‖  ) 
 :إذاً 

‖  
    ‖  [

 

 
           

   
( (‖   

    ‖
 
 

 

 
   

   

 
‖  ‖ )  (

 

 
)  

 

 
   ‖   

    ‖
 
 )]

   

 

 • .برىانو المطموب وىو
 لا الأصغري النظيم ذو والحل النظامي الحل بين المسافة أن نثبت حيث الرئيسية النتيجة مدّ نق الآتية، المبرىنة في

 . الصغر في متناىية



 سويقات، عباس، عمي                                فضاءات ىيمبرتفي  التقارب القوي لطريقة تنظيم تيخونوف لحل مسائل سيئة التوضع

911 

 : يحقق اً موجب اً عدد   وليكن ،(2.3) المتراجحة يحقق    أن بفرض. (3) مبرىنة

 
 كبير    أجل من      

 .              يحققو  اً متزايد اً تابع               أن وبفرض .كاف بقدر
 : الآتية المتراجحة يحقق    النظامية وسيط وأن 

   
    

 

 
  

 (
 

 
  

)      

 

 
    

  
 

 
     

 

 
      

      (
 

 
  

)

  
 

 
  

                     

 : يكون        كل أجل من عندئذ
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 .والتوصيات الاستنتاجات
 فضاءات في التوضع سيئة لمسألة أصغري نظيم ذو حل نحو ةقو ب قاربيت المنظم الحل أن بإثبات قمنا المقال ىذا في

 المتغير المعياري الشرط  ويحقق(2.4)   العلاقة يحقق مناسب بشكل    ميةالنظا وسيط باختيار وذلك ىيمبرت
 .(1.5) بالمتراجحة المعطى
 :يمي بما ونوصي

 لاخطي بمؤثر المحكومة التوضع السيئة المسائل حالة إلى النتائج ىذه تعميم . 
 الحصول يتم بحيث ،(1.5) المتراجحة عن ختمفةم متغيرة معيارية شروط يحقق الذي النظامية وسيط اختيار 

 . القوي التقارب عمى
 
 :لمراجعا
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