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   ملخّص 
  

لتطبيقات شبه المقلصة الصنف محدد من صيغة تدريجية جديدة لإيجاد النقط الثابتة  نقترحفي هذا البحث 
 Mannالصيغكل منتقارب   يكافئهانبرهن أن تقاربو  ،Banachفضاء  مغلقة من، معرفة على مجموعة جزئية محدبة

,Ishikaw ,Noor, (5)) (لمؤثر شبه المقلص نحو نقطة ثابتة ل(contractive-Like operator)  .  
أسرع من  (5)تقارب لكنو ،Noor،Ishikawa ،(Mann(تقاربسرع من أةالجديدالصيغة تقارب نبرهن أيضاً أن 

  .النوع من المؤثرات هذا ةلالجديدتقارب الصيغة 
  
  

  .القوانين التدريجية ،النقط الثابتة ، المؤثرات شبه المقلصة :  الكلمات المفتاحية
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  ABSTRACT    

 
In this paper, we suggest anew iterative method for finding fixed points of a certain 

class ofquasi-contractive operators defined in a closed, convexsubset of a Banach space. 
Weprove that the convergence of this new iteration is equivalent to the convergence 

of (Mann,Ishikawa, Noor, (5)) iteration when we use the mapping(contractive-Like 
operator).  

Also We prove that the new iteration, is faster than the(Noor , Ishikawa ,Mann) 
iteration  method but the process (5) is faster than the new process for this class of 
operators . 

 
Key words: Contractive-Like operators, fixed points, Iteration process. 
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  :مقدمة 
وليكن التطبيق   Xفيمغلقة  ومحدبة ، مجموعة جزئية   Kو  Banachفضاء Xليكن 

KKT :     نسمي pTpKpFT    .Tلـ مجموعة النقط الثابتة :
التدريجية المستخدمة في  الصيغأهم من Ishikawa,  Mann, Picardتكراريات  كانت 2000عام  حتى

التي تعرف قوانينها التدريجية و  عمليات التقريب المرتبطة بمسائل النقط الثابتة المولدة بمؤثرات لها صفات تقليص محددة
  :الصيغ الآتية ب كما نعلم

  : تكرارية بيكارد تعرف بـ 
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nn
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


  
  : تعرف بـ   Mannتكرارية و 

)2(,)1(1 NnTxxx

Kx

nnnnn

o




   
  : تعرف بـ Ishikawaتكرارية و 
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
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حل المعادلات غير الخطية  بهدف  ،ت هيلبرتاوفضاء، المنظمةفضاءات البنجاح في السابقة  لقوانينا طبقت

لدى جيدة تحققت نتائج في هذا المجال ف، أكثر شموليةصيغ البحث عن  استمر كما،وطيف واسع من المسائل التطبيقية
  .أيضاً  المؤثرات المستخدمة لبعضتعميم  جرى و  ،الصيغ السابقة  نت من خلالهاتحس العديد من الباحثين
]1[عرّفي 2000ففي عام  M.A.Noor القانون التدريجي:  
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علماً أن     nnn    .[ 0,1]متتاليات عددية في ,,

]2[تكراريةتتالت التكراريات الجديدة أمثال بعد ذلك  Agarwal ، 3[تكرارية و[  SP، تكراريةCR ]4[.  
  : القانون التدريجي الآتي  [  5]في وآخرونM.R . Yadavحديثاً يعرف
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حيث     nnn  1مع     [ 0,1]متتاليات عددية في ,, nnn   

  : في هذا البحث سنقترح قانوناً تدريجياً جديداً على النحو
KKTوليكن المؤثر  Xفضاء باناخ فيمحدبة و مجموعة جزئية مغلقة Kبفرض :  
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نعرف التكرارية nx  بـ :  
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حيث     nnn    .  [ 0,1]متتاليات عددية في ,,

كل من القوانين أنه  يكافئ  ونبرهن ،وسندرس تقارب هذا القانون نحو نقطة ثابتة لبعض المؤثرات الهامة
  .وضمن شروط محددة ،من المؤثرات شبه المقلصة معينعند استخدامنوع (2),(3),(4),(5)

  . (7)المؤثر  تطبيق عند Yadavوتكرارية  Noorكما نقارن بين سرعة تقاربه وسرعة تقارب تكرارية  
  :النظرية الآتيةBanachأثبت1920في عام 

),(ليكن dX  ًالتطبيقو  اً تام اً متري فضاء),(),(: dXdXT  حيثTنإمقلص تام أي:  
10,  kyxkTyTx  

Txxلمعادلة  لعندئذٍ    حل وحيد يمثل نهاية للمتتاليةnn Txx 1  
أما  Banachلـ   )مبدا التطبيق المقلص(بـتسمى هذه النظرية  nxتسمى تكرارية فPicard.  

UUTتبقى صحيحة عندما  Banachتجدر الملاحظة إلى أن نظرية  :  حيثU محدبة ، مغلقة
XUTأما الحالة التي يكون فيها . Xمن :  إضافية جديدة  يتطلب تعريف تطبيقاتفإن الأمرUXPu : 
nunالشكل الآتي Picardعندئذٍ تأخذ تكرارية و  ،  TxPx 1 إن حيث:  

TP

UXU

u

uPT

    

وبشكل مبدع  ،دمج نتائج سابقةمن خلال  باناخـ نظرية النقطة الثابتة ل بتعميم  1972عام  Zamfirescu نجح
  : وصاغها على النحو عرفت باسمه نظرية ضمن 

انظر(1)نظرية 6 :بفرض),( dX  ًليكن تاماً و  فضاءً مترياXXT : ًتوجد لأجله الأعداد تطبيقا

cba ,10: حيث  ,,
2

1
,0  acb    كنيمهما وانهXyx ,  على الأقل اً واحد  فإن

  : من الشروط الآتية محقق 

 
 ),(),(),(:

),(),(),(:

),(),(:
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2

1

TxydTyxdcTyTxdz

TyydTxxdbTyTxdz

yxadTyTxdz





  

Xxبدء  ية نقطة آجل أمن  pبيكارد تتقارب نحو  تكراريةpوحيدة له نقطة ثابتة  Tعندئذٍ  0 .  
ويصنف ضمن المؤثرات الضعيفة   Zamfirescuيسمى المؤثر المحقق لشروط التقليص السابقة  بمؤثر 

 . Zويرمز له اختصاراً بـ ،تكراريات النقط الثابتةالمؤثرات استخداماً في  أشهركما يعد من  ،المقلصة ةهيالتقليص أو شب
بينما ، Kannanمؤثريدعى  2zوالمؤثر المحقق للشرط ،يدعى مؤثر بيكارد  1zعلماً أن المؤثر المحقق للشرط  

  . Chatterjeaيدعى مؤثر 3zالمؤثر المحقق للشرط  
السابقة شروط الويبرهن أن ، Banachتاإلىفضاء  Zamfirescuمؤثر  Berindeيمدد  [7]في 

123 ,, zzzيأتتقود إلى ما ي:  
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  ينتج لدينا2zعند استخدام 

  لدينا  ينتج3zعند استخدام و 

Xyxزوج  من أجل كلوذلك ,،1,0(:        علماً أن[,
1

,
1

,max 









 

c

c

b

b
a  

ImoruandOlatinwoفيو   8  ًمؤثرمن أكثر شمولية  يعرفان مؤثراZamfirescu  ،على النحو  وذلك  :  
XXTنقول عن  ممنظَ  فضاءXبفرض  :   أنه مؤثر شبه مقلص(contractive –Like operator)   
:]0,(]0,(والتابع المتزايد  ]1,0(العدد إذا وجد 0(0بحيث(  ، زوجمن أجل كل وأنه

Xyx ,المتراجحة تتحقق:  
)7(TxxyxTyTx    

وفي 5 Yadav.  M.R كما يلي جديداً وآخرونيعرفون مقلصاً معمما:  
KKTوليكن المؤثر  Xمحدبة من فضاء باناخ،مجموعة جزئية مغلقة Kلتكن   :  بحيث

)1,0[,,  nkKyx   لدينا :  
)8(0,)(   MyxkeTyTx n

TxxM  
 (8)يتقارب بقوة نحو نقطة ثابتة للمؤثر  (5)أن القانون التدريجي  أيضاً  أثبتواو  ،(M  -Contraction)يدعى

  .ضمن شروط محددة 
  :يتقارب بقوة نحو نقطة ثابتة لكل من المؤثرين  (6)الجديدالتدريجي  أن القانوننبرهن  في هذا البحث

(Contractive  –Like operator)    ،(M  -Contraction) .  
  تم في حال  (5)القانون و ) Ishikawa,  Mann ،Noor(التدريجية لـ قوانينكل مناليكافئ كما أنه 

أسرع من  نحو النقطة الثابتة لهذا المؤثرلكنه في تقاربه ،  (Contractive  –Like operator)المؤثراستخدام 
)Ishikawa ,  Mann ،Noor  (  (5)وأبطأ من القانون.  

  : في هذا العمل إلى ما يلي نحتاج 
المتتاليتان   :   ( 1)   [9] تعريف nx  ، ny  متكافئتان إذا تحقق الشرط nyxd nn :0),(  

تعريف 10 لتكن  : (2) na  و nb متتاليتين عدديتين متقاربتين نحوa  وb   ولنفرض أنه على الترتيب

يوجد 
bb

aa
l

n

n

n 





lim  0إذا كانl  عندئذٍ نقول أن تقارب naنحوa  أسرع من تقارب nb نحوb  

تعريف 10 بفرض : (3) nu  و nv مشتركة قانونين تدريجيين متقاربين نحو نقطة ثابتةp  في فضاء
,2,1,0,.,.,:             بـ  وبأخطاء مقدرة Xمنظم   napu nn  

,.,.,2,1,0,  nbpv nn  
حيث  na  و nb  متتاليتان من الأعداد الموجبة والمتقاربة نحو الصفر.  

إذا كان تقارب   na  أسرع من تقارب nb  عندئذٍ تقارب nu نحوp  أسرع من تقارب nv  نحوp .  
(1)قضية  11: لتكن nالآتية   للمتراجحة متتالية من الأعداد الموجبة والمحققة :  

0,)1(1  nnnn   

TyxyxTyTx

TxxyxTyTx









2
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و n]1,0(:حيث
n

n      ٍ0: عندئذlim 
 n

n
  

قضية 12 لتكن : (2) n متراجحةالآتية والمحققةللمتتالية من الأعداد الموجبة  :  
nnnn t   )1(1  

و nt]1,0(:  حيث
n

nt0)(و nn t  

0lim:عندئذ  
 n

n
  

  
  :وأهدافه أهمية البحث 

  . يهدف البحث للعمل على تحسين الصيغ التدريجية المستخدمة في تقريب مسائل النقط الثابتة 
وتنبع أهميته من التعرف إلى قانون تدريجي جديد يتقارب نحو نقطة ثابتة لمؤثرات مشهورة معرفة في فضاءات 

Banach . كل من التكراريات ئ  يكافمن ميزاته أنه وNoor , Ishikaw , Mann) (في حال استخدمت   (5)والتكرارية
  : إنما يتقارب بسرعة أفضل من التكراريات، أنواع محددة من هذه المؤثرات

 )( Noor , Ishikaw , Mann.  
  

  :طرائق البحث ومواده 
ثم استخدمت الطرق التحليلية  ،الثابتة  ةالنقطنظريات بسابقةمرتبطة تم الاعتماد على تعاريف ونتائج 

  . التي  توصلنا إليهاالنتائج  لإثباتوالإستنتاجية  
  
  :والمناقشة  النتائج

ولنفرضXمغلقة من ، محدبة ، مجموعة جزئية   Kو  Banachفضاء  Xبفرض :  (2)نظرية 
KKT : حيث   ( 7)مؤثراً يحقق الشرطTF ، ولتكن nx حيث(6)تكرارية معرفة بالقانون  

     nnn  مع(0,1]متتاليات عددية في  ,, 
n

n ٍعندئذ nx متقاربة بقوة نحو نقطة ثابتة

  . Tووحيدة  للمؤثر 
  :عندئذٍ  TFpبفرض :البرهان 

)9()1()1(1 pzpypTzpypx nnnnnnnnn  

  
pynنحسب كل من وpzn فنجد:  

)10())1(1()1( pxpTxpxpy nnnnnnn    
  : أيضاً 
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  :فنجد (9)في  (11)،(10)نعوض 

)12())1(1(

)1())1(1(1(1[(

))1(1)(1(1

px

pxpxpx

pxpx

nn

nnnnnnnn

nnnn


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
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لكن  10,1,0,  
n

nn  

pxnnnnإذا وضعنا      : نتجي(1)القضية  وبالاعتماد على عندئذٍ )1(,
0lim 


pxn

n
  

TFppوجود نقطتين ثابتتين لأنه إذا فرضنا هذه النقطة وحيدة  21,  21حيث pp يكون عندئذٍ س:  

212121

2111212121

00)1( pppppp

ppTppppTpTppp








  

  .Tلـ  وحيدة ال ثابتةالنقطة الpومنه مع الفرض  تناقضيوهذا 
ولنفرضXمغلقة من ، محدبة ، مجموعة جزئية   Kو   Banachفضاء  Xبفرض  :  (3)نظرية 

KKT : حيث ( 8)حقق الشرط ي اً مؤثرTF  ولتكن nx حيث(6)معرفة بالقانون تكرارية
     nnn  مع (0,1]متتاليات عددية في  ,, 

n
n ٍعندئذ nx ووحيدة متقاربة بقوة نحو نقطة ثابتة

  . Tللمؤثر 
  :عندئذٍ  0Mو TFpبفرض : البرهان 

)13()1)(

)1()1(1

pzkpypzke

pypTzpypx

nnnnnnn
TPPM

n

nnnnnnn











  

  :لكن 
)14())1(1()1( pxkpxTpxpy nnnnnnnn    

  : أيضاً 

pxkk

pxkkpx

pykpxpz

nnnnn

nnnnnnn

nnnnnn







))))1(1(1(1(

)15())1(1(()1(

)1(







  

  : فنجد  (13)في  (15),(14)نعوض 

)16())1(1()1(

))))1(1(1(1(

))1(1)(1(1







pxkpxk

pxkkk

pxkpx

nnnnnnn

nnnnnnn

nnnnn







  

و   nk]1,0(:لدينا لكن  
n

nو 1,0n وبالتالي :  



  متيلج                                                              تقريب النقط الثابتة للتطبيقات شبه المقلصة بوساطة قانون تدريجي جديد

16 

pxkإذا وضعنا  nnnnn     :ينتج  (1)  عندئذٍ  وبالاعتماد على القضية )1(,
0lim 


pxn

n
  

أي أن  nx لى  إتتقارب بقوةp  .  
TFppوحيدة لأنه إذا فرضنا وجود نقطتين ثابتتينpالنقطة 21,  21حيث pp  عندئذٍ سيكون  

212121

21212121

00)1(

)(11

ppppkpp

ppkppkeTpTppp

n

nn
TppM



 

  

  .وهذا يتناقض مع الفرض 
ولنفرضXمغلقة من ، محدبة ، مجموعة جزئية   Kو   Banachفضاء Xبفرض :  (4)نظرية 

KKT : حيث   ( 7)مؤثراً يحقق الشرطTF ولتكن nx  تكراريةNoor حيث     nnn  ,,

مع(0,1]متتاليات عددية في   
n

n ٍعندئذ nx متقاربة بقوة نحو نقطة ثابتة ووحيدة  للمؤثرT .  

  :عندئذٍ  TFpبفرض : البرهان 

 
 
 

pxpxpx

pxpxpx

pzpxpx

pTzpxpx

pypxpTypxpx

nnnnnn

nnnnnnnn

nnnnnnn

nnnnnnn

nnnnnnnnn











))1(1()1(

}))1(1{()1()1(

)1()1(

)1()1(

)1()1(1











  

]1,0(,10حيث    n   و 
n

n  

0lim:أن  (1)ينتج استناداً للقضية      


pxn
n

  
أي أن  nx  تتقارب بقوة  الىp  .  
وليكن  Xمغلقة من ، محدبة ، مجموعة جزئية   Kو  BanachفضاءXبفرض : (5)نظرية

KKT :  حيث  ( 7)يحقق الشرط  اً مؤثرTF  انو nx  (5)معرفة بالقانون تكرارية   
و      nnn  ,1:بحيث 0,1](متتاليات عددية في  ,,  nnn

n
n   

عندئذٍ  nx متقاربة بقوةنحو نقطة ثابتة للمؤثرT .  
  :عندئذٍ  TFpبفرض  :البرهان 

)17())1(1()1(1 pzpTzpzpx nnnnnnn    
  : لكن 

)18())1(1))(1(1(

))1(1()1(

px

pypyTpypz

nnn

nnnnnnn








  

  : نجد (17),(18)من

px

apxpx

nn

nnnnn





))1(1(

),18())1(1))(1(1())1(1(1




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]1,0(,10حيث   n و 
n

n  

0lim:أن (1)ينتج استناداً للقضية    


pxn
n

  
نبرهن في النظرية الآتية أن  (7)للمؤثر تتقاربان نحو نقطة ثابتة  (4)،  (6)من التكراريتين بعد إثبات أن كلاً 

  . انهاتين التكراريتين المولدتين بالمؤثر ذاته  متكافئت
وليكن  Xمغلقة من ، محدبة ، مجموعة جزئية   Kو  Banachفضاء  Xبفرض :  (6)نظرية

KKTالتطبيق   :  حيث  ( 7)مؤثر يحقق الشرطTFوأن nu  ، nx على (6)و  (4)التكراريتينتمثلان

و الترتيب      nnn  بحيث    (0,1]متتاليات عددية في,, 
n

n     وأن
2

1
n ٍعندئذ :  

  ,nx  nu نامتكافئت.  
  : من الفرض لدينا :  البرهان

nnnnnnnnnn

nnnnnnnnnn

nnnnnnnnnn

TuuwTyxz

TwuvTxxy

TvuuTzyx







 

)1(,)1(

)1(,)1(

)1(,)1( 11

  

لإثبات التكافؤ بين  nx ، nu0: نبرهن أن  عليناlim 
 nn

n
uxبمعنى . للمتتاليتين نهاية واحدة   أي

pxnإذا كانت    فإنpun    والعكس صحيح.  
pxnنفرض أن :   ولىلأ الحالة ا    ونبرهن أنpun   
  : لدينا  في الواقع

)19()()1(

)1(11

nnnnnnnnn

nnnnnnnn

Tzzvzuy

TvTzuyux



 




  

  :عندئذٍ 
)20(nnnnnnnnnnn uxTxxuxxyuy    





nnnnnnnnnnnn

nnnnnnnn

TwTxuxTxxTyx

vyyxxzvz

 )1(
  





)()1( nnnnnnnnn

nnnnnnnnn

Txxwxux

TxxxTxTxTy




  

)21()()1(

)(

nnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnn

Txxxwux

TxxTxxTxxxy








  

  :لكن 







nnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnn

nnnnnnnnn

TyTxTxxTyy

uyxuTyxTyTu

xuxzzwxw







)(

)1(

)1(
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



nnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnn

TxxxyTxx

Tyyxuxyxu

(

()1(





  

)22()(

)())1(1(

nnnnnnnnnn

nnnnnnnnnn

TxxTxxTxx

TyyTxxxu









  

  :نجد (21)في(22)نعوض  





nnnnnnnnnnnn

nnnnnnnnn

TxxTyyTxx

xuxuvz

((

))1(1()1(
22 



 

)()(

)23((22

nnnnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnn

TxxTxxTxxTxx

TxxTxxTxx








  

  :  نجدالمناسب الترتيب  وبعد إجراء(19)في  (23)و(20)نعوض 

)()1(

)]()(

)(

()([

))))]1(1(1(1[()1(

22

22

11

nnnnnnn

nnnnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnnn

nnnnnnnnnn

TzzTxx

TxxTxxTxxTxx

TxxTxxTxx

TxxTyyTxx

xuxuux









 











  

ومن أجل
2

1
n  نستنتج أن:  

)(

)]()(

)(

()([

))))]1(1(1(1(1(1(

22

22

11

nnnnnnn

nnnnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnnn

nnnnnnn

TzzTxx

TxxTxxTxxTxx

TxxTxxTxx

TxxTyyTxx

xuux









 











  

  : نإنفرض

)()](

)(

)((

)([
22

22

nnnnnnnnnnn

nnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnn

nnnnnnnnn

TzzTxxTxxTxx

TxxTxxTxx

TxxTxxTxx

TyyTxx

















  

nnnفرضنا أن إذا    ٍعندئذ:  
nnnnnn xuux    ))1(1(11  

  :لكن 
0lim 


TppTxx nn

n
  

  :أيضاً 
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  0])1[()1(limlim 


TppTxxTTxxTyy nnnnnnnn
n

nn
n

  
0lim:بالمثل  


TppTzz nn

n
  

 :أن نستنتجمن استمرارية و 
0)(,0)(,0)(  nnnnnn TzzTyyTxx   

nnn:منعندئذٍ    0: إن نستنتج n
n

n 

    ومنه:nn  )0(  

  :نإينتج (2)استناداً للقضية و 
pxuxu n

n
n

n
nn

n



limlim0lim  
punأننفرض : الحالة الثانية   ونبرهن أنpxn   
  : لدينا  في الحقيقة



 

)()1(

)1(11

nnnnnnnnn

nnnnnnnn

Tvvvzuy

TvTzuyux




  







)()1(

])1)[(1(

)()1()1(

nnnnnnnnnn

nnnnnnn

nnnnnnnnnnnn

TvvvzTwu

TwTxxu

Tvvvzuvvy







)24()()1(

)()1()1()1)(1(

nnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnn

TvvvzTwu

Twwwxxu








  

  : لكن   
)25(nnnnnnnnnnn xuTuuxuuwxw    
  : أيضاً   

)(

)26()(

nnnnnnn

nnnnnn

nnnnnn

TuuTuuTuu

TuuwuTuu

TwTuTuuTwu









  

  : وأيضاً  







nnnnnnnnnnnn

nnnnnn

nnnnnnnnn

vTvTvTyxuuv

vTyxv

vTyxvz







)1()1(

)1(

)1()1(

  

  

)27()(

)1()1(

nnnnnn

nnnnnnnnnn

TvvTvv

vyxuTwu








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  :ن إكما 





)()1(

)1(

nnnnnnnnn

nnnnnnnn

Twwxwxu

TwTxxuvy




  

 )()1( nnnnnnnnnnnn Twwxuuwxu   

)28()())1(1(

)()1(

nnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnnnnn

TwwTuuxu

TwwxuTuuxuvy








  

  :(27)في (26),(28)نعوض







nnnnnnnnn

nnnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnn

TvvTvvTww

Tuuxuxu

TuuTuuTuuvz







)()](

))1(1[()1(

)]([)1(

  

)29()(

)()()1(

)1)(1())))1(1(1(1(

nnnnnn

nnnnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnn

TvvTvv

TwwTuuTuu

Tuuxuvz













  : ينتج (24)في (25),(26),(29)نعوض 

])(

)()()1(

)1)(1([()1(

)1()1()()1(

))))]1(1(1(1())1(1)(1[(
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nnnnnn

nnnnnnnnnnnn

nnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnnn

nnnnnnnnn

TvvTvv

TwwTuuTuu

TuuTuu

TuuTuuTww

xuux









 











ومن أجل 
2

1
n  ن إنستنتج:  

)30())1(1(11 nnnnnn xuux     
nnnهنا ناعضو    ن إحيث :  

nnnnnnnnnn

nnnnnnnn

nnnnnnnn

nnnnnnnnnnn

TvvTvvTww

TuuTuu

TuuTuu

TuuTuuTww

















)()(

)()1(

)1)(1((

)(

2

32
  

0lim: لكن  


TppTuu nn
n

  
0lim: أيضاً  


TppTvv nn

n
،0lim 


TppTww nn

n
  

  : إذاً تابع مستمر بما أنو 
0)(,0)(,0)(  nnnnnn TwwTvvTuu   

0)(: ومنه nn   0:ن إينتج   (2)عندئذٍ واستناداً للقضيةlim 
 nn

n
xu  .  

pux n
n

n
n




limlim  
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فإن التكافؤ بين  Ishikaw, Mannبإحدى التكراريتين Noorتكرارية(6)  استبدلنا في النظرية  إذا : (1)نتيجة 
  . Noorمن هاتين التكراريتين تمثل حالة خاصة من تكرارية للأن  كالنموذج الجديد وهاتين التكراريتين يبقى قائماً 

0وإذا وضعنا .  Ishikawنحصل على تكرارية  Noorفي تكرارية 0nذا وضعنا  ا فمثلاً  nn 

  . Mannنحصل على 
كما ، فإن النظرية تبقى صحيحةZamfirescuبمؤثر    (7)المؤثر (6) ذا  استبدلنا في النظرية إ : (2)نتيجة
  . Zأعم من المؤثر  (7)صحيحة أيضاً لأن المؤثر   (1)تبقى النتيجة 
وليكن التطبيق   Xمغلقة من ، محدبة ، مجموعة جزئية   Kو  Banachفضاء  Xبفرض  :(7)نظرية

KKT :  حيث  ( 7)يحقق الشرط  اً مؤثرTF  ولتكن nx، nu على الترتيب (5)و  (6)التكراريتينتمثلان 

و      nnn  بحيث  (0,1] متتاليات عددية في  ,, 
n

n و
2

1
n   ٍعندئذ :  

 nx   ، nuمتكافئتان.  
  : من الفرض لدينا : البرهان 

nnnnnnnnnn

nnnnnnnnnn

nnnnnnnnnn

TvvwTyxz

TuuvTxxy

TwwuTzyx







 

)1(,)1(

)1(,)1(

)1(,)1( 11

  

0نفرض أن: ولىلأ الحالة ا pxn 0:ونبرهن أن pun  

),30()()1(

)1(11

aTzzwzwy

TwTzwyux

nnnnnnnnn

nnnnnnnn



 




  

  : لدينا 
)31()()1( nnnnnnnnnnn Tyyvyxvwz    

  : أيضاً 

nnnnnnnnn

nnnnnnnnn

nnnnnnnnn

TxxTxxxu

TxxTxxxu

xuxyyvxv













)())1(1(

)32()(

)1(

  

  :كما أن 

)33())1(1(

)1(

nnnnnn

nnnnnnnnnnn

Txxxu

Txxxuxuvy








  

  : فنجد  (31)في  (32),(33)نعوض 





)(])())1(1([

]))1(1()[1(

nnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnn

TyyTxxxu

TxxTxxxuwz




  





)()()1(

)()1(1(

nnnnnnnnnnn

nnnnnnnnnn

TyyTxxTxx

Txxxuxu




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)34()()()1(

)()1()1(1(

nnnnnnnnnnn

nnnnnnnnn

TyyTxxTxx

Txxxuwz








  

  : أيضاً 

)()()1(

)()1()1(1(

nnnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnnn

nnnnnnnn

TyyTxxTxx

TxxxuTyxTxx

wzzxxywy











  
)35())1(1( nnnnnn Lxuwy    

 :حيث إن 

nnnnnnnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnnnn

TyyTxxTxxTxx

TxxTxxTxxTxxL





()()1()()1(

)(





)30,(نعوض بـ a:  

)36()(])1(1[(

]))1(1()[1(11

nnnnnnnn

nnnnnnn

TzzRxu

Lxuux



 




  

  :حيث إن 

)()(

)1()()1(

nnnnnnn

nnnnnnnnn

TyyTxx

TxxTxxR









  
10)1(1وبالاستفادة من كون     nنجد  (36)إصلاح العلاقة عد وب :  

)()1())1(1(11 nnnnnnnnnnnn TzzRLxuux     
ومن أجل 

2

1
n   يكونnn  1ومنه :  

])([))1(1(11 nnnnnnnnnn TzzRLxuux     
  : بفرض

])([ nnnnnn TzzRL    
  :        عندئذٍ   
)37())1(1(11 nnnnnn xuux     

0,0,0: لكن  nnnnnn TzzTyyTxx  
  : نستنتج أنومن استمرارية التابع 

0)(,0)(,0)(  nnnnnn TzzTyyTxx   
lim])[(0:    عندئذٍ  

 nnnn
n

TzzRL   

0)(:ومنه  nn   10بما أن و     و 1,0,
1





n

n
n   
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0lim: نإنتج نست عندئذٍ .(2)تحقق شروط القضية   (37)وبالتالي  
 nn

n
ux  

pux:  أي أن n
n

n
n




limlim  
أي أن تقارب  nx نحوp  يؤدي إلى تقارب nu   نحوp .  
punنفرض أن:      : الحالة الثانية     ونبرهن أنpxn   

  : في الحقيقة لدينا 

)38()()1(

)1(11

nnnnnnnnn

nnnnnnnn

Twwwzwy

TwTzwyux



 




  

  :                  لكن 
)39(nnnnnn wvvywy   
  :إن حيث

)40(nnnnn Tvvvw    
  :أيضاً  

)41()()))1(1(

)()1(

)1(

nnnnnn

nnnnnnnnn

nnnnnnnn

Tuuxu

xuxuxu

TuTxxuvy













  

  : فينتج (39)في (40),(41)نعوض 
)42(())1(1( nnnnnnnnnnn TvvTuuxuwy    

  : أيضاً 

)()](

))1(1[()1()1(

)(])[1(

)1(

nnnnnn

nnnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnn

nnnnnnnn

TvvTuu

xuxuTuu

Tvvvyxuuv

TvTyxvwz

















  

)43()()1()(

))))1(1(1(1(

nnnnnnnnnnn

nnnnnnn

TvvTuuTuu

xuwz









  : فينتج  (38)في  (42),(43)نعوض 

)()]()1(

)())))1(1(1(1[(

]())1(1)[(1(11

nnnnnnnnnn

nnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnn

TwwTvvTuu

Tuuxu

TvvTuuxuux





 







  

)()()1(

)()1(

()1()1(
2

11

nnnnnnnnnnnn

nnnnnnnnn

nnnnnnnnnn

TwwTvvTuu

TuuTvv

Tuuxuux





 







  
ومن أجل 

2

1
n  نجد أن:  
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)44())1(1(11 nnnnnn xuux     
  :إنحيث

)]()()1(

)(([ 2

nnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnn

TwwTvvTuu

TuuTvvTuu








  

0lim:  لكن  


TppTuu nn
n

  
0lim 


TppTvv nn

n
        ،0lim 


TppTww nn

n
  

0)(:ومنه nn    ً10أيضا  و  ,1,0n 


1n
n  

  .  (2)القضية تحقق شروط  (44)وبالتالي 
0limذاً   إ 

 nn
n

ux ومنه :pux n
n

n
n




limlim  
أي أن تقارب  nu نحوp  يؤدي إلى تقارب nx   نحوp .  

 )  (Noor , Ishikawa , Mannلكل منةالتكراري ذجانمالمع  سنقارنهسرعة تقارب النموذج الجديد ولاختبار 
  . (7)المؤثر مستخدمين (5)النموذج أيضاً مع و 

ولنفرض   Xمغلقة من ، محدبة ، مجموعة جزئية   Kو  Banachفضاء  Xبفرض :  (8)نظرية
KKT :  مع( 7) يحقق الشرط  اً مؤثرTF  ولتكن nx (6)التكرارية       ، nu  تكراريةNoor حيث

     nnn  وأن (0,1]متتاليات عددية في  ,, 
n

n ٍعندئذ nx  تتقارب بسرعة أكبر من تقارب

 nu الثابتةنحو النقطةP  للمؤثرT .  
  : نجد إن   (4)استناداً للنظرية و Noorبالنسبة لتكرارية  :البرهان 

)45())1(1())1(1(
0

01 


 
n

k
knnn pupupu   

  : نجد (  )للنظرية إلى وبالعودة





px

pxpx

nnnn

nnnn

))]1(1(1(1[(

))1(1)(1(1




  





px

px

nnn

nnn

))]1(1[(

))1(1)(1(




  

pxnnnnn  ))]1(1())1(1)(1[(   
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nnبالمثل من أجل     يكون لدينا:  
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للمقارنة بين  nu  و nx   نقارن بين المتتاليتين العدديتين:  
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0,0:من الواضح أن    nn ab  ًوأيضا   :  










n

k
k

n

k k

kk

n

n

a

b

00

))1(1(
))1(1(

))1(1))(1(1( 


  

)1)1((0:لكن   k     1)1{((1وأنmax{(  k ومنه :  

0lim 


n

n

n a

b ينتج أن التكرارية (2)واستناداً للتعريف nx أسرع من التكرارية nu  

  .  (47)مع   (45)لاتتغير النتيجة إذا قارنا :  (1)ملاحظة
  Ishikawa ,Mannأسرع من نموذجي   (8)وضمن شروط النظرية (6)النموذج التكراري :  (3)نتيجة 

  . Noorتكرارية ذلك أن هاتين التكراريتين حالة خاصة من 
ولنفرض   Xمغلقة من ، محدبة ، مجموعة جزئية   Kو  Banach  فضاء  Xبفرض : : (9)نظرية 

KKT :  مع( 7)   مؤثر يحقق الشرطTF  ولتكن nx (6)التكرارية       ، nu حيث (5)التكرارية
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 nx نحو النقطة الثابتةP  للمؤثرT .  
  : نجد إن   (4)استناداً للنظرية : البرهان 

  
بفرض:البرهان  nu   عندئذٍ من  (5)تمثل التكرارية(18,a)  نجد:  
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للمقارنة بين  nu  و nx   نقارن بين المتتاليتين العدديتين: nb  na  
  

0,0:من الواضح أن   nn ab      ًوأيضا:  
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a       ينتج أن التكرارية    (2)واستناداً للتعريف nu أسرع من التكرارية nx  

  
  :الاستنتاجات والتوصيات 

  :لى مايليإقادت نتائج البحث 
  :استخدامه في حساب النقط الثابتة للمؤثرات  يمكنتعريف قانون تدريجي جديد -  1

,    Zamfirescu  , Contractive-Like operators)،M-Contraction( تباناخءافي فضا  
  (5)والقانون  )Noor ,Ishikawa , Mann(لكل من تدريجيةالقوانين الالقانون يكافئ  إثبات أن هذا -2

  . )Zafirescu, Contractive-Like operator(المؤثرين عند تطبيق أحد
القانون فإن  ), Contractive –Like operator)Zamfirescuفي حال تم تطبيق  أحد المؤثرين  -3

  .(5)لكنه أبطأ من القانون (Noor, Ishikawa ,Mann)ات تكراريالالتدريجي الجديد يتقارب بسرعة أكبر من تقارب 
تكافؤ مع تكراريات جديدة باستخدام المؤثرين السابقين أو مؤثرات أخرى إضافة لمقارنة  اليوصى بدراسة إمكانية 

  .تكرارياتهذه ال سرعة تقارب مع سرعة تقاربه 
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