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 ممخّص  

 
 :من الشكل الصحيحة التربيعية الثنائية  ث تمثيل الأعدادالأولية بالصيغةفي ىذا البح درسنا

 (   ) 4qمن أجل حالة                       (q  )2عدد الصفوف و عدد أوليh  
 Genusعمى مفيوم الصنفالثنائية الصحيحة و  ذلك عمى أىم المفاىيم والنظريات حول الصيغ التربيعيةمعتمدين في 

2الديوفانتية بالإضافة إلى معيار قابمية الحل لممعادلة 22 = 1 ax bxy kay    وقمنا بتطبيق الدراسة عمى الصيغتين
2 2( , ) 8 3g x y x xy y     2و 2( , ) 3 10 6f x y x xy y  . 
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  ABSTRACT    
 

We  study  in  this  paper   representing   prime  integers  by  binary   quadratic   form     

 (   )                     for  this case        (q  is  prime)  and   class  

number        Depending  on the  definitions and theorems   about  binary  quadratic  

form particularly on genus definition beside  the  solvability of equation           
        and  then we  applied  our  study  on  forms   (   )               and  

 (   )                  
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 : مقدمة
، وتطورت ىذه Fermat-  Euler-Lagrange -Legendre-Gaussجدت نظرية الصيغ التربيعية من قبلو  

النظرية بالتطور المبكر لنظرية الأعداد ، وعمى الرغم من ذلك درست المسائل المتعمقة بالصيغ التربيعية منذ زمن بعيد 
a أوجد الينود والإغريق تقريبات متتالية 400BCفعمى سبيل المثال منذ  b   المعادلة  بحل  2لمعدد

2 22 1x y  ، وضع و Diophantus 2مسألة يؤول حميا لحل المعادلة 2  (n is odd)x y n   لاحظ و
4أنو يجب أن يكون  3n k   13ودرس بنفسو حالةn ،  قام أيضاو Fermat   بدراستيا 

عندئذ : اً أولي اً عدد pأنو إذا كان  (1640)عدد أولي وبرىن في عام    من أجل حالة 
2 2   ,    1(mod4) 2p x y x y Z p or p     . 

2الشكلبالتي تكتب pالمسألة السابقة من أجل الأعداد الأولية Euler وعمم  2x Ny p  وقام بحميا من أجل 
1, 2,3N   لـقيم الأوجد بعض النتائج الجزئية من أجل بعض  وN[9]   ، برىنوحديثا Kaplansky [13]  في

التي  عداد الاوليةالأغتين رئيسيتين بوقت واحد و توصل إلى أن ولية بصيعداد الأنظرية حول تمثيل الأ 2003 عام
p(mod16)1 تحقق   2تمثل إما بالصيغتين 232x y 2و 264x y وليةمنيا أما الأعداد الأو ليس بأي معا أ 

p(mod16)9التي تحقق    برىنو ،  ابقتينالس  فقط من الصيغتين  مثل بواحدةفإنيا ت David Brink  [15] عام
mod)1 التي تحققولية الأعداد الأ أن إحداىا مثلا Kaplanskyخمس نظريات مشابية لنظرية 2009 20)p  تمثل

2إما بالصيغتين 220x y 2 2100x y  9 التي تحقق منيا ، أما الأعداد الأولية و ليس بأي أمعا(mod 20)p 

قابمية حل المعادلة الديوفانتية  بدراسة 2011عام د. حسن سنكري  وقام ،  فإنيا تمثل بواحدة فقط من الصيغ السابقة
2 22 1fx exy kfy     1 ك درس قابمية تمثيل الصيغة لمعددلحميا وبذل ياكاف و الازم اأعطى شرطو [10]  ،

ولية بالصيغة التربيعية التي مميزىاتمثيل قوى الأعداد الأمسألة  2012في عام  Nicha Bircan [16] تودرس
8

1 22 . .... tD q q q   و 1 2. .... 3 mod 4tq q q  و في نفس العام قام Christopher Thomas   
2بدراسة تمثيل الأعداد الصحيحة بالصيغة [11] 2f(x,y)=x  Dy من أجل 

 D = 10   وD = 11   و أيضا درس ،Josh Kaplan  [12]  تمثيل الأعداد الأولية بالصيغة    2014في عام
2 2f(x,y)=x 14y  [18]برىن  2015، وفي عام Noordsij  4نظريتو حول تمثيل الأعداد pF  4و pL  بصيغ

2تربيعية من الشكل  2f(x,y)=x yn  حيثnF عدد فيبوناتشي وnL ىو عدد لوكاس ، وقامAsif zaman   
بتحديد حد أعمى لعدد الأعداد الأولية والتي ت مثل بصيغية تربيعية محددة موجبة و أيضا  بنفس  2017في عام  [17]

مثل بوقت واحد مسألة تحديد الأعداد الصحيحة التي ت   Katherine [14] و   Christopherالعام درس كل من 
 بصيغ تربيعية معطاة .

 
 :ىمية البحث أىدافو أ

ذات التربيعية  بصيغ تربيعية ثنائية صحيحة من أجل حالة الصيغ التي ت مثل  ييدف البحث إلى إيجاد الأعداد الأولية
2 الشكل 2 0( , ) 2 ,kf x y ax bxy kay       . 
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 ده :مواطرائق البحث و 
خلال ة بصيغ تربيعية وقمنا من اعتمدنا في بحثنا عمى العديد من الدراسات السابقة حول مفيوم تمثيل الأعداد الصحيح

 ذلك بوضع طريقة لحل مسألة تمثيل الأعداد من أجل حالة خاصة من الصيغ التربيعية . 
 

 :النتائج و المناقشة
 مفاىيم ومبرىنات أساسية : -1

)الصيغة التربيعية الثنائية الصحيحة ىي كثيرة حدود [9] : (1.1)تعريف , ) [ , ]f x y Z x y  نسة من الدرجة متجا
2الثانية ليا الشكل 2( , )  f x y ax bxy cy   حيث, ,a b c Z نرمز ليا اختصارا[ , , ]f a b c  . 

]نقول عن الصيغة [9]:  (2.1)تعريف , , ]f a b c   ذا كانإولية  أأنيا صيغة gcd( , , ) 1a b c   ًأن  عمما
gcd  ىو القاسم المشترك الأكبر. 

] الصيغة التربيعية لتكن [9] :(3.1)تعريف , , ]f a b c 2عندئذ نسمي العدد( ) 4f b ac    مميز الصيغة
f  إما من تعريف مميز الصيغة  أنو يحقق  نلاحظو:( ) 0mod4f أو( ) 1mod4f . 

عندئذ نعرف  (mod4)1أو  (mod4)0يحقق  إما  اصحيح اعدد ليكن   [9] :(4.1)تعريف
 بالشكل :   والتي  مميزىا   1الصيغة الرئيسية
                                    

[1,0, ] 0(mod4)
4

1
1[1,1, ] 1(mod4)

4

if

if

 
 
 
 
 
 
 

 


  

 

]نقول إن الصيغة [9] :(5.1)تعريف , , ]f a b c تمثل العدد الصحيحn جدذا وٌ إ,x y Z بحيث
( , )f x y n   ونقول عندئذ  أنn   مثل بالصيغةيf 2و( , )x y Z  تمثيل لمعددn بالصيغةf. 

ذا كان )gcdوا  , ) 1x y عندئذ نقول إنf تمثل العدد n )2ونسميبشكل خاص    , )x y Z  ًلمعدد اً خاص تمثيلا 
n ) بشكل خاص بـ fنرمز لأسرة الأعداد التي تقبل التمثيل بالصيغة ،  fبالصيغة    )R f   .     
]لتكن  [5] :(6.1)تعريف , , ]f a b c  0صيغة تربيعية مميزىا  عندئذ نقول أنf  مختزلة إذا تحقق : صيغة 
                 b a c   ذا كان aوا  c  أوb a  0عندئذ يجب أن يكونb  . 

]لتكن[5] :(7.1)تعريف , , ]f a b c0صيغة تربيعية مميزىا أن عندئذ نقولf  مختزلة إذا تحققصيغة
2 a b    . 

  :و تركيب ديريخميو لمصيغ التربيعيةصفوف تكافؤ الصيغ  -2
]لتكن [5] :(1.2)تعريف , , ]f a b c المصفوفة صيغة تربيعية عندئذ تسمى ( )M f بالشكل : المعرفة 

                                             
2

( )

2

b
a

M f
b

c

 
 

  
 
 
 

 

) ويكون لدينا  fبمصفوفة الصيغة ) 4det( ( ))f M f  .  

2لتكن [5] :(2.2)تعريف 2U Z   بحيثs t
U

u v

 
  
 

)2و    , )x y Z نعرف الثنائية( , )U x y بالشكل:

( , ) ( , )U x y sx ty ux vy   ومن أجل الصيغة[ , , ]f a b c   نعرف الصيغة( ( , ))f U x y :  
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2 2( ( , )) ( , ) (2( )) ( , )f U x y f s u x st cuv xy f t v y   واذا كان det( ) 0U  نعرف الصيغةfU  
)بالشكل : , ) det( ) ( ( , ))fU x y U f U x y . 

)إن التطبيق الذي ينقل كل ثنائية  , )f U   إلى الصيغةfU بحيث f 2)صيغة و, )U GL Z 
,2)ىو تطبيق عمل يميني لمزمرة )GL Z . عمى أسرة الصيغ التربيعية 

 
2لتكن  [5] :التكافؤ 2U Z   بحيثdet( ) 0U    و لتكنg fU  لتكن الثنائية و( , )x y  ًلمعدد  تمثيلا
)detالصحيح )U nبالصيغةg:عندئذdet( ) ( , ) ( , ) det( ) ( ( , ))U n g x y fU x y U f U x y  وومن

( ( , ))n f U x y  أي( , )U x y تمثيل لمعددىيnبالصيغةf ،2والتطبيق 2: Z Z  لالمعرف بالشك
( , ) ( , )x y U x y ينقل كل تمثيل لمعددdet( )U n بالصيغةg fU  إلى تمثيل لمعددn  بالصيغةf  ولكي

2قابمة لمقمب في Uن تكونيكون تطبيق تقابل يجب أ 2Z   2)ومنو, )U GL, عندئذ كل تمثيلات العددn 
)detبتمثيلات العدديمكن تحديدىا fبالصيغة )U n بالصيغةg . 
gن إذا كاناأنيما متكافئتgوfنقول عن الصيغتين [5] :(3.2)تعريف fU 2)أجلمن, )U GL Z   

,2)و  )GL Zمدار الصيغةf  . يدعى بصف تكافؤ ىذه الصيغة 
f~ونكتبن بشكل خاص أنيما متكافئتاgو fنقول عن الصيغتين [5]:(4.2)تعريف g   إذا كانg fU  من
,2)أجل  )U SL Z  2)و, )SL Zمدار الصيغةf و نرمز لأسرة  دعى بصف تكافؤ خاص ليذه الصيغة ي و

Cبـ بشكل خاص  صفوف التكافؤ  . 
Cعرف ديريخميو عمى أسرة الصيغ التربيعية   التي مميزىاجعل منيا زمرة  تسمى   نرمز ليا بـ  عممية داخمية

  . hزمرة صفوف تكافؤ الصيغ التربيعية الثنائية  و نرمز لرتبة ىذه الزمرة
1عن الصيغتين التربيعيتين  نقول[1] : (5.2)تعريف 1 1[ , , ]f a b c 2و 2 2[ , , ]f a b c  مميزىماالمتين  أنيما

1ذا كان إ (United form)متحدتان 2
1 2gcd( , , ) 1

2

b b
a a


  . 

1ذا كانتإ  [1] :(1.2)ةمبرىن 1 1[ , , ]f a b c 2و 2 2[ , , ]f a b c  صيغتين  تربيعيتين متحدتين مميزىما  ،
مميز حقل تربيعي عندئذ يوجد عدد وحيد  بحيث

3b بالمقاس
1 22a a بحيث يحقق

3 (mod2 )j jb b a  من أجل
1,2j 2و أيضا

3 1 2(mod 4 )b D a a  . 
بفرض [1] :(6.2)تعريف

1 1 1 1[ , , ]f a b c و
2 2 2 2[ , , ]f a b c  بيعيتين أوليتين متحدتين مميزىماصيغتين تر

F

و Fحقلالمميز 
3 1 2a a a  ،

3b  و (1.2)قيمتو كما في المبرىنة
2

3
3

3

( )
4

Fb
c

a


 تركيب ديريخميو عندئذ 

لـ
1f2وf 1ىو الصيغة 2 3 3 3[ , , ]f f a b c.  

]لتكن الصيغة [1] : (2.2)مبرىنة , , ]f a b c  بالنسبة لتركيب ديريخميو ىو الصيغة معكوسيا عندئذ
[ , , ]f a b c   

ليكن [1] :(3.2)مبرىنة
F مميز حقل تربيعيF  و*U حقلفي حمقة الأعداد الجبرية الصحيحة لم الواحداتF 

وليكن
F

hرتبة زمرة صفوف تكافؤ الصيغ
F

C  و
FDh زمرة صفوف الإيديالات الموسعةىو رتبة  

(group strict ideal class) 
بفرض و 

FDh   رتبة صفوف تكافؤ الإيديالات الضيقة(narrow ideal class group): عندئذ 
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                  *

   

*

      if   <0                                                

   if  >0        there is u , N(u)= -1 

2   if  >0   there is no  u , N(u)= -1

F

F F F

F

D F

D D F

D F

h

h h h U

h U





 


   


 

 

 و نظرية الصنف :  ز جاكوبي وتمثيل الأعداد الصحيحةرم -3
مميزه اً تربيعي حقلاً Fليكن [1] :(1.3)مبرىنة

F : بحيث 
         

1 2.. 1(mod 4)F r Fp p p if      و  
22 .. 0(mod 4)F r Fp p if     

j..1من أجل  jpو  {2,3}بحيث  r  ذا كان 1أعداد أولية  فردية مختمفة ، وا  2,n n Z  يمثلان بشكل
مميزىا fخاص بصيغة تربيعية

Fبحيث
1 2gcd( ,2 ) gcd( ,2 ) 1F Fn n   ، : عندئذ 

                                                 
1 2

1F F

n n

    
       

   

 

*بحيث 

*

 
 
 

1رمز جاكوبي وأيضا   2

i i

n n

p p

   
   

   

j....2من أجل  r  1و 2

1 2

 

 

   
   

   

 معرفة كما يمي : 

  

1

1

1(mod 4)

1
. ( ) 12(mod16)

2
8(mod32)

2
. ( ) 24(mod32)

F

j F

j
j

j

F

j

j F

j

n
if

p

sign n if
n

if
n

sign n if
n





  
   

  
      
  
    

      
      

  
  

      
  
  

                                      

مميزه  اً تربيعي حقلاً Fليكن [1] :(1.3)تعريف
F بحيث 

        
1 2.. 1(mod 4)F r Fp p p if         و

22 .. 0(mod 4)F r Fp p if     
j..1من أجل  jpو  {2,3}بحيث  r وليكن ،أعداد أولية  فردية مختمفة n Z  بحيث

gcd( ,2 ) 1Fn   و لنعرف
1: بالشكل  

 

1

1

1(mod 4)

1
. ( ) 12(mod16)

2
8(mod32)

2
. ( ) 24(mod32)

F

F

F

F

n
if

p

sign n if
n

if
n

sign n if
n



  
   

  
        
 
  

    
   
 
      
  
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*بحيث 

*

 
 
 

j....2رمز جاكوبي وأيضا من أجل   r لنعرفj  بالشكل
j

j

n

p


 
   
 

تدعى  jعندئذ ،  

بالمميزات العامة general charactersلمعددn  تعطى بـ  وقيمياr- مركبة
1 2 3( , , ,....., )r     و إذا كان

)gcd يحقق  nالعدد الصحيح  ,2 ) 1Fn   يمثل بصيغة تربيعية أيضا وf  مميزىا
F  ،  عندئذ المميزات العامة

)نرمز ليا بالشكل   fلمصيغة )j f 1من أجل....j rالعدد الصحيح لدينا أيضا وn 1يحققF

n

 
  

 

. 

 
)gcdبحيث nالأعداد الصحيحةالمبرىنة نجد أن المميزات العامة لا متغيرة من أجل جميع ىذه من  ,2 ) 1Fn   

 تكافؤ من الصيغ يممك نفس القيم لمميزات العامة .أي كل صف  fوالتي تمثل بالصيغة
صفوف تكافؤ الصيغ التربيعية  في تدعى  Genus (2.3) : [1] تعريف الصنف

F
C   والتي تممك نفس القيم

 .صنف من الصيغ بلمميزات العامة 
مساوية لـ  فيولمميزات الصيغ التربيعية قيم العامة ال  يدعى الصنف الذي تكون[1] :(3.3)تعريف الصنف الرئيسي

1 نرمز لو بـ صنف رئيسيب . 
ليكن[1] :(2.3)مبرىنة

F  مميز الحقل التربيعيF  ولتكنf  صيغة تربيعية أولية مميزىا
F ،نعرف المجموعة :ل 

 

*

: there is odd prim p  and 1
F

F

F

Z
U m m

Z p


     
                                         

  

 : اً التالي محقق يكون عندئذ
(a  المجموعة

F
U 

زمرة جزئية  في   
*

F

Z

Z

 
   

 . 

mو إذا كان Z  بحيثgcd( , ) 1Fm    يمثل )ليس بالضرورة بشكل خاص ( بصيغة تربيعية مميزىا
F 

عندئذ
F

m U  . 

(b  العناصرتشكل
*

F

Z
m

Z

 
   

بحيث تمثل بصنف رئيسي مميزه  
F   زمرة جزئية

F
H   في

F
U  . 

(c الصفوف الملاصقة
F

H   في
F

U  عمى وجو التحديد ىي  : 

        

*

: ( , ) (mod ) for some x,yf F

F

Z
L f x y Z

Z

   
                                      

 

كل صيغة تربيعية أولية  مميزىا   fبحيث 
F. 

(d تنتمي الصيغتان,f g  والتي ليما المميز 
F  إلى نفس الصنف إذا وفقط إذا كانf gL L . 

مميزه  اً تربيعي حقلاً  Fليكن [1] :(3.3)مبرىنة
F  يقبل القسمة عمىr : عدد أولي مختمف عندئذ التالي محقق 

(a   قسمي 
F

h 12صف تكافؤ خاص من الصيغ إلىr صنف يحوي
12

F
r

h


نرمز صف من الصيغ في كل صنف   
لأسرة ىذه الأصناف  بـ

F
G والتي تشكل زمرة جزئية  في

F
C  . بالنسبة لتركيب الصيغ وفق قانون ديريخميو 

(b    إنF

F

F

U
G

H





      12و
F

rG 

   . 
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إن غاوس لم يبرىن فقط النظرية السابقة ولكن برىن أيضا أن الصنف الرئيسي يحوي بالضبط مربعات الصيغ التربيعية 
(، أي duplication or squaring theoremتركيب ديريخميو تدعى أحيانا بنظرية التربيع أو المضاعفة )وفق قانون 

مميزه حقلًا تربيعياً  Fإذا كان 
F و  2يرمز إلى الصنف الرئيسي عندئذ

F
C . 

Fو Fمميز حقل تربيعي  Fليكن [1]: (4.3)مبرىنة 

F

U
J

H




  2وp  2لا يقسمعدد أولي F  عندئذ

p J إذا وفقط إذا كانpيمثل بصيغة تربيعية مختزلةf مميزىاFفي الصنف المقابل لـJ  . 
 [7]   :(5.3)مبرىنة

]لتكن   , , ]f a b c حيث صيغة تربيعية ( ) 0f  1تمثل العدد عندئذ[ , , ]f a b c تكافئ صيغة رئيسية.   
 مبرىنات مساعدة في الدراسة: -4

....,1لتكن  [6] :(1.4)مبرىنة  rm m أولية فيما بينيا مثنى مثنى عندئذ جممة التطابقات  اً أعداد(mod )i ix a m  
1ليا حل وحيد بالمقاس i=1,..,r ,حيث  2... rM m m m . 
 عندئذ رمز ليجندر يعرف بالشكل :  pعندئذ aلا يقسمpو اً صحيح اً عددaو ا  أولي ا  عددpليكن  [6]  :(1.4)تعريف

                     1  , if  is  a quadratic residue of p
 

1,if  is a quadratic nonresidue of p

aa

ap

  
  

  
  

 
عندئذ :   aلايقسمp و  اً موجب اصحيح اً عدد aو  اوليأ اعدد pليكن [6]  : (2.4)مبرىنة

1

2 (mod )
p

a
a p

p


 

 
 

 . 

عددين أوليين فرديين عندئذ :  qو pيكنل[6]  :(3.4)مبرىنة 
1 1
.

2 21
p qp q

q p

   
   

  
 

 

أي:                      
      :  p 1 ( m o d 4 )   p 1 ( m o d 4 )

 :  i f    p 3 ( m o d 4 )                  

p
or

qp

q q
q

p

  
   

    
  

      
 

 

kمن التربيع و ليكن  احر  اموجب اعدد dليكن [6] :(4.4)مبرىنة kp q   المقارب من المرتبةk  لمكسر المستمر
الحل الموجب ف ازوجي عددا nعندئذ إذا كان  dطول الدور لمكسر المستمر لمعدد   nوليكن   dلمعدد 

2لممعادلة الديوفانتية  2 1x dy   1ىو 1,jn jnx p y q    1,2حيث,...j  والمعادلة الديوفانتية
2 2 1x dy    ليس ليا حل ، أما إذا كانn ً2تكون المعادلة الديوفانتية ف اً فردي عددا 2 1x dy   قابمة لمحل

2وحميا 1jnx p   2و 1jny q   2وحمول المعادلة 2 1x dy   ىي   2 1 1 2 1 1
,

j n j n
x p y q

   
    حيث

1,2,...j  . 
2بدراسة الصيغة التربيعيةبعد كل ما تقدم سنقوم  2( , ) 2f x y ax bxy kay    0حيثk   والتي مميزىا

2يساوي  24( )b ka    2بحالة 2b ka q  (qومن أجل  قيم ) عدد أوليq التي يكون من أجميا
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4 2qh    4أي يوجد صفي تكافؤ من الصيغ التربيعية و التي مميزىا يساويq  معتمدين في ذلك عمى قابمية الحل
2لممعادلة  22 1ax bxy kay    ( 0)k   فيZ . 

 مراحل الدراسة : -5
2: نقوم بإيجاد حمول المعادلة  أولا 2b ka q   .و وضع قائمة بالصيغ الموافقة ليا 
:  نحدد عناصر  المجموعة ثانيا

4qU  وذلك بالاستفادة من رمز ليجندر و قانون التربيع العكسي حيث أن 

   
 

1

2
1

mod 1 ( ) |
2

q

q

p q
p q O p

q

  
   

 

 و 
1 1
.

2 2
4

1
p qq q p

p p q

      
       

     

 

49ونوجد  أسرة الصفوف4qHعناصر نحددثم  

4q

U
H

49وسندرس حالة 

4

2
q

U
H

  وبالتالي يوجد صنف رئيسي

 الصيغة الأخرى .وصنف أخر غير رئيسي يحوي لرئيسية فقط يحوي الصيغة ا
2ونختبر قابمية الحل لممعادلةنأتي إلى الصيغ التي أوجدنا سابقا  ثالثا: 22 1ax bxy kay    إن كانت قابمة

ن وا   تنتمي إلى الصنف الرئيسيومنو  (5.3)حسب المبرىنةالمدروسة تكافئ صيغة رئيسيةلمحل ىذا يعني أن الصيغة 
التي pالأولية  الصنف غير الرئيسي وفي كمتا الحالتين نكون قد حددنا الأعداد منلم تكن قابمة لمحل تكون الصيغة 

2تحقق 22ax bxy kay p  ،حيث أن خوارزمية حل المعادلة  
2 22 1ax bxy kay    0حيثa 

    تعطى بالشكل:  [10]

bنعين العدد -1 q

a


 
 2حيث 2q b ka  . 

0شكل كسر مستمر لا نيائي دوري بالشكل :بنكتب -2 1 1 1 1[ , ,..... , , ,........... ]t t t t l           
n,نحسب المقادير  -3 na b  0حيث 1n t l    : من العلاقتين 

                                      1

2

1 1

(**)
2

n n n n

n n n n n n

b b a

a a b a



 



 

   


   

  

1عمما أن : 0 0, ,a ka a a b b   . 
1فإن المعادلة تكون قابمة لمحل ويكون 1يساوي naإذا كان عمى الأقل أحد المقادير 1( , )n nA B    حلا ليذه المعادلة

1حيث
1

1

n
n

n

A
C

B





  مقارب لـ ذا لم يساو أي من المقادير فإن المعادلة تكون غير قابمة  1العدد na، وا 

 لمحل .
3kمن أجلعمى حالتين الأولى قمنا بتطبيق دراستنا   19وq 2ن أجلوالثانية مk 43وq ،  خلال ومن

يمكن حساب رتبة زمرة صفوف تكافؤ الإيديالات لمحقل التربيعي [20] الرابط المباشر منو  [19]الموقع  Q d  
أجل الحقمين التربيعيين من 19Qو 43Q  وكل من  1لدينا رتبة زمرة صفوف تكافؤ الإيديالات تساوي

2المعادلتين  219 1x y   2 243 1x y    ليس ليا حل فيZ (3.2)و (4.4)ومنو حسب المبرىنين 
172يكون رتبة زمرة صفوف تكافؤ الصيغ من أجل   76و   2ىي . 

3kمن أجل    19وq  يكون  : 
2 23 19b a   1ومنو ,  4a b     1الصيغ الموافقةو 2[1,8, 3], [1, 8, 3]f f      

3و 4[ 1,8,3], [ 1, 8,3]f f    وبالتالي كل صيغة تكافئ معكوسيا   2رتبة زمرة الصفوف تساوي  وبما أن
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1~f f 2أي 2 21
1 1 2
( , ) 8 3 ( , ) 8 3 ( , )~f x y x xy y f x y x xy y f x y        وأيضا

2 2 21

3 3 4
( , ) 8 3 ( , ) 8 3 ( , )~f x y x xy y f x y x xy y f x y       دراسة وبالتالي يكفي

الصيغتين 
1

f و
3

f  76. ولإيجادU  نحدد الأعداد الأوليةp 76التي تحقق
1

p

 
 

 
19تحققأي 

1
p

 
 

 
 . 

19بما أن 3(mod 4): نميز حالتين 

mod)1الحالة الأولى - 4)p 19: بحسب قانون التربيع العكسي

19

p

p

   
   
  

ومنو  19

19 1
|

2
O p

 أي

 19 | 9O p بالتاليp X بحيث 1,4,5,6,7,9,11,16,17X              : نحل جممة التطابقين 
  

   
1(mod 4)

(mod19) ,

p

p X 




                                               
                                 

 ن حل جممة التطابقين :أنوجد الحل حيث  [6]باستخدام مبرىنة البواقي الصينية
                                                         

   
1 1

2 2

(mod )

(mod )

x b m

x b m






 

 
1 2gcd( , )m m : يعطى بالعلاقة*

1 2 1 2 1 2 1 2(mod )x b m N b m N m m  1بحيثN  تحقق
1 2 11(mod )N m m2وN 2تحقق 1 21(mod )N m m ،من أجل الجممة المعطاة

1 1 11, 4, 3b m N    
و 

2 2 2, 19, 5b X m N     ىو وبالتالي الحل* 57 20 (mod76)x   : بالحساب نجد 
 (1الجدول )

17 16 11 
9 7 6 5 4 1  

17 73 49 
9 45 25 5 

61 1 *x 

مجموعة الحمول ىي  * 1,61,5,25,45,9,49,73,17X  

mod)3الحالة الثانية - 4)p 19:عندئذ بحسب قانون التربيع العكسي

19

p

p

   
    

  
19ومنو  

1
p

 
 

 
عندما

1
19

p 
  

 
أي  

19( ) 1,3,9O p ومنوp Y : بحيث 2,3,8,10,12,13,14,15,18Y         

                           :   وبحل جممة التطابقين 
                                         3(mod 4)

(mod19) ,

p

p Y 




 

 

1 :من أجل الجممة المعطاة   1 13, 4, 3b m N   و 
2 2 2, 19, 5b Y m N     وبالتالي الحل ىو

* 171 20 (mod76)y   : بالحساب نجد 
 (2الجدول )

18 15 14 13 12 10 
8 3 2  

75 
15 71 51 31 67 27 3 59 *y 

مجموعة الحمول  ىي  59,3,27,67,31,51,71,15,75Y    وأخيرا من الحالتين الأولى والثانية ينتج أن:  
 * *

76 1,61,5,25,45,9,49,73,17,59,3,27,67,31,51,71,15,75U X Y   : والمميزات العامة ىي
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 1

1 1
( )p sign p

p p


    
    
   

و   2

19
p

p


 
  
 

76Uمنpيضم العناصر76Hومنو الصنف الرئيسي 

19التي تحقق
1

p

 
 

 
1و

1
p

 
 

 
أي 76 1,61,5,25,45,9,49,73,17H  

76أسرة الصفوف الملاصقة و  

76

U
H

  مكونة من صفين ىما:  76 1,61,5,25,45,9,49,73,17I H و   
 59,3,27,67,31,51,71,15,75J  2ن أجل الصيغة موالآن     2

1
( , ) 8 3f x y x xy y    نختبر إن كانت

2ىل تقبل المعادلةأم لا،أي   1 دمثل العدت 28 3 1x xy y    ؟  
2 نطبق خوارزمية الحل :  2 4 19

3, 1, 4, 3 19, [0,2,1,3,1,2,8]
1

k a b b a 
 

       

و لنضع 
1 0 03, 1, 4a a b     التالي : (3)ونرتب النتائج في الجدول (**)نعوض في 

 (3الجدول )
ia ib i i 

 

ia ib i i 

2 3 3 3 

 

3 

  

 
 1 

5 3 1 4 

 

1 4 0 0 

3 2 2 5 

 

3 4 2 1 

1 4 8 6 

 

5 2 1 2 

                                                
1نلاحظ أن

i
a   0,6من أجل كلi   و

1
( 1 , 0 ) 1f  2ومنو المعادلة 28 3 1x xy y    قابمة لمحل 

2من أجل الصيغةو 76أي تكافئ صيغة رئيسية مميزىا 2

3
( , ) 8 3f x y x xy y    ندرس المعادلة

2 28 3 1x xy y     2أو 28 3 1x xy y    2و بما أن 2 2 28 3 8 3x xy y x xy y     ندرس
2المعادلة  28 3 1x xy y  ( 3من الجدول )1

i
a  0,6من أجل كلi و

1
(1,0) 1f   و من أجل

6
1a 

5 نجد 5 5
133

52
C A B و

1
(133,52) 70313 1f   2أي 28 3 1x xy y      غير قابمة لمحل ومنو

2الصيغة  2

3
( , ) 8 3f x y x xy y    76لا تكافئ صيغة رئيسية مميزىا . 

2,19pإذا كان نجد بعد ىذه الدراسة    : عدد أولي عندئذ 
      

2 28 3 1,61,5,25,45,9,49,73,17(mod76)x xy y p p                       
                 2 28 3 59,3,27,67,31,51,71,15,75(mod76)x xy y p p               

    
2kالحالة الثانية من أجل  - 43وq  يكون : 

2 22 43b a   3ومنو ,  5a b    1الصيغ الموافقة [3,10, 6]f  2و [3, 10, 6]f   و
3 4[ 3,10,6], [ 3, 10,6]f f      1وبالتالي 2إن رتبة زمرة الصفوف تساوي~f f   

 
   2 2 2 21

1 1 2
( , ) 3 10 6 ( , ) 3 10 6 ( , )~f x y x xy y f x y x xy y f x y                      

 وأيضا
  2 2 21

3 3 4
( , ) 3 10 6 ( , ) 3 10 6 ( , )~f x y x xy y f x y x xy y f x y                  
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وبالتالي يكفي دراسة الصيغتين 
1

f و
3

f  172ولإيجادU  نحدد الأعداد الأوليةp 172التي تحقق
1

p

 
 

 
تحققأي  

43
1

p

 
 

 
  

43بما أن  3(mod4) نميز حالتين: 
mod)1الحالة الأولى  4)p 43: بحسب قانون التربيع العكسي

43

p

p

   
   
  

ومنو   43 | 21O p بالتاليp X

بحيث 1,4,6,9,10,11,13,14,15,16,17,21,23,24,25,31,35,36,38,40,41X     
 نحل جممة التطابقين :   

                                1(mod 4)

(mod 43) ,

p

p X 




 

                                 

1 1 11, 4, 3b m N   و
2 2 2, 43, 11b X m N    وبالتالي الحل ىو* 57 20 (mod76)x     

 :بالحساب نجد 
 

 (4الجدول )
 

13 11 
10 9 6 4 1  

13 97 53 9 49 133 1 *x 

24 
23 21 

17 16 15 14 

 

153 109 21 
17 145 101 57 

*x 

41 
40 38 36 35 31 25 

 

41 
169 81 165 121 

117 25 

*x 

 
:( مجموعة الحمول ىي 4من الجدول )

 1,133,49,9,53,97,13,57,101,145,17,21,109,153,25,117,121,165,81,169,41X  

mod)3الحالة الثانية 4)p  43التربيع العكسيعندئذ بحسب قانون

43

p

p

   
    

  
43نووم

1
p

 
 

 
أي  عندما 

43( ) 1,3,7,21O p ومنوp Yبحيث 2,3,5,7,8,12,18,19,20,22,26,27,28,29,30,32,33,34,37,39,42Y  
 وبحل جممة التطابقين  : 

                                 3(mod 4)

(mod19) ,

p

p Y 




 

 

من أجل الجممة المعطاة :  
1 1 13, 4, 3b m N   و

2 2 2, 43, 11b Y m N     ىووبالتالي الحل
* 387 444 (mod172)y    : بالحساب نجد 

 (5الجدول )
18 12 

8 7 5 3 2  

147 55 51 7 91 3 131 

*y 

29 28 27 26 22 
20 19  
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115 71 27 155 151 63 19 

*y 

42 
39 37 34 33 32 30  

171 39 123 163 119 75 159 

*y 

                                                   
( مجموعة الحمول ىي : 5من الجدول )

 * 131,3,91,7,51,55,147,19,63,151,155,27,71,115,159,75,119,163,123,39,171Y 

*وأخيرا من الحالتين الأولى و الثانية نجد أن  *

172U X Y   

172

1,133,49,9,53,97,13,57,101,145,17,21,109,153,25,117,121,165,81,169,41,

131,3,91,7,51,55,147,19,63,151,155,27,71,115,159,75,119,163,123,39,171
U

 
  
 

والمميزات العامة ىي :  1

1 1
( )p sign p

p p


    
    
   

و   2

43
p

p


 
  
 

 172Hومنو الصنف الرئيسي 

43التي تحقق 172Uمن pيضم العناصر
1

p

 
 

 
1و

1
p

 
 

 
أي :                                         

 172 1,133,49,9,53,97,13,57,101,145,17,21,109,153,25,117,121,165,81,169,41H 

172و أسرة الصفوف الملاصقة  

172

U
H

 مكونة من صفين ىما : 

 172 1,133,49,9,53,97,13,57,101,145,17,21,109,153,25,117,121,165,81,169,41I H 

 : و الصف الأخر 
 131,3,91,7,51,55,147,19,63,151,155,27,71,115,159,75,119,163,123,39,171J 

)الآن نختبر قابمية الحل لممعادلةو  , ) 1 if x y   1,3وi  . 
2  من أجل الصيغة  2

1
( , ) 3 10 6f x y x xy y  فنجد نطبق خوارزمية الحل ،أم لا 1ر إن كانت تمثل العددنختب: 

        2 2 5 43
2, 3, 5, 3 43, [0,1,1,12,1,1,3,1,5,1,3]

3
k a b b a 

 
       

لنضع و 
1 0 06, 3, 5a a b     (:  6نرتب النتائج في الجدول )و   (**)نعوض في 

 
 (6الجدول )

ia
 

ib
 

i
 

i
 

 

ia ib i i 

6 1 1 5 

 

6 

 

 
 

 1 

3 5 3 6 

 

3 5 0 0 

9 4 1 7 

 

6 
5 1 1 

2 5 5 
8 

 

7 1 1 2 

9 5 1 9 

 

1 6 12 3 

3 4 3 

10 

 

7 6 1 4 
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أن  (7)من الجدول  نلاحظ
3

1a   و
2 2 2

1 2C A B  و
1
(1,2) 1f    أي المعادلة

2 23 10 6 1x xy y   2غير قابمة لمحل لذلك الصيغة 2

1
( , ) 3 10 6f x y x xy y    لا تكافئ صيغة

2من أجل الصيغة،و رئيسية 2

3
( , ) 3 10 6f x y x xy y    2ندرس المعادلة 23 10 6 1x xy y      أو

2 23 10 6 1x xy y     2و بما أن 2 2 23 10 6 ~ 3 10 6x xy y x xy y     ندرس المعادلة
2 23 10 6 1x xy y    1وىي قابمة لمحل كما وجدنا من الحالةi   2أي 23 10 6 1x xy y     قابمة

2لمحل ومنو الصيغة  2

3
( , ) 3 10 6f x y x xy y    172تكافئ صيغة رئيسية مميزىا  . 

2,43pإذا كان  ومنو نجد   : عدد أولي عندئذ 
                                2 23 10 6    (mod172)x xy y p p       

 بحيث 
      131,3,91,7,51,55,147,19,63,151,155,27,71,115,159,75,119,163,123,39,171                 
 وأيضا : 

                       2 23 10 6    (mod172)x xy y p p       
 بحيث

        1,133,49,9,53,97,13,57,101,145,17,21,109,153,25,117,121,165,81,169,41           
 

 و التوصيات : الاستنتاجات
 توصمنا في بحثنا ىذا إلى إيجاد الأعداد الأولية التي تمثل بصيغ تربيعية ليا الشكل

  (   ) 4qأجل حالة من                     (q وعدد الصفوف )عدد أولي      
وب سمأسموب مشابيو للأب 2أكبر من  و متابعة ليذه الدراسة نوصي بدراسة تمثيل الاعداد من أجل حالة عدد الصفوف

 الذي اعتمدناه في بحثنا ىذا . 
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