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 ممخّص  
 

, وىذه  وفي الفضاء الموزّن      ندرس في ىذا البحث بعض العلاقات في الفضاء
في  الدالةمع نظيم نفس    يمنحنوغير الموزّن ( عمى الموزّن )      في الفضاء  الدالةالعلاقات تربط بين نظيم 
 .   السوية يمنحننفس الفضاء ولكن عمى 
ومعامل الاستمرار عمى    المفتوح  يمنحنعمى الدالة ل الاستمرار لمالمساواة بين معام وقد تمت دراسة

 .    اءفي الفض  المغمق  يمنحنال
 
 

  , منحنى السوية , فضاء : معامل الاستمرار الكممات المفتاحية
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  ABSTRACT    

 

In this study  we discuss  some relations in   space and in weighted space  

; these relations are between the norm of the function     in the space      on 

the curve    and the norm of the same function in the same space, but on the level curve   

Also the equivalence between the module of continuity of function in      and  

 would be studied . 
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 :مقدمة
حل  إلىالوصول  فيدورا أساسيا تندرج ضمن المبرىنات التي تمعب نتائج ىذا البحث  أن إلىنشير في البداية 

نظرية تقريب الدوال العقدية والتي تتمخص  أساسياتانطلاقا من  لذلك  ,بعض مسائل نظرية تقريب الدوال العقدية
  :بالآتي

 فضاء الدوال المقرب-1
 ود التي تشكل وسيمة التقريبكثيرات الحد أسرة -2
 معامل الاستمرار الذي يفيد في تقدير درجة التقريب-3

مستخدمين   و فضاء دوال ليبغ واسع من الدوال وىفضاء قمنا في ىذا البحث بدارسة بعض العلاقات في 
  النتائج المرجوة. إلىجل الوصول أ, من  النظيم الشيير في ىذا الفضاء

بين  التي تعطي العلاقة  بعض المتراجحات في المستوي العقديأثبتنا في ىذا البحث   تحديدا رأكثوبشكل 
السوية   يمنحنعمى   في الفضاء   وبين نظيم نفس الدالة     يمنحنعمى ال     في الفضاء    نظيم الدالة

 أدخمنا في  يمنحنومن أجل حالات مختمفة لم ىذه المتراجحات من أجل حالات مختمفة لمدالة  أوجدنا, وقد   
معامل  و  الفضاء علاقة بين معامل الاستمرارية فيحصمنا عمى  وقدمفيوم معامل الاستمرار  النتيجة الأخيرة

وفق تحويل جوكوفسكي  يمنحنلاالذي يشكل صورة  يمنحنىو ال  حيث إن   فضاء الاستمرار في ال
 . العكسي

 
 أىمية البحث وأىدافو:

 :المتراجحة  إلىاليدف الأساسي في ىذا البحث ىو الوصول 
  

 الحالات الآتية : في
  .    المفتوح يمنحنخارج ال يقعالمستوي العقدي الذي  الجزء من ىو    حيث إن     

فضاء سميرنوفدالة من   )  PE) . 
 .     المغمق يمنحنىي المنطقة الواقعة خارج ال  حيث إن         
 . دالة من دوال  فضاء سميرنوف الموزّن (  )         
 .   المغمق   يمنحنال داخلىي المنطقة الواقعة   حيث إن         
 .   يشكل محيطاً لممنطقة  مغمق  منحن    حيث إن         

 مفتوح . ىو منحن   حيث إن             
      العلاقة : إلىفيو الوصول  الآخرأما اليدف 

ن إحيث   ,, fvp رار لمدالة مىو معامل الاستf في فضاء ليبغ الموزن 
و  ,fp ىو معامل الاستمرار لمدالةf 
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   : البحث ومواده ائقطر 
غة نظرية بالبحث يقع ضمن اختصاص الرياضيات وبشكل خاص ضمن التحميل الرياضي وىو يممك ص

 . لداليالتحميل او  بشكل عام نظرية الدوال العقديةتستخدم فيو طرائق نظرية تخص 
 تعاريف ومفاىيم أساسية : 

 Gو ىي متممة Gولتكن  منطقة وحيدة اتصال في المستوي العقدي تحوي  -لتكن 
الحدود المشتركة لنرمز بـ  zw  لمدالة التي تحول بشكل محافظ خارج قرص الوحدة  إلىD  بحيث يحقق

    و 
0lim 

 z

z

z

 

   1 السوية  يمنحن   : تعريف 
   :المعرف بالشكل التاليGالسوية لـ  منحنل  1نرمز بـ 

  11;1    tt  
;1السوية بالرمز     لمنحنياتسوف نرمز في كل المبرىنات القادمة    او بـC 

  .     فضاء الدوال    :[2] ف تعري
والتي من أجميا   , لأسرة كل الدوال العقدية المقيسة عمى   ,       سوف نرمز بــ  

 قابلًا لممكاممة ليبيغياً  , أي :  يكون 

 
 ي ىذا الفضاء بالشكل : ويعرّف النظيم ف

 
 

 .   الموزّن  فضاء الدوال  :[3] تعريف 
لفضاء ليبيغ      , سوف نرمز بــ  دالة وزن ) دالة غير سالبة وقابمة لممكاممة ( عمى   لتكن 
 والتي من أجميا :  المقيسة عمى    وىو مجموعة الدوال     الموزّن عمى 

 
أنو من أجل  نلاحظ    1ZV   فإن     . 

 .    سميرنوف  دوال  صف  [2]: تعريف
حيث     صف سميرنوف   إلىمنتمية    تكون الدالة p1المنطقة في كانت تحميمية إذا 

  وتحقق 
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                                  
 r

dzzf
p

r

sup
10

 

ىي صورة الدوائر  rن إحيث  rzz :وحدة قرص ال وفق الدالة التي تحولD المنطقة  إلىG 
ويمكن لمميتمين ايجاد تعريف ليذا الصف .   عرّف في الفضاء  ميعرّف في ىذا الفضاء النظيم ال

 [5]و [4]في  أخرىبصياغة 
 .    : [3]بالشكل دوال  سميرنوف الموزّن  صف  يعرّف    :  تعريف

 
كان   إذا  إن :نقول آخركل بش GEVf P. 

 .     دوال الوزن  صف: [1]  تعريف
الذي يممك طولا محدودا  منحنالعمى  المحدودةالمقيسة و   ىي أسرة جميع الدوال   الأسرة  

(rectifiable)     أي   محدوداً في الفضاء  اً مؤثر   والتي من أجميا يكون تكامل كوشي الشاذ  ,
 ن : إ

 
 حيث إن : 

 
 س .ري منحنيات صف:   تعريف

كان تكامل كوشي الشاذ  إذا  ريس  تمنحنياأسرة  إلىنو ينتمي إ   ذي طول محدود نقول عن منحن
 كان : إذا, أي   محدوداً في الفضاء 

 
 

 النتائج والمناقشة :
إذا عندئذ   , بحيث      CG=و ذو طول محدود منطقة محيطيا    لتكن  :[1] مبرىنة 

ومن أجل كل   و من أجل أيفإن    نتكا R,1  : يكون 

 
 من ىذه المبرىنة سوف نثبت مجموعة من المبرىنات والنتائج كما يأتي :       
  : فإن  ,  ,   كان   إذا   : نتيجة 

 
 يكون :   منو ومن المبرىنة    فإن   أن  بما :  الإثبات
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 وىذا يعني أن : 

 
عندئذ   ىي المنطقة الواقعة خارج   و  يممك طولا محدودا)قوس( اً مفتوحاً منحن     ليكن : مبرىنة 

ومن   عندئذ من أجل أي   و  ,  ,                 دالة من أجل أية
أجل كل  R,1   تتحقق المتراجحة  : 

 
   نستخدم تحويل جوكوفسكي العكسي  من أجل الإثبات: الإثبات

   2و  2-في المستوي العقدي تقعان في النقطتين   يمنحنفرضنا أن نيايتي ال إذاالمبرىنة  لن تتأثر عمومية
   Cمغمق منحن إلى  المفتوح  يمنحنف ينقل الو تحويل جوكوفسكي العكسي س أنعندىا [1]من الواضح 

      C خارج  إلىسينتقل يحوي داخمو الصفر كما أن خارج  

من الواضح أن  لدينا         GE
t

ttftf P

P
 



1

2
1  نإحيث    11

  ( يكون:اندراشكا التي تسمى مبرىنة) 1 مبرىنةالمنو ومن   Cخارج -  

   
 1

2

CL

P

CL PP

fRf  


 

         

 
 

 2

11

1

1

11

1

2
1

1








































































P

P

L

p
P

p

c

P
p

c

P
p

c

P

CL

fdzzf

ttdttfdt
t

ttfdttff


 

 وبالشكل نفسو نثبت أن :
   

 3
 

 
PP LCL

ff  

 :  ينتج   و    و       العلاقات من
   

 دوال سميرنوف الموزّن :صف  التي تخص النتيجة الآتية  نحصل عمى   المبرىنة بالاعتماد عمى
 .     و    ىي المنطقة الواقعة خارج     اً مفتوحاً ويمنحن    ليكن   :  نتيجة 

 :  فإن  ,  ,   كان    إذا

 
      ولتكن   بحيث    يممك طولا محدودا محيطيا    وحيدة اتصال  منطقة    لتكن  : مبرىنة 

أي  ىي خارج   GC ومن   عندئذ من أجل أي    كان   ,إذا
أجل كل  R,1    : تتحقق المتراجحة 

 
 Gالسوية لممنطقة  تمنحنياىي Cن إحيث 
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لممنطقة    وفقاً ليذا التحويل و    لصورة       رمزنا بــ  فإذا .  لنأخذ التحويل     : الإثبات
    إلىسوف تتحول    المنطقة  فإن       ذ  باستخدام التحويلعندئ في المستوي       الواقعة خارج 

 عندئذ  :     لنرمز بــ     .
 يكون :  ممبرىنة ل استندا    فإن      بما أن

 
 

 
 

 4
2

CL

P

CL PP

tfRtf  


 

 
 لدينا :و 

 

 
 ن :إأي 

 
بنفس الطريقة  نثبت  أن                            

 
   

CLCL PP

zftf  

 يكون : (4)منو ومن العلاقة 

 
 الآتيةنحصل عمى النتيجة (  1النتيجة ) إثبات( وباستخدام طريقة (3بالاعتماد عمى المبرىنة

   فإن,    ,   : إذا كان :  نتيجة 
                                   . 

 .    فإن     الصف إلى     الوزن انتمت دالة إذا:    مبرىنة مساعدة
ىي المنطقة المحاطة   و     ريس  تمنحنيا صف إلى منتميااً مغمقاً منحن    ليكن   : مبرىنة 

ومن    عندئذ من أجل أي  و ,    ,  كان   إذا.  يمنحنبال
أجل كل  R,1   تتحقق المتراجحة  : 

 
 :  فإن     و     أنبما :  الإثبات

     5

1

















p

C

p
dzzVzf  
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 ولدينا 

 

 
 ومن المبرىنة المساعدة ينتج أن : (5) من العلاقة 

 
 . الأمر الذي يعني أن :  

وجد ت وبالتالي موجود   يمنحنعمى ال أن تكامل كوشي الشاذ لمدالة  إلى بريفالف  مبرىنةحسب  وىذا يؤدي
    و       و      بحيث إن  و      ن ادالت

 :  [1] حيث إن.

fSff C
2

1

2

1
  

fSff C
2

1

2

1
  

 ذه العلاقات الشييرة تسمى علاقات سوخوتسكي()ى
 : فإن    منو ومن كون 

   
 6

CLCL PP

ff   

   
 7

CLCL PP

ff   

 : المتراجحة    من النتيجة تتحقق     بالنسبة لــ  -

   
 8

,

2

, VCL

P

VCL PP

fRf  


 

 يكون :  من النتيجة  ف   بالنسبة لــ    أما -

   
 9

,

2

, VCL

P

VCL PP

fRf  


 

 ينتج أن :   و و (6)و  من العلاقات  
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المغمق  يمنحنلم    , ولنرمز بــ 2و -2 نيايتاه عند النقطتين  عتق يممك طولا محدودا اً مفتوحاً منحن ليكن  -
وليكن    [1],  أو    : وفقاً لتحويل جوكوفسكي العكسي     الذي يمثل صورة

 :الآتيةندخل في دراستنا الرموز .
 : ث إنحي   إلىنتمي ت من الواضح أن ىذاه الدالة    بــ   رمزن -

 . 
 . خارج الدائرة الواحدية  إلى  المفتوح يمنحنلمتابع الذي يحوّل خارج ال    ـنرمز بـ -

 . التابع العكسي لــ         
 . خارج الدائرة الواحدية  إلى  المغمق  ينمنحاللمتابع الذي يحوّل خارج   بــ   نرمز  -

 .التابع العكسي لــ     
 :  [1]بالشكل معامل الاستمرارية لمتابع  يعرف-

 
 .     حيث إن : 

 بالشكل : لفضاء في ا ونعرّف معامل الاستمرارية لمتابع 
     

 VCLh

h

VP
P

tftff
,, sup, 



 


  

 .   حيث إن :   
 :   ومعامل الاستمرار لمدالة  لمدالة قة بين معامل الاستمرارالعلا تعطينا  الآتيةالمبرىنة   

 : فإن  إذا كان    : مبرىنة 

 
 أن : إثباتالمطموب : ثبات الإ 

 

 
 

 يأتي : كما و   وبالتالي العلاقة بين   و    وبين     و  لذلك نوجد أولًا العلاقة بين  
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 (جوكوفسكي)                                                                 

                                                                                       
 

  
                                                             

                                                      
 الشكل 

 : إلىنستطيع بسيولة التوصل   من الشكل 

 
 ن : إأي 

 
 لدينا :  و   لــ  أما بالنسبة 

 
 منو يكون و     فإن  فإذا كانت 

 
 لدينا :

 
 و

 
 منو يكون :
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 :ع تعميم ىذه المبرىنة من أجل معامل الملاسة بالطريقة نفسيا نستطي

 
 :ومعامل الملاسة 

 
 :الآتية  المبرىنة إثباتأي 

 يكون :   من أجل    : مبرىنة 

 
 .  وجدنا أن     ةمن المبرىن  :الإثبات 

 
 أن : إلىنستطيع التوصل  نفسو الشكلب و

 
                                                ن :وأ
 

 منو وبتكرار نفس خطوات المبرىنة السابقة نحصل عمى :

 
 

 :الاستنتاجات والتوصيات
عقدية ي وخصوصاً في مجال تقريب التوابع الىذه النتائج يمكن توظيفيا في عدة مجالات من التحميل الرياض إن

 .اورليتش صف  سميرنوف  مثلأخرى  صفوف تابعيةنتائج مشابية في  ويمكن أن نبحث في
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