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 عدد السيطرة في الجداء الديكارتي لحمقتين 
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 ممخّص  
 

 . A(D)ومجموعة الأقواس  V(D)مع مجموعة الرؤوس  n  بيان موجو من المرتبة D( V, A )ليكن البيان  
إذا  Dمجموعة سيطرة لمبيان الموجو  Sنسمي , V(D) رؤوس البيان  مجموعة جزئية  منمجموعة  S  ولتكن

 . D (u , v)بحيث أن   Sمن رؤوس المجموعة    uيوجد رأس  v D – Sكان من أجل كل  رأس 
 عدد عناصر أصغر مجموعة سيطرة. ىووالذي   (D)بـ   عدد السيطرةيرمز ل

قوس حيث أن كل رأس يتصل مع الرأس الذي  nرأس و  nلو  ىي بيان موجو nالحمقة الموجية من المرتبة 
 يميو و الرأس الأخير يتصل بالرأس الأول .

  m=9في حالة    Cm x Cnفي ىذا البحث سوف نحسب عدد السيطرة لمجداء الديكارتي لحمقتين موجيتين 
 .عدد كيفي  nو  m=10و 

 
 

 ., عدد السيطرةمجموعة السيطرة , الجداء الديكارتي,ويموج حمقةالكممات المفتاحية: 
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  ABSTRACT    

 

Let   D(V, A) be a digraph of order n. V(D) and A(D) refer to the vertex and arc 

sets, respectively.  
 A subset S of vertex set V(D) is a dominating set of  D  if for each vertex vD – S 

there exists a vertex u S such  that (u, v) is an arc of D. 
The domination number of D, (D), is the order of a smallest dominating set of D. 

 Directed  cycle  of order  n  is a directed  graph has  n  vertex  (u0 ,u1 ,…….., un-1 ) 

 and  n  arc:  

i  ≤  n-2 }  U { (n-1,0)  }.  (i,i+1): 0 ≤ = { A(Cn) 
In this paper we calculate the domination number of the Cartesian  product of 

two  directed cycles Cm and Cn for m = 9, 10 and arbitrary n. 
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 مقدمة:
 . A(D)ومجموعة الأقواس  V(D)بيان موجو لو مجموعة الرؤوس  D(V,A)ليكن

أو    u=v  إذا  vأنو يسيطر عمى الرأس  uنقول عن الرأس  V(D)من مجموعة الرؤوس   u , vليكن الرأسين 
 .  A(D)  uvإذا كان 

 . Dأنيا مجموعة سيطرة في البيان الموجو  Sنقول عن  V(D)مجموعة جزئية من مجموعة الرؤوس  S لتكن
 . A(D)  uvبحيث يكون   S  uأو أنو يوجد رأس    S  vإما V(D)    vكل رأس  من أجل إذا كان

 .  (D) يرمز لوبعدد السيطرة و  Dعدد رؤوس أصغر مجموعة سيطرة في البيان  ىسمي
 V(n)  {n-1,.……,0,1,2}= ليا مجموعة الرؤوس nمن المرتبة  Cnعرف الحمقة الموجية ت

  i  ≤  n-2 }  U {  (n-1,0)  }  ( i ,i+1 ):0 ≤ = { A(Cn) ومجموعة الأقواس      
 (.1الشكل ) C 5مثال: الحمقة 

 
              4          3          2          1           1        

 C 5يبين الحمقة   (1الشكل  )
 

بأنو بيان   D1×D2الديكارتي لمبيانين الموجيين  نعرف الجداء D1(V1,A1),D2(V2 ,A2)ليكن البيانين الموجيين 
 حيث  A(D)=A(D1× D2)ومجموعة أقواسو   V(D)=V(D1)× V(D2)مجموعة رؤوسو   D(V,A)موجو   

(u1,u2)(v1,v2) є A(D)=A(D1× D2)  نو يوجد قوس موجو من الرأس أي أ (u1,u2)  إلى الرأس(v1,v2) 
 A(D1)  .   (u1,v1) و  u2=v2أو  A(D2)     (u2,v2) و  u1=v1إذا وفقط إذا كان 

 (.2الشكل ) .C4 × C7  مثال:الجداء الديكارتي لمحمقتين الموجيتين  
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 C4 × C7يبين الجداء الديكارتي لمحمقتين الموجيتين     (2الشكل  )

 
عندئذ  n  C و   Cmالديكارتي  لمحمقتين الموجيتين الجداء Cm × Cn  حمقتين موجيتين وليكن  Cn و  Cmلتكن 

Cmنسمي المجموعة الجزئية  i{ 0,1,2,…….,n-1}أياً كانت 
i    من رؤوسCm × Cn  والتي تتضمن مجموعة

 :الرؤوس
 j ≤ m-1  } { ( j,i) ; 0 ≤  بأنيا مجموعة رؤوس العمودi   في الجداء الديكارتي لمحمقتين الموجيتينCm × Cn. 

S ∩ Cm =   كانت إذا
i   Wi    العمود  رؤوس السيطرة الموجودة فيمجموعةi الجداء الديكارتي لمحمقتين  من

 .Wiالمجموعة    عدد عناصر  Si عندئذ نسمي  |Si     |Wi = ليكنو   Cm × Cn الموجيتين 
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 S.  سمسمة السيطرة لمجموعة السيطرة   ( S0,S1,………………..,Sn-1)نسمي 
مع سمسمة  .Cm × Cnأصغر مجموعة سيطرة لمجداء الديكارتي لمحمقتين الموجيتين  Sكانت  إذا [1] في
 فإن : n-1    i,..………,1,2,3 ,0 =جميع قيم  أجلمن  ( S0,S1,………………..,Sn-1)السيطرة   

⎾
   

  

 
 

 
⏋   ≤  Si     ≤    

 
          (1) 

  Cm × Cnالجداء الديكارتي  لمحمقتين الموجيتين تم إيجاد عدد السيطرة في   [5]و   [4]و [3] و [2]و [1] في

السيطرة في الجداء الديكارتي  لمحمقتين  عدد وفي ىذا البحث سوف نحسب .   m= 3,4,5,6,8و كيفي nفي حالة 
 .m=9,10 و  كيفي nفي حالة   Cm × Cnالموجيتين 

 
 أىمية البحث وأىدافو:

يجاد العدد الأقل من الرؤوس اللازمة لمسيطرة عمى بيان موجو إيعالج مشكمة  تكمن أىمية ىذا البحث بأنو
الأكثر تطبيقاً في الحياة يانات الموجية ىي الأكثر صعوبة و كون الب داء الديكارتي لحمقتين موجيتين وبشكل خاص الج

 التي تمت  الدراسات % بالمقارنة مع11الدراسة فييا  تتجاوزالعممية مما يغني ساحة البيانات الموجية التي لم 
 حساب عدد السيطرة لمجداء الديكارتي لحمقتين غير موجيتين [6]حيث تم في  موجية الالبيانات غير في 

   C8 x Cnو C9 x Cn  . 
يقمل   ص عدد المراكز اللازمة لخدمة قطاع خدمي معينيىذا من الناحية العممية أما من الناحية التطبيقية فتقم

   Cm x Cnوييدف البحث إلى إيجاد عدد السيطرة لمجداء الديكارتي لحمقتين موجيتين  .الجيد التكمفة ويوفر الوقت و 
 عدد كيفي  nو   m=10و m=9في حالة 

 
 طرائق البحث ومواده: 

 . لبيان موجو طريقة البحث عمى الاستفادة من مفيوم مجموعة السيطرة ومفيوم عدد السيطرةتعتمد 
 

 المناقشة:النتائج و 
 :1مبرىنة 

For      n ≡ 0 (mod 3) ,  ( C9 x Cn ) =3n                                                   
For      n ≡ 1,2 (mod 3) ,  ( C9 x Cn ) =3n + 3 

 
 البرىان:
 C9 X Cnمجموعة سيطرة لمجداء الديكارتي لمحمقتين الموجيتين      Sلتكن 

 :ن أحيث    Sسمسمة السيطرة لمجموعة السيطرة  ( S0,S1,………………..,Sn-1)ولتكن 
Si =|  C9

i   ∩  S  |         كل  أجلمن i  { 0,1,2,…….,n-1}   نلاحظ ان كل رأس في العمودC9
i  

C9ن يسيطر عمى رأس واحد فقط في العمود أيستطيع 
i +1      رأس في العمود  وكلC9

i +1    يستطيع أن يسيطر عمى
C9رأسين عمى الأكثرفي العمود 

i +1   وبما أن عدد رؤوس العمود C9
i +1    ( فإن9يساوي ) 
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2)             ) Si + 2Si+1 ≽ 9 

 ⌉   (1)وحسب 
   

  

 
  

 
 ⌉   ≤  Si     ≤    

 
    m=9    2≤ Si  ≤6في حالة  فإنو             

 .    i≤ n-1 ≥0 حيث 
 وبالتالي    Si ≽ 5وبالتالي  Si +4 ≥ 9يكون    (2)فإنو حسب العلاقة     Si+1 = 2كانت   إذا

 Si + Si+1 ≽ 7       أي أننا نحتاج إلى سبعة رؤوس لمسيطرة عمى العمودينi  ,  i +1 . 
 :فإن   i = 0, 1,2,... n-1كانت  أياوفي ىذه الحالة فإنو 
   ∑   

   
    3n        

      وبالتالي   Si ≽ 3وبالتالي    Si +6 ≥ 9يكون   )2(فإنو حسب العلاقة     S i +1 =3كانت   إذا
∑    
   
    3n         

ذاو    Si ≽ 1   وبالتالي   Si +8 ≥ 9يكون   )2)فإنو حسب العلاقة     Si+1 =4كانت  ا 
 .    Si +Si+1 ≥ 6     فإن    Si ≥2كانت   إذا و(1) لمعلاقة فيذا مخالف   Si =1كانت  إذاف

∑وبالتالي   
   
    3n     

   . (2)ولا يوجد حالات أخرى لممناقشة حسب العلاقة 
 ((  c9 x cn الجداء الديكارتي  لمحمقتين الموجيتين  من رؤوس البيان الموجو ))  Ai  لنعرف المجموعة الجزئية

 :فإن   i = 0, 1,2,... n-1أياً كانت  بالشكل :
Ai = {  ( i , j ) , ( i+3 , j ) , ( i+6 , j ) ; 0≤ j ≤ n-1  ,  i=j mod 3 } 

 | An|= 3nنلاحظ أن  { 0,1,2,……,n-1 } = [n] حيث  Ai      An =Ui Є [n] ولتكن
 تتكرر كل ثلاثة أعمدة متتالية.   Anن الرؤوس في أ    n=10( حالة 3نلاحظ كما ىو موضح في الشكل )

 عدا الرؤوس  Anيسيطر عميو بالمجموعة  c9 x cn  فإن كل رأس في nنو أياً كانت قيم ونلاحظ أ
 n ≡ 0 (mod 3)      لا يمكن السيطرة عمييا إلا عندما  ( 0 , 8 )  ,  ( 0 , 5)  ,  ( 0 , 2 )
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 C9 x C10لجداء الديكارتي لمحمقتين الموجيتين      ايبين  (3)الشكل  

    الديكارتي لمحمقتين الموجيتين   مجموعة سيطرة لمجداء   Anفإن    n ≡ 0 (mod 3) كانت  إذا الأولى:الحالة 
c9 x cn وبما أن An|= 3n | و  ∑   

   
  n  وبالتالي c9 x cn البيان أصغر مجموعة سيطرة في An فإن        

 (c9 x cn) = 3( حالة 4. مثال: الشكل )n=9     . 
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 C9 x C9يبين الجداء الديكارتي لمحمقتين الموجيتين       (4)الشكل  

 
 ىي: فإن رؤوس السيطرة في العمود الأخير  n ≡ 1 (mod 3)كانت  إذاالحالة الثانية: 

C9
n-1  ∩  An   ={ (0,n-1) , (3,n-1) , (6,n-1)}  

 دون سيطرة.   (8,0) , (5,0) , (2,0)تبقى الرؤوس بالتالي و 
 S′ = An  U  { (2,0) , (5,0) , (8,0) } لتكن 
  |  ′3n +3    |S =في ىذه الحالة وأن C9 x Cnمجموعة سيطرة لمبيان الموجو ′S إن  

ذاو             في العمود الأخير لمسيطرة عمى الرؤوس  (8,n-1) , (5,n-1) , (n-1,2)  الرؤوس اخترنا ا 
دون سيطرة ولا يمكن  (7,n-1) , (4,n-1) , (n-1,1)   ي ىذه الحالة تبقى الرؤوسف ,(2,0) (8,0) , (5,0)

 : أصغر مجموعة سيطرة وبالتالي   ′S ي أنأ  n-2 و أ  n-1 السيطرة عمييا إلا بثلاثة رؤوس سواء من العمود 
For      n ≡ 1 (mod 3) ,               ( C9 x Cn ) =3n + 3 

  n = 7حالة   (5)مثال: الشكل 
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 C9 x C7يبين الجداء الديكارتي لمحمقتين الموجيتين    ( 5الشكل  )

 
 ىي: فإن رؤوس السيطرة في العمود الأخير  n ≡ 2 (mod 3)كانت  إذا الحالة الثالثة:

C9
n-1   ∩  An   ={ (1,n-1) , (4,n-1) , (7,n-1) }  
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جموعة سيطرة أصغر م  ′S وبنفس المناقشة نجد أندون سيطرة.   (8,0) , (5,0) , (2,0)وتبقى الرؤوس 
 | أي أن   ′3n +3    |S =في ىذه الحالة وأن   C9 x Cnلمبيان الموجو 

For      n ≡ 2 (mod 3)  ,               (C9 x Cn) = 3n + 3 
 n= 8حالة   (6 )مثال: الشكل
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 C9 x C8يبين الجداء الديكارتي لمحمقتين الموجيتين     ( 6الشكل  )

  :2مبرىنة 
For  n ≡ 0,3,17 (mod 20 )  ,  ( C10 x Cn ) =⎾  

 
⏋ 

For  n ≡ 6,9,11,14 (mod 20 )  ,  ( C10 x Cn ) =⎾  
 
⏋ +1 

For  n ≡ 5,8,12,15 (mod 20 )  ,  ( C10 x Cn ) =⎾  
 
⏋+2 

For  n ≡ 1,2,4,7,10,13,16,18,19 (mod 20 )  ,  ( C10 x Cn ) =⎾  
 
⏋+3 

  البرىان:
 كيفي.  nحيث  C10  x  Cnمجموعة سيطرة لمجداء الديكارتي لمحمقتين الموجيتين  Sلتكن  
 ن إحيث    Sسمسمة السيطرة لمجموعة السيطرة   ( S0 ,S1 ,………………..,Sn-1)ولتكن 

Si = | C10
i      ∩  S  |         كل  أجلمن i { 0,1,2,…….,n-1} إنف 

(3)      Si + 2Si+1 ≽ 10 

⎾وحسب 
   

  

 
 

 
⏋   ≤  Si     ≤    

 
                                (1)            

    i ≤ n-1 ≥ 0 حيث     Si  ≤ 6 ≥ 2فإن     m=10 في حالة 
 عندئذ نميز الحالات التالية :

          Si ≥ 6وبالتالي  Si +4 ≥ 10يكون   (3)فإنو حسب العلاقة     Si+1 = 2كانت   إذاالحالة الأولى: 
 Si + Si+1 ≥ 8   وبالتالي

 . i , i+1متتاليين  عمودينرؤوس  رؤوس لمسيطرة عمى ثمانية إلىنحتاج  أننا أي
 فإن    i =  0, 1,2,... n-1كانت  أياوفي ىذه الحالة فإنو 

∑   
   
    ⎾

  

 
⏋  
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     Si ≽ 4وبالتالي    Si +6 ≥ 10يكون   (3) فإنو حسب  Si+1 =3كانت   إذاالحالة الثانية: 
∑ اي أن    Si + Si+1 ≥7    يا    

   
    ⎾

  

 
⏋ 

 Si ≥ 2   وبالتالي   Si +8 ≥ 10يكون   (3)فإنو حسب العلاقة     Si+1 =4كانت  إذاالحالة الثالثة: 
أي أننا    S i+1 Si-1 +Si +  12 ≼وبالتالي ,  Si-1 ≥ 6فإنو حسب الحالة الأولى يكون   Si =2كانت  إذاف
 لمسيطرة عمى ثلاثة أعمدة متتالية وبالتالي اً رأس 12إلى  نحتاج 

∑   
   
    ⎾

  

 
⏋  

 
ذاو  ∑وبالتالي   Si + Si+1 ≥ 7 فإن S i   ≥ 3  كان ا    

   
    ⎾

  

 
⏋ 

 Si ≥ 0وبالتالي    Si +10 ≥ 10يكون    (3) فإنو حسب العلاقة     Si =5كانت   إذاالحالة الرابعة: 
 :عندئذ نميز الحالات التالية

 . Si  ≤ 6  ≥ 2فيذا مرفوض لأنو مخالف لمشرط      Si =1أو Si =0 كانت إذا
ذاو  ∑  وبالتالي    Si + Si+1 ≥ 7 فإن  Si  ≥2  كانت  ا    

   
    ⎾

  

 
⏋ 

 من تمك الحالات الأربعة السابقة نجد أن   (3)ولا يوجد حالات أخرى لممناقشة حسب العلاقة 
 كيفي.فإن  nحيث  C10  x  Cnمجموعة سيطرة لمجداء الديكارتي لمحمقتين الموجيتين  Sكانت   إذا

 ( C10 x Cn ) ≥⎾  
 
⏋ . 

 ) C10  x  Cnمن رؤوس البيان الموجو )الجداء الديكارتي لمحمقتين الموجيتين   A  لنعرف المجموعة الجزئية
 U }  A={ (9i+3,2i) , (9i+6,2i) , (9i+7,2i) , (9i+10,2i) } ; 0 ≤ i ≤  

   

 
 

{(9i+1,2i+1) , (9i+4,2i+1),(9i+8,2i+1)}  ;   0 ≤ i ≤  
   

 
  }                                    

  ⎾= | A |و
 
 يعرف كما يمي: Aحيث أن كل رأس من المجموعة  ⏋

( ,  )   A ,      mod 10       
   n=21حالة  (7)  الشكل
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 تتكرر كل عمودين متتاليين (4,3)والسمسمة  عمود 21من الشكل أن رؤوس السيطرة تتكرر كل  لاحظون
عمود إلى  21فتعود بعد  (4,3)بعد كل تكرار في السمسمة  إلى الأعمى بشكل دوري 1 قدارمورؤوس السيطرة تزاح ب

 كيفي . nحيث   C10  x  Cnعمى جميع رؤوس البيان الموجو تسيطر  Aأن المجموعة كما . حيث بدأت
    n≡   0 ,3,17 (mod 20 )إلا في حالة تبقى دون سيطرة  (9,0) , (5,0) , (2,0) عدا الرؤوس  

 .   (9,n-1) , (5,n-1) , (n-1,2)يسيطر عمييا بالرؤوس  (9,0) ,(5,0) , (2,0)فالرؤوس السابقة 
   n≡   0,3,17 (mod 20 )في حالة 

 . n=20حالة  (8) الشكل 
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 20XC   C10يبين الجداء الديكارتي لمحمقتين الموجيتين    ( 8الشكل  )

 
   n≡   0,3,17 (mod 20 )في حالة  ( C10 x Cn )مجموعة سيطرة لمبيان   A  :نلاحظ أن

  ⎾= | A |وبما أن
 
∑   و   ⏋   

   
    ⎾

  

 
 أصغر مجموعة سيطرة  Aفإن ⏋

  ⎾=  ( C10 x Cn )وبالتالي n≡ 0,3,17 (mod 20 )في حالة  
 
⏋      

 . n=9( حالة 9)الشكل     n≡ 6,9 (mod 20 )في حالة 
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 9XC   C10يبين الجداء الديكارتي لمحمقتين الموجيتين    ( 9الشكل  )

 
C10نلاحظ أن

n-1   ∩  A     يحوي الرأسين(2,n-1) , (9,n-1)         و بالتالي يمكننا السيطرة عمى الرأسين
 دون سيطرة . (5,0)ويبقى الرأس  (2,0) (9,0),

  ⎾= | A1 |ولكن .  C10  x  Cnأصغر مجموعة سيطرة لـ  A1عندئذ تكون   A1= A U {(5,0)}لتكن 
 
⏋+1 
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  ⎾=  ( C10 x Cn ) فإن   n≡ 6,9 (mod 20)في حالة أي 
 
⏋+1        . 

    n≡ 11,14 (mod 20 )في حالة 

 n = 11حالة  (11)الشكل  
0

1

2

3

4

5

6

7

8

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

9

10

 
 11XC   C10يبين الجداء الديكارتي لمحمقتين الموجيتين    ( 10الشكل  )

 
C10نلاحظ أن 

n-1   ∩  A  يحوي الرأسين(2,n-1) , (5,n-1)    بالتالي يمكننا السيطرة عمى الرأسين      و
 دون سيطرة . (9,0)ويبقى الرأس  (2,0) (5,0),

  A2= A U {(9,0) { لتكن
  ⎾=|  A2 |    إن  C10  x Cnأصغر مجموعة سيطرة لـ  A2عندئذ تكون 

 
⏋+1  

  ⎾=  ( C10 x Cn )    فإن n≡ 11,14 (mod 20)أي أنو في حالة  
 
⏋ +1. 

  ⎾=  ( C10 x Cn )  فإن   n≡ 6,9,11,14 (mod 20 )     إذا كانت  ونستنتج أن بالتاليو 
 
⏋ +1 

    n≡ 5,8 (mod 20 )في حالة 
 .  n = 8حالة   (11الشكل ) 
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 8XC   C10يبين الجداء الديكارتي لمحمقتين الموجيتين    ( 11الشكل  )

 
C10نلاحظ أن 

n-1   ∩  A   يحوي الرأس(5,n-1)      (5,0)و بالتالي يمكننا السيطرة عمى الرأس       
 دون سيطرة . (2,0) , (9,0)ويبقى الرأسين 

  . C10  x  Cnأصغر مجموعة سيطرة لـ  3Aعندئذ تكون   A3= A U { (2,0),(9,0) }لتكن  
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  ⎾= | A3 |إن    و    n≡ 5,8 (mod 20 )في حالة     
 
⏋+2                

  ⎾=  ( C10 x Cn )  فإن n≡ 5,8 (mod 20)أي أنو في حالة 
 
⏋ +2   . 

   n≡ 12,15 (mod 20 )في حالة      
  n = 12حالة  (12)الشكل     
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 21XC   C10يبين الجداء الديكارتي لمحمقتين الموجيتين     (12الشكل  )

C10 نلاحظ أن   
n-1  ∩  A حوي الرأس ت(9,n-1)      (9,0)و بالتالي يمكننا السيطرة عمى الرأس   

 دون سيطرة .  (2,0),(5,0)ويبقى الرأسين 
   . C10  x  Cnأصغر مجموعة سيطرة لـ A  4عندئذ تكون   A4 = A U { (2,0),(5,0) }لتكن 

 إن                       و    n ≡ 12,15 (mod 20 )في حالة 
| A4 | =⎾  

 
⏋+2 

  ⎾=  ( C10 x Cn )  فإن n≡ 12,15 (mod 20)أي أنو في حالة  
 
⏋ +2            . 

 .        ( c10 x cn ) =⎾   ⏋+2فإن    n≡ 5,8,12,15 (mod 20 )  وبالتالي إذا كانت
     n≡ 1,2,4,7,10,13,16,18,19 (mod 20 )في حالة 

  دون سيطرة (9,0) ,(5,0) , (2,0)في ىذه الحالة تبقى الرؤوس 
  n = 10حالة  (13) الشكل 
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 01XC   C10يبين الجداء الديكارتي لمحمقتين الموجيتين    ( 13الشكل  )

 
   . C10  x  Cnأصغر مجموعة سيطرة لـ   A5 عندئذ تكون  A5 = A U { (2,0),(5,0) ,(9,0) }لتكن 

  ⎾= | A5 |و     n≡ 1,2,4,7,10,13,16,18,19 (mod 20 )في حالة  
 
⏋+3 

 
 التوصيات:الاستنتاجات و 

جداء الديكارتي لحمقتين موجيتين لقد توصمنا إلى إيجاد عدد السيطرة في ال     Cm × Cn حيث nكيفي في حالة 
 m=9,10 البيانات الخاصةوىدفنا المستقبمي ىو كتابة بعض الخوارزميات التي تعالج مشكمة السيطرة عمى بعض 
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