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 ممخّص  
 
حيث نقوم  مقعرة/ لدوال محدبة  القصوىالنقاط السرجية لمسائل القيم  دراسة استقرار ىوالبحث  من يدفال

أتوش واحد والتي درست من قبل المتحول ال)المقعرة( ذات  ث بتعميم بعض النتائج المتعمقة بالدوال المحدبةفي ىذا البح
المسألة إلى  وذلك بتحويل ةلبيانيا -دراسة العمميات الجبرية فوق/ تحتمقعرة بمتحولين و  /إلى دوال محدبة  و ويتس

 . مقعرة /محدبة  لدالةستخدام الدوال الحدية الدنيا والعميا مسألتين )مسألة قيم صغرى ومسألة قيم عظمى( وىذا يتم با
 
 

, نقطة لبيانيا - , الجداء فوق/ تحتالبياني - فوق/ تحت  , المجموعالبيانتحت  فوق البيان, :الكممات المفتاحية
   .حدية دنيا, دالة حدية عميا ,  دالةةنقطة سرجي , سرجية
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  ABSTRACT    

 

The purpose of the research is to study the stability of the  saddle points of 

min\max problems of convex \ concave functions . In this research we will generalize some 

results related to convex (concave) functions which have been studied by Attouch and Wits 

to convex \ concave functions , besides to studying the epi\hypo graphical algebraic  

operations ,  for that we will divide the problem into two problems (min problem and max 

problem) and that will be done with using the upper marginal function and lower marginal 

function of convex \ concave function .  

 

 

 

Key words : epi-graph, epi/hypo – graph, epi/hypo – sum, Epi/hypo multiplication , saddle 

point, upper marginal function, lower marginal function,   saddle point . 
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 : مقدمة
 باستخدام مفيوم فوق البيان :القيم الصغرى نظرية يدرس التحميل فوق البياني مسائل 

 ( , ) | ( )epif x r X R f x r    
 بشكل مناظر مسائل نظرية القيم العظمى باستخدام مفيوم تحت البيان :كما يدرس التحميل تحت البياني 

{( , ) | ( ) }hypo f x r X R f x r    
 فضاء متجيي . Xحيث 

ية أو ما يسمى ضمن النظريتين السابقتين يدرس مسائل النقاط السرجتالبياني الذي ي - بينما التحميل فوق/ تحت
 البياني , التكامل فوق/تحت - مما أدى إلى خمق مفاىيم جديدة مثل التقارب فوق/تحت , وىالقصنظرية القيم مسائل 

,  . الخ....لبياني ا - الضرب فوق/تحت البياني ,  - البياني , الجمع فوق/تحت - البياني , المشتق فوق/تحت -
 في دراسة مسائل القيم السرجيةوقد تبنى ىذه المفاىيم العديد من الرياضيين  2,3,5,12 . 

كما ىو الحال في الحالتين ليا  وصفٍ ىندسي  لعدم وجود ونشير ىنا إلى أن ىذه النظرية واجيت صعوبات عدة 
 السابقتين .
 

 أىمية البحث وأىدافو:
والعمميات الجبرية  رجية لمسائل القيم القصوىالنقاط الس ييدف البحث إلى دراسة استقرار النقاط السرجية و

, وتكمن أىمية البحث من خلال تطبيقاتو في نظرية الأمثميات ونظرية التحكم في بعض مسائل القيم القصوى عمييا
 , وكذلك يساىم في إيجاد حمول المسائل الخطية التي تتعمق بأكثر من متحول .المقعرة وخاصةً منيا المحدبة /

 
 ده :وموا طرائق البحث

التي و  لبيانيا - ل فوق البياني وبالتحميل فوق/تحتالتي تتعمق بالتحمي نعطي بعض التعاريف والمفاىيم الأساسية
حيث نستخدم الدوال الحدية العميا والدنيا في تحويل المسألة بمتحولين إلى مسألتين  ,اعدنا في عرض الموضوعتس

 . ا عمييابرىان النتائج التي حصمنل وذلك بمتحول واحد
 : تعاريف ومفاىيم أساسية-1 

X, ليكن Y   فضائين تبولوجيين و* *,X Y  الثنويين عمى الترتيب . فضائييما 
دة إلى ح بالعو ومن أجل تفاصيل أكثر ينص( convex analysisبعض عناصر التحميل المحدب ) ب رنذك  

 :[ 11,7,5,1المراجع التالية ]
f: الدالة لتكن X R  : ٍعندئذ , 
 المجموعة نقول عن C X نَّيا مجموعة محدبة إذا تحقق الشرط التالي :إ 

   , , 0,1 ; 1x y C x y C         
  نقول عنf عمى المجموعة نَّيا دالة محدبةإ C: إذا تحقق الشرط التالي 

          , , 0,1 ; 1 1x y C f x y f x f y             
فاً .  بحيث يكون الطرف الأيمن معرَّ
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 نَّ الدالةيبرىن أ f كانت وفقط إذا محدبة إذا epif مجموعة محدبة في  X R,  أنَّ وf  نصف دالة
وفقط إذا إذا  (proper) )فعمية( لة خاصةدا fأنَّ , و مجموعة مغمقة  epif وفقط إذا كانتإذا  ىمستمرة من الأدن

  خالية أو إذا كان المجال الفعمي مجموعة غير epif كانت  |dom f x X f x     . 
  َّنقول إنf  دالة مقعرة إذا وفقط إذا كانت  f . محدبة 
 عمى )الفعمية( والخاصة نرمز لمجموعة الدوال المحدبة والنصف مستمرة من الأدنى X بالرمز  X . 
 الدالة المرافقة تعرَّف* *:f X R لمدالةf : بالعلاقة 

      * * *sup , 1
x X

f x x x f x


  

 . ليست محدبة ممحدبة أ fمحدبة سواء كانت دالة وىي
  تعرَّف الدالة الدليمية لممجموعةA X  بالرمز  يرمز ليا التيو  Aكما يمي : 

0 ;

;
A

x A

x A



 

 
 

 مجموعة محدبة . Aمحدبة إذا وفقط إذا كانتA الدالة وتكون
 نرمز لمجموعة النقاط الأصغرية لمدالة f  بالرمز arg min f : وتعرف بالشكل التالي 

    arg min | inf
x X

f x X f x f x


   

 0 من أجل كل  نرمز لمجموعةالنقاط الأصغرية  لمدالةf بالرمزarg min f  وتعرف بالشكل: 

   
1

arg min | sup inf ; 2f x X f x f 


  
       

  
 

argنلاحظ أنَّ المجموعة  min f  عرفت بالشكل السابق نظراً لكون المقدارقد و  , دوماً غير خاليةinf f 
 . يمكن أن يساوي 

 : [4] تعريف العمميات الجبرية فوق البيانية وخواصيا
 نعر ف المجموع فوق البياني

e
f g (epi-sum لمدالتين ), :f g X R ة التالية :بالعلاق 

         

    
,

inf 3

inf

e u X

u v X
u v x

f g x f u g x u

f u g v




 

   

 
 

 عر ف الجداء فوق البيانيي*f (epi-multiplicationلمدالة ):f X R  0بعدد   بالعلاقة
 التالية :

       1* 4
e
f x f x   

 [ أن :4] تسوي -وقد برىن أتوش
(1          s s s

e
epi f g epi f epi g              ,2     )   *

e
epi f epi f  

)}حيث  , ) | ( ) }sepi f x r X R f x r     فوق البيان التام لمدالةf . 
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دالة محدبة gو fإذا كانت كل من وعميو جمع مجموعتين محدبتين ىو مجموعة محدبة أنَّ ونشير ىنا إلى 
 فإن s

e
epi f g  تكون الدالة وعميومجموعة محدبة 

e
f g. دالة محدبة 

ض قاط الأصغرية لبعالتي تتعمق ببعض خواص العمميات الجبرية واستقرار الن المبرىناتنعطي الآن بعض 
 : المسائل القيم القصوى لدوال محدبة

 ]4[:  1.1مبرىنة 
,من أجل الدالتين :f g X R ن :لتاليتان الدينا الخاصتا 

1         ) 
*

* *

e
f g f g   

2         ) inf inf inf
e

f g f g   

 ]4[:  1.2مبرىنة 
0لتكن  وبفرض, :f g X R : ٍدالتين محدبتين , عندئذ 

1     ) arg min arg min arg min
e

f g f g   

2     )   arg min arg min *
e

f f  

 ]4[:  1.3مبرىنة 
1كنلي 20 , 0 , 0     وبفرض, :f g X R : ٍدالتين محدبتين , عندئذ 

1     )   1 2 1 2arg min arg min arg min
e

f g f g          

2   )   0 ; arg min arg min arg min
e

f g f g         

3      )     0 ; arg min arg min *
e

f f         

 وباستخدام العمميات تحت البيانية يتم الحصول عمى نتائج مشابية تتعمق بمسائل القيم العظمى  وبشكل مناظر
f,يعرَّف المجموع تحت البياني لمدالتين حيث g ويرمز لو بالرمز

h

f g : بالعلاقة 

      

         
,

sup 5

sup

h

u X

eu v X
u v x

f g f u g x u

f u g v f g




 

   

      
 

*يعر ف الجداء تحت البيانيو 
h

g  لمدالةg 0بعدد  ة :بالعلاقة التالي 

      1* 6
h

g x g x   
 

 
 

 : [2,6] ننتقل الآن لإعطاء بعض تعاريف ومفاىيم التحميل فوق/ تحت البياني
L: لتكن  X Y R  دالة معرفة عمى X Y  وتأخذ قيميا في R . 
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 نقول عن الدالة L / ومقعرة بالنسبة إلى  لمتحول الأولمقعرة إذا كانت محدبة بالنسبة إلى اإنَّيا محدبة
تكون  Xمن xأي من أجل كل لمتحول الثانيا .,L y دالة محدبة ومن أجل كلy منY  تكون

 ,.L x . دالة مقعرة 
  تعرف الدالة الحدية العميا Lf (upper marginal function لمدالة ) L : بالعلاقة التالية 

   sup , ; : 7L L
y Y

f L x y f X R


  

  تعرف الدالة الحدية الدنياLg (lower marginal function لمدالة )L : بالعلاقة التالية 
   inf , ; : 8L L

x X
g L x y g Y R


  

 يبرىن أنَّو إذا كانت الدالةL / مقعرة عندئذٍ تكون الدالة الحدية العميا  محدبةLf  دالة محدبة وتكون الدالة
 دالة مقعرة . Lgالحدية الدنيا
  نقول عن النقطة ,x y نَّ إ( يا نقطة سرجيةsaddle point لمدالة ) L : إذا حققت الشرط التالي 

         , , , , 9L x y L x y L x y x y X Y     
                              وىو مكافئ لمشرط :     10

L Lf x g y 
  لمجموعة النقاط السرجية  لمدالة نرمزL  بالرمزarg min max L : وتعطى بالشكل 

          arg min max , | , , , ,L x y X Y L x y L x y L x y x y X Y       

 
  0من أجل كل  ماكميندن عرف (Mclinden )[9]  النقطة ,x y ا أنَّي  نقطة سرجية لمدالةL 

 إذا حققت الشرط التالي :
         , , , , 11L x y L x y L x y x y X Y        

argminبالرمز  Lالنقاط السرجية  لمدالة لمجموعة نرمز       max L  . 
 ( بينما عرف سويقاتSoueycatt ) [12]  0من أجل كل أنَّو   النقطةتكون  ,x y   نقطة

تحت الشرط Lسرجية لمدالة    inf sup , sup inf ,
x X x Xy Y y Y

L x y L x y
  

 : إذا حققت الشرط التالي 

   
arg min

, arg min max 12
arg max

L

L

x f
x y L

y g






 
   

 
 

           نَّ :حيث إ 
1

arg min | sup inf ;L Lf x X f x f 


  
       

  
 

 
1

arg max | inf sup ;L Lg y Y g y g 


  
       

  
 

  َّيبرىن أن            :  
0

arg min max arg min maxL L




   

 ( تعرف الدالة القرينة المحدبةparent convex )LFلمدالةL  حيث*:LF X Y R   : بالعلاقة 
      * *, sup , , 13L

y Y

F x y L x y y y


  

 ( تعرف الدالة القرينة المقعرةparent concave ) LG  لمدالةL  حيث*:LG X Y R   : بالعلاقة 
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      * *, inf , , 14L
x X

G x y L x y x x


  
  نقول عن الدالةL نَّيا مغمقة إذا كانإ  *

L LF G     و*

L LF G  حيث* *,G F  ىما الدالتان
G,المرافقتان لمدالتين F . عمى الترتيب 

 ]10[: 1.4 مبرىنة
L:لتكن  X Y R   حقق الشروط التالية :مقعرة ت -ة محدبدالة 

i. من أجل كل y Y يكون   .,L y X . 
ii.  0يوجدy Y     بحيث 0.,L y               . دالة خاصة 
iii.  1يوجدy Y     بحيث 1.,L y          . دالة قسرية 

                عندئذٍ :   inf sup , sup inf ,
x X x Xy Y y Y

L x y L x y
  

 

 
 :النتائج والمناقشة

انية التي تم البي البيانية بشكل متناظر مع العمميات الجبرية فوق -عريف العمميات الجبرية فوق / تحت نبدأ بت
 .ذكرىا سابقاً 

, الدالتين لتكن   :12.تعريف :L K X Y R  : ٍعندئذ , 
 البياني - يعرف المجموع فوق/تحت

|e h
L K  epi hypo sum  لمدالتين,L K  بالعلاقة التالية: 

       

    
1 2

1 2
1 2

1 2

|

1 1 2 2
, ,

, inf sup , ,

inf sup , ,

e h u X v Y

u u X v v Y
u u x v v y

L K x y L u v K x u y v

L u v K u v

 

 
   

    

 
 

 البياني - يعرف الجداء فوق/تحت
|
*

e h
L epi hypo multiplicationلمدالةL بالعدد

0 : بالعلاقة 

    1 1

|
* , ,

e h
L x y L x y     

Xبنرمز ل     Y

R
 / المقعرة المعرفة عمى لمجموعة الدوال المحدبةX Y  تأخذ قيميا فيوR . 

 : 2.2مبرىنة 
Xتشكل مجموعة الدوال Y

R
  مع عممية الجمع 1.4 لشروط المبرىنةالمحققة 

|e h
 . شبو زمرة تبديمية 

,بفرض   : البرىان ,
X Y

L K H R


 عندئذٍ : 1.4 المبرىنةتحقق شروط مقعرة و  /محدبة  كيفية دوال , 
 الخاصة التبديمية :(    1

 : البياني - المجموع فوق/تحتحسب تعريف 

       

       

1 2
1 2

1 2
1 2

1 1 2 2
|

2 2 1 1
|

, inf sup , ,

inf sup , , ,

e h u u u v v v

u u u e hv v v

L K x y L u v K u v

K u v L u v K L x y

   

   

  

   
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 الخاصة التجميعية :(    2

         
      

      

1
1

1
1

| | |

1 1 1 1

1 1 1 1

, inf sup , ,

inf sup inf sup , , ,

inf sup inf sup , , ,

e h e h u X e hv Y

u X u Xv Y v Y

u X u Xv Y v Y

L K H x y L K u v H x u y v

L u v K u u v v H x u y v

L u v K u u v v H x u y v

 

  

  

       
  

 
       

 

      

لنفرض الآن         
1

1 1 1 1, sup , , ,
v Y

u y L u v K u u v v H x u y v


       عندئذٍ نجد أنَّ الدالة 

 ., y تشكل غلاف محدب لدوال من X وعميو فإنو من أجل كلy Y تكون ., y دالة من X. 
من جية أخرى لدينا         1 1 1 1, , , ,u y L u v K u u v v H x u y v        

,وبما أنَّ الدوال ,L K H فيي دوال قسرية بالنسبة إلى المتحول  1.4تحقق شروط المبرىنةx  وعميو تكون
الدالة ., y ومنو :  1.4قسرية وبالتالي تحقق شروط المبرىنة 

          

      

1
1

1
1

1 1 1 1
| |

1 1 1 1

, inf inf supsup , , ,

inf inf supsup , , ,

e h e h u X u X v Y v Y

u X u X v Y v Y

L K H x y L u v K u u v v H x u y v

L u v K u u v v H x u y v

   

   

         
  

      

 
الدالة وبنفس الطريقة نجد أنَّ         1 1 1 1, sup , , ,

v Y

u y L u v K u u v v H x u y v


       

 وعميو : 1.4 تحقق شروط المبرىنة

          
1

1

1 1 1 1
| |

, inf supinf sup , , ,
e h e h u X u Xv Y v Y

L K H x y L u v K u u v v H x u y v
  

         
  

       
     

   

1
1

1
1

1 1 1 1

1 1 1 1
|

| |

inf sup , inf sup , ,

inf sup , ,

,

u X u Xv Y v Y

u X e hv Y

e h e h

L u v K u u v v H x u y v

L u v K H x u y v

L K H x y

  

 

      

    

   
  

 

 الدليمية لممجموعة حيادي )الدالةصر الالعن(     3  0,0 :) 

            
    

0,0 0,0|
, inf sup , ,

inf sup , 0 ,

e h u X v Y

u X v Y
u x v y

L x y L u v x u y v

L u v L x y

 
 

 
 

    

  
 

 ■وىو المطموب 
 :  3.2مبرىنة 

,لتكن  0    وبفرض ,, :L K X Y R  مقعرتين  , عندئذٍ : / دالتين محدبتين 
1      )              

| | | | |
* * *

e h e h e h e h e h
L K L K     
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2               )   
| | |
* * *

e h e h e h
L L   

3               )
|

1 *
e h

L L 

 :  البرىان
 : كما يمي البياني – الجداء فوق/تحت و البياني - المجموع فوق/تحتعمى تعريفي  اً عتمادا 1)يبرىن 

      

    

    

1 1

| | |

1 1

1 1

* , ,

inf sup , ,

inf sup , ,

e h e h e h

u X v Y

u X v Y

L K x y L K x y

L u v K x u y v

L u v K x u y v

   

  

   

 

 

 

 

 

   
  

 
   

  

   

 

1 لنفرض أنَّ  1

1 1,u u v v     ندئذٍ :ع 

        

      

     

1
1

1
1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
| |

1 1 1 1
| |

| | |

* , inf sup , ,

inf sup * , * ,

* * ,

e h e h u X v Y

u X e h e hv Y

e h e h e h

L K x y L u v K x u y v

L u v K x u y v

L K x y

        

 

 

     

 

 

     
  

   

  
  

 

 ■. وىو المطموب  1)بطريقة مشابية لبرىان  3)و  2)ويبرىن 
 :  4.2مبرىنة 
L: لتكن        X Y R  / بحيث يكون مقعرة دالة محدبةinf sup supinfL L  ,: ٍعندئذ 

 
arg min

, arg min max
arg max

L

L

x f
x y L

y g


  


 

 :  البرىان
لتكن  ,x y  نقطة كيفية منarg min max L  أنَّ : (10)عندئذٍ ينتج من العلاقة 

       sup inf
L L L L

x Xy Y

f x g y g y f x


   

 : ومنو
       inf inf

L LL L
x X x X

f x f x f x f x
 

   
argأي أن  min Lx f . 

 وكذلك ينتج :
       inf

L LL L
x X

f x g y f x g y


   
        ومنو :         inf sup sup

L L L L L
x X y Y y Y

f x g y g y g y g y
  

    

argأي أن  max Ly g . 
argمن جيةٍ أخرى إذا كان  min Lx f  وargmax Ly g : ٍعندئذ 
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       inf sup
L L L L

x X y Y

f x f x g y g y
 

   

تكون  (10)العلاقة  أي حسب , arg min maxx y L .   وىو المطموب■ 
 :  5.2مبرىنة 

,لتكن الدالتين  :L K X Y R   عندئذٍ إذا كانت كل من الدالتين ,,L K / مقعرة : دالة محدبة 
الدالة(         1

|e h
L K / مقعرة . دالة محدبة 

0من أجل كل (        2  تكون الدالة 
|
*

e h
L / مقعرة . دالة محدبة 

 :  البرىان
 البياني : - حسب تعريف المجموع فوق/تحت(    1

       
|

, inf sup , ,
e h u X v Y

L K x y L u v K x u y v
 

     

 بفرض :      , , , , ,M x y u v L u v K x u y v    : ٍعندئذ 
vكل ومن أجلثابتة  yمن أجل Y   فإنَّ الدالة   , , , ,x u M x y u v  تكون  وعميودالة محدبة

 الدالة sup , , ,
v Y

M x y u v


لة محدبة بالنسبة إلى دا  ,x uوبما أنَّ المجموع فوق البياني لدالتين محدبتين ىو , 

محدبة فإنَّ دالة  inf sup , , ,
u X v Y

M x y u v
 

 . xلمتحولدالة محدبة بالنسبة إلى ا 

أي أنَّ الدالة 
|e h

L K لمتحولدالة محدبة بالنسبة إلى اx من أجل . وبنفس الطريقة نبرىنx  من أجل ثابتة و

uكل  X حوللمتأنَّيا دالة مقعرة بالنسبة إلى اy  , َّوىذا يعني أن 
|e h

L K / مقعرة . دالة محدبة 

 البياني :  - الجداء فوق/تحتحسب تعريف (     2

    1 1

|
* , ,

e h
L x y L x y     

1ثابتة( : ليكن yأولًا )من أجل 2,x x X  عنصرين كيفيين , ولتكن 0,1  : ٍعندئذ , 

      

    

1 1

1 2 1 2
|

1 1 1

1 2

* 1 , 1 ,

1 ,

e h
L x x y L x x y

L x x y

       

     

 

  

         

   
 

 

 نا :فيصبح لدي xلمتحولمقعرة فيي محدبة بالنسبة إلى ا –حدبة دالة م L ولما كانت

          

     

      

1 1 1 1

1 2 1 2
|

1 1 1 1

1 2

1 2
| |

* 1 , , 1 ,

, 1 ,

* , 1 * ,

e h

e h e h

L x x y L x y L x y

L x y L x y

L x y L x y

         

       

   

   

   

     
 

     
   

  

 

حسب تعريف الدالة المحدبة تكون الدالة  وعميو
|
*

e h
L لمتحولدالة محدبة بالنسبة إلى اx .  وبنفس الطريقة

 ■وىو المطموب  . yلمتحول مقعرة بالنسبة إلى ا يانبرىن أنَّ 
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  :  6.2مبرىنة 
,لتكن كل من الدالتين  :L K X Y R  عندئذٍ  1.4 المبرىنةشروط  انتحققو  مقعرتين / دالتين محدبتين: 

         
|

* * *, ., ., 15
e h

L K L K
e

F x y F y F y x
  
 

 

         
|

* * *, ,. ,. 16
e h

h

L K L KG x y G x G x y

 
   

 

       :حيث  
|

, ,
e h

L K L KF F F  الدوال القرينة المحدبة لمدوال 
|

, ,
e h

L K L K . عمى الترتيب 

|

, ,
e h

L K L KG G G  الدوال القرينة المقعرة لمدوال
|

, ,
e h

L K L K . عمى الترتيب 

 :  البرىان
 : (13العلاقة )في  أولًا حسب تعريف الدالة القرينة المقعرة

     
     
    

|

* *

|

*

*

, sup , ,

sup inf sup , , ,

sup inf sup , , ,

e h
L K

e hy Y

u Xy Y v Y

u Xy Y v Y

F x y L K x y y y

L u v K x u y v y y

L u v K x u y v y y




 

 

  

    

    

 

لنضع      *, sup , , ,
v Y

u y L u v K x u y v y y


      ٍالدالة تشكل  عندئذ ., y  غلاف

لدوال من اً محدب X فإنو من أجل كل وعميوy Y تكون ., y ندالة م X . 
من جية أخرى :        *, , , ,u y L u v K x u y v y y      

1vلنضع  y  1ولنأخذ 2y y y  : فيكون 
      *

1 2 1 2 1 2, , , ,u y y L u y K x u y y y y       
نستنتج أن الدالة  1.4( من المبرىنة ii( و )iواعتماداً عمى ) 1 2,x x y y   تكون  وعميوقسرية

inf ونستطيع أن نكتب 1.4محققة لشروط المبرىنة  الدالة sup supinf  ومنو : 
      

    

    

    

     

|

* *

*

* *

* *

* *

, inf supsup , , ,

inf supsup , , ,

inf sup , , sup , ,

inf sup , , ,

inf sup , , ,

in

e h
L K

u X y Y v Y

u X v Y y Y

u X v Y y Y

K
u X v Y

K
u X v Y

F x y L u v K x u y v y y

L u v K x u y v y y

L u v v y K x u y v y v y

L u v v y F x u y

L u v v y F x u y


  

  

  

 

 

    

    

 
       

 

   

   

        * *f , ,L K L K
u X e

F u y F x u y F F x


   
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    بطريقة مشابية نبرىن صحة العلاقة :       
|

* * *, ,. ,.
e h

h

L K L KG x y G x G x y

 
   

 

 ■وىو المطموب 
 لدينا : 62. المبرىنةتحت شروط     :  72. تيجةن

    
|e h

L K L K
e

f x f f x   

   
|e h

h

L K L Kg y g g y

 
  
 

 

        حيث :
|

, ,
e h

L K L Kf f f   الدوال الحدية العميا لمدوال
|

, ,
e h

L K L K . عمى الترتيب 

|

, ,
e h

L K L Kg g g   الدوال الحدية الدنيا لمدوال
|

, ,
e h

L K L K . عمى الترتيب 

 : البرىان
*ينتج البرىان بوضع 0y   ( و وضع 15قي العلاقة )* 0x   دام تعريف الدوال ( واستخ16) في العلاقة

 ■وىو المطموب  ( عمى الترتيب .8( و )7الحدية الدنيا والعميا من العلاقتين )
 :   82.نتيجة 

 لدينا : 2.6تحت شروط النظرية     

 
|

inf sup inf sup inf sup
X e h X XY Y Y

L K L K   

 
|

supinf supinf supinf
X e h X XY Y Y

L K L K   

 :البرىان 
        حسب النتيجة السابقة لدينا :    

|e h
L K L K

e
f x f f x   

أي أن :       
|

sup sup sup
e hY Y Y

L K L K   

      لطرفي المساواة السابقة نجد : infل بأخذ ا 
|

inf sup inf sup sup
X e h X eY Y Y

L K L K
 

   
 

 

 نحصل عمى : 1.1المبرىنة من خواص  (2) وبتطبيق

 
|

inf sup inf sup inf sup
X e h X XY Y Y

L K L K   

مقعرة إذا وفقط إذا كانت  Gريقة مشابية وباعتبار أنَّ لأخرى بطنبرىن العلاقة ا G . محدبة 
 : 9.2مبرىنة 

,لتكن :L K X Y R  محققتين لمشرط مقعرتين / دالتين محدبتين 
 inf sup 17L Lf g وinf supK Kf g 

 عندئذٍ :
1             ) 

|
arg min max arg min max arg min max

e h
L K L K   

2  )             
|

arg min max arg min max *
e h

L L    0لكل  . 
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 : البرىان 
ليكن  ) 1  ,x y  من  اً كيفي اً عنصرargmin max argmin maxL K  ٍب التعريف حسينتج  عندئذ

وجودتين مجموع عالكلاسيكي لجم 1 1, arg min maxx y L  و 2 2, arg min maxx y K بحيث يكون   
      1 1 2 2, , ,x y x y x y يكون : 2.4عمى المبرىنة  بالاعتماد وعميو 
 

 

1 1

2 2

arg min , arg max arg min

arg min , arg max arg min

L L L

K K K

x f y g g

x f y g g

    


   

 

L,من أجل الدالتين 1.2 المبرىنةمن  (1) بتطبيقوبالتالي  Kf f و أيضاً من أجل الدالتين   ,L Kg g  
 يكون لدينا :

 

       

1 2

1 2

arg min arg min arg min

arg min arg min arg min arg max

L K L K
e

h

L K L K L K
e

x x f f f f

y y g g g g g g

     



                 

 

 لدينا  2.7بالاعتماد عمى النتيجة من جية أخرى  
|

inf inf
e h

L K L K
e

f f f    من المبرىنة  (2)وحسب

 يكون 1.1
|

inf inf inf
e h

L K L Kf f f    نحصل عمى : (17)وباستخدام الشرط 

| |

inf sup sup sup sup
e h e h

h

L K L K L K L Kf g g g g g 

 
     

 
 

 ثانيةً نحصل عمى : 2.4ومنو بتطبيق المبرىنة 

   |

|

|

arg min

, arg min max
arg max

e h

e h

L K

e h
L K

x f

x y L K
y g








  


 

(    بفرض 2 ,x y من  نقطة كيفية arg min max L : ٍعندئذ , 
   1 1

1 1 1 1, ; , , , arg min maxx y X Y x x y y x y L        
 النقطة السرجية , نجد :ومنو حسب تعريف 

       1 1 1 1, , , ; ,L x y L x y L x y x y X Y     
       1 1 1 1, , , ; , , 0L x y L x y L x y x y X Y           

       1 1 1 1, , , ; , , 0L x y L x y L x y x y X Y                 

العلاقة السابقة محققة من أجل كل  ولما كانت ,x y X Y  إذاً يوجد 1 1,x y    منX Y                    بحيث
1 1

1 1,x x y y     0, عندئذٍ من أجل كل  : نجد 
       1 1 1 1 1 1

1 1 1 1, , , ; ,L x y L x y L x y x y X Y                  

أي أنَّ :            
| | |
* , * , * , ; ,

e h e h e h
L x y L x y L x y x y X Y       

  ومنو :   
|

, arg min max *
e h

x y L 

 ■المطموب  وىو
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 :  10.2مبرىنة 
1لتكن 20 , 0 , 0     وبفرض  , :L K X Y R  بحيث  مقعرتين – دالتين محدبتين

infيكون  supL Lf g وinf supK Kf g  : ٍعندئذ , 
1        )   1 2 1 2

|
arg min max arg min max arg min max

e h
L K L K          

2      ) 
|

0 arg min max arg min max arg min max
e h

L K L K         

3        )     
|

0 arg min max arg min max *
e h

L L         

 :  البرىان
ليكن(  1 ,x y  1من  اً كيفي اً عنصر 2arg min max argmin maxL K     عندئذٍ ينتج حسب

مجموعتين أنَّو توجدجمع التعريف الكلاسيكي ل 
1 1
,x y  1ن م a r g m i n m a xL  وتوجد 

2 2
,x y   من

2 arg min max K   بحيث يكون
1 2 1 2

,x x x y y y        يكون : (12)عندئذٍ حسب العلاقة 

1 2

1 2

1 2

1 2

arg min arg min
,

arg max arg max

L K

L K

x f x f

y g y g

 

 

 

 

     
 

     

 

 نحصل عمى : 1.3ومنو حسب المبرىنة 
   

       

1 2

1 2

1 2

1 2 1 2

arg min

arg min arg max

L K
e

h

L K L K
e

x x x f f

y y y g g g g

 

 

 

   

      



                  

 

 نجد : (12)وتطبيق العلاقة  2.7بالاعتماد عمى النتيجة  ووعمي
 

 
     |

|

1 2

1 2
|

1 2

arg min

, arg min max
arg max

e h

e h

L K

e h
L K

x f

x y L K
y g

 

 
 





   


    
  



 

 . 1)لبرىان  ( يتم البرىان بطريقة مشابية2
 . 2.9من المبرىنة 2) لبرىان العلاقة  ( يتم البرىان بطريقة مشابية3

 ■وىو المطموب 
 

 الاستنتاجات والتوصيات:
مقعرة وضمن شروط محددة  /جل دوال محدبة أمن  القصوىمسائل القيم تمت في ىذه الدراسة مناقشة بعض 

. ولأىمية ىذا  النقاط السرجيةباستقرارية  تحت البيانية و وقد حصمنا عمى نتائج تتعمق بالعمميات الجبرية فوق/
دون مقعرة   /ة العامة في حالة دوال ليست بالضرورة محدبة النوع من المسائل ننصح بأن تناقش ىذه الدراسة في الحال

 . المطروحة شروط مفروضة عمى المسائل
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