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 ممخّص  
 

والسموك المقارب لحمول معادلة                    نقدم في ىذه الورقة البحثية دراسة الوجود الشامل 
 من الشكل الآتي:    تفاضمية غير خطية وغير متجانسة من المرتبة الثالثة بثابت لابلاسي 

       |      |
   

          (      )                                              
جرونوول, حيث –بيياري  –, مستخدمين بذلك المتراجحات التكاممية الشييرة من نمط بيمممان      عندما 

والتي من أجميا يكون السموك المقارب لمحمول الشاممة      سنحصل عمى حمول لممعادلة التفاضمية 
 .           حيث     عندما          ىو                    

   
 

 –متراجحة بيياري  –     ثابت لابلاسي –السموك المقارب  –معادلات تفاضمية غير خطية  الكممات المفتاحية: 
 الوجود الشامل . –متراجحة جرونوول 

   
 
 
 
 
 

 
 

                                                           
 سورية. -جامعة دمشق - كمية العموم- قسم الرياضيات -مساعد أستاذ  *



 الحمد                       الثالثة بثابت لابلاسي  الخواص المقاربة لحمول معادلات تفاضمية غير خطية ولا متجانسة من المرتبة
 

01 

 3122( 3( العدد )44المجمد ) الأساسيةالعموم سمسمة   -مجمة جامعة تشرين لمبحوث والدراسات العممية 

Tishreen University Journal for Research and Scientific Studies - Basic Sciences Series Vol.  (33) No. (2) 2011 

 

Asymptotic properties of solutions to a third order  

for nonlinear and nonhomogeneous  differential 

equations with p-Laplacian 
      

      Dr. Mhd Mounaf Alhamed
*
                                                      

 

 
(Received 5 / 10 / 2011. Accepted 24 / 11 /2011) 

 
 

  ABSTRACT    

 
This  work is concerned with the Global existence and asymptotic properties of 

solutions of a third – order for  nonlinear  and  nonhomogeneous differential equations  

with     Laplacian     :                                                                                                                                                         

        |      |
   

          (      )                                             
Locally near infinity  . Making  use of Bihari's and  Gronwall's integral inequalities , 

to have Global  solutions of the (1) which are asymptotic to                  where 

a,b,c are real constant ;    .                                                                                                                           
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 :مقدمة
ن ينكر الدور الفعال والمميز الذي يؤديو السموك المقارب لحمول المعادلات التفاضمية غير لا يستطيع أحد أ

يزيائية , حيث يؤول الكثير من مسائل لكترونية والفالقضايا العممية الإفي حقول الميكانيك وفي حل الكثير من الخطية 
لى حمول ليا  سموك مقارب عتمة متقاربة وبالتالي إتكاملات ملى إ    القيم الحدية لمفيزياء الرياضية بثابت لابلاسي 

ادلات التفاضمية غير الخطية ن السموك المقارب لحمول المع, علاوة عمى ذلك فإ      من شكل معين عندما  
والجدير بالذكر  .ضيات التطبيقيةوالريا )وخاصة التحميل التابعي )داة ىامة في الكثير من فروع التحميل الرياضييعد أ

 .            الفرنسي بيير لابلاس ن ىذا الثابت ينسب لمعالم الرياضي أ
متجانسة من المرتبة الثالثة غير الىم المعادلات التفاضمية غير الخطية و واحدة من أفي ىذا البحث  سنعالج

 تية:الابتدائية الآمقرونة بالشروط        و        من الشكل:والتي لا تحوي المشتقين        يلابلاس بثابت
      |  |     

      |  |     
       |  |

                                 
اضمية غير خطية وغير عمى معادلات تفالمناسبة مثمة التطبيقية م تقديم مبرىنات جديدة مدعمة بالأحيث ت
فحصمنا بذلك عمى حمول شاممة )مستمرة   [9]وبيياري  [5]دمين بذلك المتراجحات التكاممية لجرونوول متجانسة مستخ

       حيث    عندما           وقابمة لمتمديد عمى كامل المحور الحقيقي( ليا السموك المقارب 

 .    و  
غير و  تفاضمية غير خطيةبحاث العممية المتعمقة بالوجود الشامل وسموك حمول معادلات نجد الكثير من الأ

 في المدى الزمني البعيد عند العديد من الباحثين الرياضيين     من المرتبة الثانية بثابت لابلاسي  متجانسة
 [1-4,7,8,10]. 

 .    البحث في رحاب جامعة دمشق منذ مطمع العام الميلادي  ىذا تم إجراء
 :[11] 1تعريف -1-1

       إذا تحقق:
    

    
 .(    )       عندئذ يكون :   

    عندما            √: وكمثال عمى ذلك
 

 أىمية البحث وأىدافو:
ول مرة عمى نتائج جديدة في دراسة الخواص المقاربة لحمول معادلات تأتي أىمية البحث في الحصول لأ

مستخدمين بذلك المتراجحات التكاممية     تفاضمية غير خطية وغير متجانسة من المرتبة الثالثة بثابت لابلاسي 
 وجرونوول.  -بييار -الشييرة من نمط بيمممان

عدم ييدف البحث إلى التحقق من السموك المقارب لمحمول الشاممة لممعادلة التفاضمية المفروضة في جوار 
 النياية .

 
 ومواده: ق البحثائطر 

ن مالأبحاث والكتب العممية ونشرات  عة دمشقجامرحاب في  تبراتالاستفادة من المكتبات المركزية والمخ
 . الإنترنت
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    :والمناقشةالنتائج 
 ذا حققتإ    نيا حل لممعادلة أ                          يقال عن الدالة : 2تعريف -2-1
 .           من أجل جميع قيم    المعادلة       الدالة  
 ذا كان :إ     نيا تحقق الخاصية أ     نقول عن الدالة : 3تعريف -2-2

                                                 
 .                           ن أيمي سنفرض  فيما

 :2مبرىنة -2-3
 الشروط الآتية:ذا تحققت إ

              {             }   مستمرة عمى الساحة :       الدالة      
 . موجود وموجب تماماً عمى          المشتق الجزئي الثاني      

|           |         المتراجحة نحاء أمحققة عمى كافة           |    |          
    الساحة

     ∫                               
 

 
∫     

 

 
      
 .    يحقق الخاصية     لممعادلة       فإن أي حل شامل

 يوافق الشروط الابتدائية :                تممك حلاً     ن المعادلة ينتج أ [6]بحسب   البرىان:
     |  |     

     |  |     
      |  |

                              
 عمى :    نحصل لأجل   لى إ 1من     وبمكاممة المعادلة 

     |      |
   

          ∫   (      )         
 

 
     |  |

   
            |      |

 
    ∫ | (      )      |  

 

 
                    

∫                   وبوضع:  | (      )      |    
 

 
                  

                                                                                      تصبح:    ن عندئذ فإ
                    نومنيا فإ

 

                                                                                  :  
 نجد : والاستفادة من عمميات الترجيح  الى   من     وبمكاممة المعادلة 

           ∫       
 

    
 

 
               

 

                         
  [         

 

 ]                |  |                     

         ]            ومنو فان:
 

 ]        |  |                                       
 والاستفادة من عمميات الترجيح نجد :  الى   من     وبمكاممة المعادلة

           [         
 

 ]      |  |                                            

      نجد ان :        وبالتالي من 
 |     |

 
             

 

                                     
    

|    |

               
 

                                                                           
 نحصل عمى:    عمى                              جحة الشييرة:اوبتطبيق المتر 

    
|    |
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      *   ∫ | (      )      |    

 

 
+              

 نجد:  من المبرىنة      الشرط  عين الاعتبارببالأخذ و 
   

|    |

            ∫          |    | 
 

 
                                            

        ∫               
|    |

    
 

 
                                               

                      : حيث
                                                                            

 نحصل عمى :      عمى المتراجحة  [5]وبتطبيق متراجحة جرونوول
       

|    |

                 ∫             
 

 
                                       

 وبوضع :
             (    ∫             

 

 
  )                                       

 بالشكل:      تصبح المتراجحة وبالتالي
     

|    |

                    
|    |

      
 

                           
 عمى :    جل نحصل من أ  من المبرىنة     وحسب الشرط 

   
|    |

                                                                            
 ن :نجد أ  من المبرىنة      وبالاستفادة من الشرط 

∫ | (      )      |
 

 
   ∫          |    | 

 

 
   ∫       

 

 
                                      

   ∫               
|    |

    
 

 
                                           

      
 

 ∫             
 

 
                                        

∫ن التكامل وىذا يبرىن أ   (      )         
 

 
 متقارب اطلاقاً وبالتالي فإن: 

      ∫   (      )         
 

 
     وبالتالي يوجد ثابت حقيقي موجودة ومحدودة ,    

                  بحيث يكون:
 ن:خدام قاعدة أوبيتال الشييرة نجد أوباست وأخيراً,

      
    

   
   ∫        

 
 

                              
 يكون:     ومن أجل أي ثابتين حقيقيين 

      {
               

  
}                                                               

 .   عندما           ىو  لو السموك المقارب       الشامل  الحل وىذا يعني بدوره أن
 . وبيذا الشكل نكون قد أثبتنا صحة المبرىنة 

 المرتبة الثالثة التالية:لتكن المعادلة التفاضمية غير الخطية من مثال تطبيقي: 
 |      |

   
          

 

           
 

                                                                  
       نجد أن :    من المعادلة 

 

                          
 

               
        وبحساب المشتقات الجزئية نجد أن : 
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|      |      وبالتالي يكون:  
| |

     
    

| | 

     
          | |                                     

∫               ∫     
 

                                                   
 

 
 

 

 
  
∫        ∫

 

    
   

 

 
                                                                

 

 
 

 

 
  

 .    تحقق الخاصية     ن كل الحمول  لممعادلة دوره إوىذا يعني بمحققة   وبالتالي جميع شروط المبرىنة 
 :2مبرىنة -4-2
 تحققت الشروط الآتية:إذا 
             {             }   مستمرة عمى الساحة :       الدالة     

          توجد دوال مستمرة غير سالبة:      
 بحيث :        

∫                                ∫                     
 

 
  

 

 
  

 .    وموجبة وغير متناقصة من أجل     مستمرة من أجل      توجد دالة        
ذا رمزنا بِ : ∫     وا 

  

   
 
  

             
 

 
 

∫      إن: ف
  

   
 
  

 
 

 
∫

 
 
 
  

    
                

  

 
    

  

 
 

         |           |                     ( 
|    |

    )       
 .    يحقق الخاصية     لممعادلة       فإن أي حل شامل

 : 2ملاحظة: إذا وضعنا في المبرىنة -2-5
                                                                           

 . عندئذٍ نحصل عمى المبرىنة 
 يوافق الشروط الابتدائية :               تممك حلًا     ن المعادلة ينتج أ [6]بحسب   البرىان:

     |  |     
     |  |     

      |  |
                              

 عمى :    نحصل لأجل   لى إ 1من     وبمكاممة المعادلة 
     |      |

   
          ∫   (      )         

 

 
     |  |

   
            |      |

 
    ∫ | (      )      |  

 

 
                     

∫          وبوضع:  | (      )      |    
 

 
                               

(      )   تصبح:    عندئذ فان 
 

                                                                              
                   ومنيا فان

 

                                                                                     
 والاستفادة من عمميات الترجيح نجد :  الى   من     وبمكاممة المعادلة 

           ∫       
 

    
 

 
               

 

                         
  [         

 

 ]                |  |                     

         ]             ومنو فان:
 

 ]        |  |                                     
 والاستفادة من عمميات الترجيح نجد :  الى   من     وبمكاممة المعادلة

           [         
 

 ]      |  |                                           
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    نجد ان :        وبالتالي من 
 |     |

 
             

 

                                   
     

|    |

  
             

 

                                                                     
 نحصل عمى:    عمى                               وبتطبيق المترجحة الشييرة:

    
|    |

            
              

                                     
       

      *   ∫ | (      )      |    
 

 
+            

 نجد:  من المبرىنة     الشرط  وبالأخذ بعين الاعتبار
   

|    |

  
          ∫                    ( 

|    |

  
  )

 

 
          

                      :                                  حيث
                       

 وبوضع :
             ∫                    ( 

|    |

    )
 

 
                    

 بالشكل:      جحةاتصبح المتر  وبالتالي
     

|    |

                                                                                                          
      وىكذا نجد :

|    |

             
 

                                                                                      
 عمى:     ,عندئذ نحصل من     غير متناقصة من أجل       ةالن الدوبما أ

       
|    |

                
 

                                                                         
 عمى:    من أجل     وبناء عمى ذلك نحصل من

                    ∫                             
 

  
 

 
              
 يكون :    نو من أجل أ نجد     عمى [9]جحة بيياري اوبتطبيق متر 

                        ∫                                           
 

 
  

∫      حيث :
  

   
 
  

                                                                                            
 

 
                        

              والتي تكون معرفة لأجل      ىي الدالة العكسية لمدالة        
 متزايدة .       و         ن: والأكثر من ذلك فإ

ذا فرضنا أ ∫            ن : وا                      
 

 
      

                                                        ن: متزايدة نجد أ    ومن كون 
 :    وينتج من 

   
|    |

                        
|    |

              
 

              
 ن :نجد أ  من المبرىنة     وبالاستفادة من الشرط 

∫ | (      )      |  
 

 
 ∫                    ( 

|    |

    )
 

 
   ∫       

 

 
   

        ∫                             
 

  
 

 
     

                                                                    

∫ن التكامل وىذا يبرىن أ   (      )         
 

 
 متقارب اطلاقاً وبالتالي فإن: 
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      ∫   (      )         
 

 
 موجودة ومحدودة. 

                  بحيث يكون:    وبالتالي يوجد ثابت حقيقي  
 ن:وباستخدام قاعدة أوبيتال الشييرة نجد أ , خيراً وأ

      
    

   
   ∫        

 
 

                              
 يكون:     ومن أجل أي ثابتين حقيقيين 

      {
               

  }                                                               
 .   عندما          السموك المقارب   لو      الحل الشامل وىذا يعني بدوره أن

 . وبيذا الشكل نكون قد أثبتنا صحة المبرىنة 
 :لتكن المعادلة التفاضمية غير الخطية من المرتبة الثالثة التالية:مثال تطبيقي

  |      |
   

         
 

  
  

 

  
           

 

  
                                   

        نلاحظ أن :
 

    
 

   
          

 

   
                                      

|      |  
 

   | |         | |                                                                
      

 

                                   
 

 
                    

∫                     ∫
 

    
 

 
                                           

 

 
  
∫        ∫      

 

 
 

 

 
                                                                  

 

 
  

      ∫
  

   
 
  

 
 

 
∫

 
 
 
  

    
                                             

  

 
    

  

 
                          

 
 

 
∫

 
 
 
  

 
 
 
  

        
   

 

 
∫

 

     
                                        

  

 
  

  

 
  

تحقق الخاصية      ن كل الحمول  لممعادلة وىذا يعني بدوره أمحققة   وبالتالي جميع شروط المبرىنة 
    . 

 : 3مبرىنة-2-6
 إذا تحققت الشروط الآتية:

                     {             }   مستمرة عمى الساحة :       الدالة     
 بحيث :                 توجد دوال مستمرة غير سالبة:      

|           |         ( 
|    |

  
  )                     

 .   وموجبة وغير متناقصة من أجل     مستمرة من أجل      توجد دالة        
ذا رمزنا بِ :  ∫     وا 

  

   
 
  

             
 

 
 

∫      فإن: 
  

   
 
  

 
 

 
∫

 
 
 
  

    
                

  

 
    

  

 
 

          ∫                            ∫             
 

 
 

 

 
 

 .    يحقق الخاصية     لممعادلة       فإن أي حل شامل
 :البرىان
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 :يكون    جل من أنو نجد أ  جراء المناقشة نفسيا كما في المبرىنة بإ 
|      |   |  |

  ∫        (*
| |

  
+
 

)
 

 
   ∫          ∫        

 

 

 

 
 
 

         
|     |

 
 |  |   |  |

  ∫        (*
| |

  +
 

)
 

 
   ∫         ∫        

 

 

 

 
 
 

   
|    |

   |  |   |  |
  ∫        (*

| |

  +
 

)
 

 
   ∫         ∫        

 

 

 

 
 
 

   
*
|    |

  +
 

      |  |
  |  |

  ∫        (*
| |

  +
 

)
 

 
                                         

 ∫         ∫         
 

 

 

 
                                                                              

      |  |
  |  |

             *∫        (*
| |

  +
 

)  
 

 
+  

*
|    |

  +
 

        ∫        (*
| |

  +
 

)
 

 
                                                           

|  |               حيث:
  |  |

                                                                 
  :يأ      خيرة ب يمن لمعلاقة الأمطرف الألنرمز ل

                  *∫        (*
| |

  +
 

)
 

 
  +                                        

 :  عندئذ نستنتج
            

|    |

                                                                                                 
 وىكذا نجد :

   
|    |

             
 

                                                                                   
 ,عندئذ نحصل عمى:    جل غير متناقصة من أ      ةالن الدوبما أ

      
|    |

                
 

                                                                                
 عمى :    نحصل من     جل من أ نووبناء عمى ذلك فإ

                ∫                
 

  
 

 
                                        

 :   نحصل من أجل      عمى   [9]جحة بييارياوبتطبيق متر 
                   ∫         

 

 
                                              

∫      حيث :
  

 ( 
 
 )

                                                                                      
 

 
                        

              والتي تكون معرفة لأجل      ىي الدالة العكسية لمدالة        
 متزايدة .       و         كثر من ذلك فان: والأ

ذا فرضنا أ ∫           ن : وا          
 

 
      

                                                        ن: متزايدة نجد أ    ومن كون 
 :    وينتج من 

   
|    |

                         
|    |

               
 

                              
 ن :نجد أ  من المبرىنة     وبالاستفادة من الشرط 

∫ | (      )      |  
 

 
 ∫          

| |

  
   

 

 
    ∫         ∫       
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   ∫        ( 
| |

   
 )

 

 
                                         

                                                    
∫ن التكامل وىذا يبرىن أ   (      )         

 

 
 متقارب اطلاقاً وبالتالي فإن: 

      ∫   (      )         
 

 
 موجودة ومحدودة. 

 تكمل البرىان كما في المبرىنات السابقة.ويس 
 الثالثة التالية:لتكن المعادلة التفاضمية غير الخطية من المرتبة :مثال تطبيقي  
       |      |

   
                   

 

                                   
 : جراء الحسابات نحصل عمىوبإ     من المعادلة  
                                               

 

                            
ليا        لممعادلة  ن كل الحمول الشاممةأمحققة وىذا يعني بدوره   المبرىنة ن جميع شروط وبذلك نستنتج أ

 .              حيث    عندما           السموك المقارب
 

 :الاستنتاجات والتوصيات
من المعادلات لمحمول الشاممة لنمط جديد في السموك المقارب  وجديدة  لقد تم التوصل إلى مبرىنات ىامة

عممية البحث  وسوف نواصل     لثة بثابت لابلاسي من المرتبة الثاوغير المتجانسة الخطية غير التفاضمية 
 .    العممي في موضوع السموك المقارب والحمول الموجبة والحمول الشاذة بثابت لابلاسي 

في الجامعات السورية بالاستمرار في  متخصصين من أعضاء الييئة التدريسيةالساتذة الأنا من ءنوصي زملا
التذبذبي غير عممية البحث العممي حيث توجد العديد من المسائل المفتوحة في السموك المقارب والسموك التذبذبي و 

  لممعادلات التفاضمية غير الخطية من مراتب مختمفة.
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  :المراجع
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