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 ممخّص  

 
عمى المنحنيات المفتوحة       ندرس في ىذا العمل مسألة تقريب التوابع العقدية التي تنتمي إلى الفضاء 

وقد استخدمنا من أجل ذلك بعض خواص  والتي تنتمي إلى أسرة واسعة من المنحنيات وىي أسرة منحنيات ريس.  
 تحويل جوكوفسكي و تأثيره في أسرة منحنيات ريس. 
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  ABSTRACT    

 

In this paper, we will study the approximation of complex functions from       

space on the open curves    which are related to the Reisz class of  Curves. 

For that end, we have used some of Joukowski transformation properties and his effect on 

Reisz Curves. 
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 مقدمة:
 :بـترتبط في مسائل نظرية تقريب التوابع العقدية  ةالعناصر الرئيسمن المعموم أن 

 .بع التي يتم تقريبياصف التوا -1

 .التقريبوالتي نسمييا أدوات ( ، ...التوابع الكسرية، )كثيرات الحدود إليياصف التوابع التي يتم التقريب  -2

 .المناطق التي يتم التقريب عمييا أسرة -3

 .عمّق بمعامل الاستمرارالمتسمى في حالة التقريب دراسة الفروق والتي  -4
صف واسع من  إلىكثيرات حدود تنتمي  إلى   من صف شيير ىو  قمنا بدراسة مسألة تقريب التوابع بحثنا ىذافي 
 أسرة إلىتنتمي )أقواس( عممية التقريب ىذه تتم عمى منحنيات مفتوحة و  .ت الحدود وىي كثيرات حدود فابييركثيرا

الواحدية  ةق بتابع معرّف عمى الدائر المستخدم يتعمّ  معامل الاستمرار .منحنيات ريس أسرةوىي  واسعة من المنحنيات
 .وسيرد تعريفو مفصّلا

 
 ة جداع بخاصة ىامّ وىو تحويل جوكوفسكي العكسي الذي يتمتّ  اً شيير  استخدمنا في ىذا العمل تحويلاً وقد 

خلال ذلك استطعنا تحويل مسألة تقريب التوابع من ف ،منحنيات مغمقة إلىممنحنيات المفتوحة و لوىي خاصة تحويم
 إلىنا من أجل الوصول أنّ بوننوه  مسألة تقريب التوابع العقدية عمى منحنيات مغمقة. إلىالعقدية عمى منحنيات مفتوحة 
 ط.ة بشكل مبسّ وعندىا أتى برىان النتيجة الرئيسزمة بعض المبرىنات اللا بإثباتالنتيجة الرئيسة ليذا العمل قمنا 

 
 :أىمية البحث وأىدافو

الصف الرئيسة لمتوابع ) فمن خلال معرفة الصفة ،نظرية تقريب التوابع العقدية في أىمية يممك ىذا البحث
 .منيا بدرجة كافية ( قريبةكثيرة حدود )كثيرة حدود فابيير بإيجاد( قمنا إليوالتي تنتمي 

 
 طرائق البحث ومواده:

العقدية وعمى المفردات الأساسية في  طريقة البحث تعتمد بشكل أساسي عمى خواص الفضاءات التابعية
 مسألة تقريب التوابع عمى منحنيات مغمقة إلىوعمى تحويل مسألة تقريب التوابع عمى منحنيات مفتوحة  نظرية التقريب

 .باستخدام تحويل جوكوفسكي العكسي
 

 :[1]        ن الفضاء الموزّ  1: تعريف

منتو في و عن الصفر  تابع مختمف  ، حيث        ن الفضاء الموزّ  إلىنو ينتمي إ  يقال عن التابع 
حسب ليبيغ بقابلا لممكاممة   |   |وكان التابع    عمى قابلا لمقياس   كان إذا،   كل مكان تقريبا عمى المنحني

∫ أي أنّ ،   عمى طول المنحني  |   | |  |
 

 ∞. 
 :الآتيبالشكل         ن الفضاء الموزّ  يعرّف النظيم فيو 

  ‖ ‖         {∫  |           |  |  |
 

}
 

 ⁄ 
 .              نفا          كان إذا :في حالة خاصة
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 :بالعلاقة الآتية معطى      في الفضاء النظيم  ويكون
     ‖ ‖        {∫  |    |  |  |

 
}
 

 ⁄                 
 

 :[2]  : تكامل كوشي الشاذ لمتابع 2تعريف 
 :بالعلاقة الآتية   عمى طول المنحني   تكامل كوشي الشاذ لمتابعيعطى 

 ̃             
 

   
 ∫

    

    
              ;         

 
 :[2]    : أسرة منحنيات ريس3تعريف 

 :ت الطول المحدود والتي من أجميا يكونبأنيا مجموعة المنحنيات ذا   تعرّف أسرة منحنيات ريس 
‖   ‖               ‖ ‖                            

⋂         بـ رمزو ي       . 
 ثبات بعض  ة في ىذا العمل نقوم بعرض بعض التعاريف والرموزقبل إنجاز المبرىنة الرئيس المستخدمة وا 

 .المبرىنات

 المفتوح وفق تحويل جوكوفسكي العكسي ىو المنحني    المنحني صورة ليكنC .ولتكن  المغمقD  ىي القرص
| |  }   و الواحدي،  .الدائرة الواحدية {  

            ،         . 

  إلى   لمتابع الذي يحوّل بشكل محافظ من خارج المنحني المفتوح           ب  نرمز  . 

          .التابع العكسي لو 

  ليكن          ،        . 

  تابعو العكسي.        ،    إلى    لمتابع الذي يحوّل بشكل محافظ             بنرمز 

  تابعو العكسي.        ،    إلى    لمتابع الذي يحوّل بشكل محافظ            بنرمز 

 في دراستنا تحويل جوكوفسكي   ندخل      
 

 
   و تابعو العكسي   

  √    

 
. 

 
 النتائج والمناقشة:

           بـ  لنرمزو  اً عقدي عاً تاب  ليكن  :1مبرىنة 
 

 
 :عندئذ،  

 :نوفق تحويل جوكوفسكي فإ   صورة المنحني   C إذا كان

                                                  (  
 

  
)
 

 ⁄
  

        بما أنّ  :الإثبات
 

 
  )      ن فإ  

 

  
)  :عندئذ يكون               ، ولدينا     

        ∫ |    | 
 

 |  |       ∫ | (  
 

 
)|

 

 
 |  

 

  
|  |  |  

          ∫ | (  
 

 
) (  

 

  
)
 

 ⁄
|

 

  |  |
 

     
                <  ∞   ∫ |          |   |  |
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        ϵ   وىذا يكافئ أن
        ‖  ‖       ‖ ‖  و منو يكون

                                                              : أي أنّ   
 
 :المبرىنة الآتيةتعطى ب    و  ،    و    التحويلات العلاقة بين إنّ  -
 

 :2 مبرىنة
( 1 )        ;          (  

 

 
) 

           
 

    
      ( 2 ) 

 
 :بطريقتين    الدائرة الواحدية خارج إلى   C المغمق المنحني خارجنلاحظ أنو يمكن تحويل  :الإثبات
 .      التحويل من خلال  مباشربشكل : الأولى
      جوكوفسكيوفق تحويل  Γ المنحني المفتوح خارج إلى C المغمق المنحني بتحويل خارج: الثانية

 

 
ومن ثم  

 .(1كما ىو موضح بالشكل )        التحويل  وفق    إلى خارج  Γتحويل خارج 
 
  W                                                                        Z 

                                                                                         
                                                                

 

 
                

                                                     
                                                                                           

                                    
                                             t          C  

 (1الشكل )
 

  )        فتكون
 

 
) 

  )      φ     :أنّ  ينتج مما سبق
 

 
) 

       وبما أنّ          و          : لدينا  وبشكل مشابو
 

 
 نجد  

              
 

 
    

                :فيكون
 

    
 

(     )         بالشكل       عرّف التابع  ي - (  
̀    )

 
 ⁄. 

 (    )        ب، نرمز تابع وزن      وليكن    ىذا التابع معرّف عمى الدائرة الواحدية نّ إ
 :3 مبرىنة

                                 ϵ       
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∫                                                                 ثبات:الإ |    |  |  |
 

      1- 
    :وبالتالي       ̀    يكون            بما أنّ و 

∫ | (    ) ( ̀   )
 

 ⁄
|

 

 |  |
  

   ∫ | (    )|
 
| ̀   | |  |

  
  

         ∫ |    |  |  |
 

                                     
     ϵ                                                     

                       ∫ |         | 
 

|  |            2-  
 لدينا:

∫ |           | |  |
  

 ∫ | [    ][ ̀   ]
 

 ⁄   [    ]|
 

  
|  |  

 ∫ | [    ]  [    ]| | ̀   |
  

|  |  
 ∫ |         | 

 
|  |       

                 
φ التحويلات العلاقة بين المبرىنة الآتيةتعطينا  -

 
 :  و    ،    و  

 
φ       ;                 (3)             :4 مبرىنة

 
      (  

 

 
) 

                      (4)                                                   
 

     
    

 :بطريقتين   الدائرة الواحدية  خارج إلى  Cالمغمق  المنحني داخل نلاحظ أنو يمكن تحويل  :لإثباتا
 .          ;          : بشكل مباشر وفق التحويلالأولى
     وفق تحويل جوكوفسكي   Γ المنحني المفتوح خارج إلى   C المنحني المغمق بتحويل داخل: الثانية

 

 
ومن  

  )           التحويلبواسطة      خارجإلى  Γتحويل خارج ثم 
 

 
 .(2الشكل )ب موضح ىو كما (

 
         W                                                                   Z 

                                                          
                                                                                    

                                                               
 

 
                

                                                                                       
                                                                                   

                                             t                 C                 
 (2) الشكل

 
 :أنّ أي 

φ
 
      (  

 

 
)  

 :نجد أنّ  2 مشابو لممبرىنة بشكلو 
            

 

     
  

(     )       ̃  بالشكل     ̃  التابععرّف ي - (  
̀    )

 
 ⁄. 
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 .   ىذا التابع معرّف عمى الدائرة الواحدية إنّ 
 عندئذ يكون:  (     )       بـ، نرمز تابع وزن ما     إذا كان  -
 

         ̃                                     :5 مبرىنة
   

∫                                                       ثبات:الإ |         | 
 

|  |         

 :وبالتالي        ̀     يكون           بما أنّ و 
∫ | ̃          |

 
|  |

  
 ∫ | [     ][ ̀    ]

 
 ⁄   [     ]|

 

  
|  |  

 ∫ | [     ]  [     ]| | ̀    |
  

|  |  

  ∫ |         | 
 

|  |          

    ̃         
   

 
         و  (    )          يحققان    و    فيما يمي سوف نفترض أنّ 

 (    ). 
 :الآتي بالشكل         في الفضاء    لمتابع  معامل الاستمرار يعرّف -

            | |  ‖  (    )       ‖
      

  
(    )   ‖  | |              بـ سوف نرمز       ‖    

 .                   يكون   c = 1  من الواضح أنو في حالة
 :بالعلاقة الآتية            في الفضاء الموزّن   لمتابع  الاستمرارمعامل يعرّف  -

     
          | |  ‖  (    )       ‖

  (     )
  

        في الفضاء الموزّن  ̃ لمتابع  معامل الاستمرار يكونو  -
 :الآتيبالشكل معرّفاً    

     ( ̃   )     | |  ‖  ̃(    )    ̃   ‖
       

  
  

 .[3] أندرسون يااستخدمقد  1تساوي  في حالة دالة الوزن ىذه المعاملات مثل نشير إلى أنّ 

  )      لتكن
 

  
)
 

(    )       تصبح عندئذ  ⁄   (        )
 

 ⁄. 
 :  و       معاملات الاستمرار  العلاقة بين المبرىنة الآتية تعطينا -
 

        :6 مبرىنة
   

                 
 :الإثبات

     
   

        | |  ‖  
 (    )    

    ‖
         

  

    | |  {∫ |[  
 (    )    

    ]      |
 
 |  |

  
}
 

 ⁄

  

    | |  {∫ |  
 (    )         

          |
 
 |  |

  
}
 

 ⁄  

    | |  {∫ |  
 (    )     (    )    

          |
 
 |  |

  
}
 

 ⁄  

    | |  {∫ |     
 (    )  ( (    ))    

      (    )|
 
 |  |

  
}
 

 ⁄
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    | |  {∫ |    
       (           )

 
 ⁄
   

    (        )
 

 ⁄ |

 

|  |
  

}

 
 ⁄

       

               لدينا  (2)   العلاقةمن 
 

    
    ̀  منو وبالاشتقاق يكون

 ̀   
          

 :نجد أنّ  (5)في  بالتعويض

     
   

        | |  {∫ |    
 (    ) (

 ̀ (    )

 ̀(    )
)

 
 ⁄

   
    (

 ̀    

 ̀   
)
 

 ⁄

|

 

|  |
  

}

 
 ⁄

  

    | |  {∫ |   
 (       ) ( ̀      )

 
 ⁄

(
 ̀ (    )

 ̀(    )
)

 
 ⁄

       (    ) ( ̀   )
 

 ⁄

(
 ̀    

 ̀   
)
 

 ⁄

|

 

|  |
  

}

 
 ⁄

  

    | |  {∫ |   
 ( (    )) ( ̀ (    ))

 
 ⁄
   (    ) ( ̀    )

 
 ⁄
|

 

|  |
  

}

 
 ⁄

 (6)  

           لدينا  
 

 
 :ينتج أنّ  (2)منو ومن العلاقة   

     (    )   (     
 

    
)   (     )  

 يكون:(6) بالتعويض في 

     
   

        | |  {∫ |   (        ) ( ̀       )
 

 ⁄
  (     ) ( ̀    )

 
 ⁄
|

 

|  |
  

}

 
 ⁄

  

    | |  {∫ |    (    )       |
 
|  |

  
}
 

 ⁄  
    | |  ‖    (    )       ‖

      
  

              
 :عمى نحصلسبق مما 

     (  
   )               (7)  

  )     كانت  إذا -
 

  
)
 

(     )       تصبح  ⁄   (    
     )

 
 ⁄ 

 :الآتيةبالمبرىنة    و       الاستمرار تالعلاقة بين معاملاتعطى 
 
 

 ̃ )                               :7 مبرىنة
   )              

 :الإثبات
      ( ̃ 

   )     | |  ‖ ̃ 
 (    )   ̃ 

    ‖
       

  
 

    | |  {∫ |[ ̃ 
 (    )   ̃ 

    ]      |
 
 |  |

  
}
 

 ⁄

  

    | |  {∫ | ̃ 
 (    )        ̃ 

          |
 
 |  |

  
}
 

 ⁄

  

    | |  {∫ | ̃ 
 (    )    

 (    )   ̃ 
          |

 
 |  |

  
}
 

 ⁄  

    | |  {∫ |    ̃ 
 (    )  (  (    ))   ̃ 

      (     )|
 
 |  |

  
}

 
 ⁄  

     ( ̃ 
   )     | |  {∫ |   ̃ 

       (    
        )

 
 ⁄
  ̃ 

    (    
     )

 
 ⁄ |

 

|  |
  

}

 
 ⁄

(8) 
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             لدينا (4)   العلاقة من
 

     
 :نجد (8) التعويض فيبالاشتقاق و  

     ( ̃ 
   )     | |  {∫ |   ̃ 

 (    ) (
 ̀ (    )

  
̀ (    )

)

 
 ⁄

  ̃ 
    (

 ̀    

  
̀    

)
 

 ⁄

|

 

|  |
  

}

 
 ⁄

  

    | |  {∫ |   
 (  (    )) (  

̀ (    ))
 

 ⁄
(
 ̀ (    )

  
̀       

)

 
 ⁄

       (     ) (  
̀    )

 
 ⁄
(
 ̀    

  
̀    

)
 

 ⁄

|

 

|  |
  

}

 
 ⁄

  

    | |  {∫ |   
 (  (    )) ( ̀ (    ))

 
 ⁄
   (     ) ( ̀    )

 
 ⁄
|

 

|  |
  

}

 
 ⁄

(9) 

 :لدينا(4)   العلاقة حسببو      التابعتعريف من 
     (     )   (      

 

     
)   (     )  

 :يكون (9) بالتعويض في 

     ( ̃ 
   )     | |  {∫ |   (        ) ( ̀       )

 
 ⁄
  (     ) ( ̀    )

 
 ⁄
|

 

|  |
  

}

 
 ⁄

  

    | |  {∫ |    (    )       |
 
|  |

  
}
 

 ⁄   
    | |  ‖    (    )       ‖

      
  

              
 : أنّ  ومنو وجدنا
          (10)                          ( ̃

 

 
  )              

 
 :ينتمي إلى أسرة منحنيات ريس عندئذ اً مغمق ىمنحنC  ليكن :[4] 1 مبرهنت مساعدة

 :يأتي ، بحيث يتحقق ماعمى الأكثر n، من الدرجة      توجد دالة كسرية  فإنو         ϵ  إذا كان 
‖          ‖                

(   
 

 
)        ( ̃  

 

 
)  

∑      ىي دالة كسرية من الشكل       نّ إحيث     
    

     
 
ي ىي منحنيات مغمقة تنتمي إلى تبيّن أن صورة أقواس ريس وفق تحويل جوكوفسكي العكس المساعدة الآتية مبرىنةال -

 .نفسيا الأسرة
 

 :جوكوفسكي عندئذ يكونح وفق تحويل المفتو   صورة المنحني   Cليكن  :[2]  2مبرىنة مساعدة
                            

 
 المبرىنة الرئيسة في ىذا العمل. الآن نورد

 :منحنيات ريس عندئذ أسرة إلىينتمي  اً مفتوح ىمنحن   ليكن : 8مبرىنة
 : يأتي بحيث يتحقق ما، عمى الأكثر nمن الدرجة ،      توجد كثيرة حدود  نوفإ        إذا كان 

‖          ‖          (      
 

 
)    (      

 

 
)  

 :الإثبات



 عمي، يونسو، صادق              تقريب التوابع إلى كثيرات حدود عمى أقواس ريس

111 

  )       : يكون 1حسب المبرىنة          بما أن 
 

 
) عندئذ و بالاعتماد عمى المبرىنة            

 :بحيث يتحقق ،عمى الأكثر nمن الدرجة  ،      توجد دالة كسرية  2 والمبرىنة المساعدة1  المساعدة
(11)                    ‖           ‖               

(  
  

 

 
)       ( ̃ 

  
 

 
)     

 :نجد أنّ  (11)في  (10)و  (7) بتعويض
‖           ‖          (      

 

 
)    (      

 

 
)  

(12)                        ‖ (  
 

 
)       ‖

       
   (      

 

 
)    (      

 

 
)  

 بإجراء التبديل 

 
 نحصل عمى:   

(13)                       ‖ (  
 

 
)    (

 

 
)‖

       
   (      

 

 
)    (      

 

 
)  

 

 :   نجد (13) و(12) من العلاقتين 

(14)                   ‖ (  
 

 
)  

        (
 

 
)

 
‖

       

   (      
 

 
)    (      

 

 
) 

)           أنّ  نلاحظ
 

 
)

 
 :من الشكل       بقوى كثيرة حدود ىي  

  (  
 

 
)  

        (
 

 
)

 
  

 نحصل عمى: (14)العلاقة في ض يعو بالت
‖ (  

 

 
)    (  

 

 
)‖

       
   (      

 

 
)    (      

 

 
)  

 يكون  تحويل جوكوفسكيواستناداً إلى 
(15)        ‖          ‖          (      

 

 
)    (      

 

 
) 

 
  :عمى التقريب الآتيفإننا نحصل         كانت  إذافي حالة خاصة  نستنتج أنو (15)من العلاقة  نتيجة:

‖          ‖          (   
 

 
)  

 
 الاستنتاجات و التوصيات:

من تتم حل مسألة تقريب التوابع العقدية عمى منحنيات مفتوحة  إلى من الدراسة السابقة نستنتج أن الوصول
إجراء ىذه  تمي نستخدام تحويل جوكوفسكي ، ونوصي بأمغمقة با مسألة تقريب التوابع عمى منحنيات إلىخلال تحويميا 

 الدراسة عمى أسرة أخرى من المنحنيات.
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