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 ممخّص  

 
تم الاىتمام بدراستيا في أواخر التسعينات  إذ ،تعتبر شبكات الأسس في الحمقات من أحدث أصناف الشبكات

العلاقة بين شبكة الأسس في الحمقة وبين شبكة بول، ونيتم بشكل  اليدف من ىذا البحث ىو دراسة من القرن الماضي.
أن شبكات عمى  إعطاء مثال من أىم النتائجو  خاص بالسمات التي تتصف بيا علاقة الترتيب في شبكة الأسس.

 .ي الحمقات لا تشكل بالضرورة شبكاتالأسس ف
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  ABSTRACT    

 

 
The lattice of radicals ring is considered the most recent type of lattices, and has 

been studied since the nineties of the last century. The purpose of this article is to reveal 

the relationship between the lattice of radicals ring and Boolean lattice, specially the 

specific characteristics of the order relation in the Lattice of radicals. However, one of the 

most important conclusions is that giving examples shows that the lattices of radicals rings 

are not necessarily  Boolean lattices, even if they were complete distributive lattice. 
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 مقدمة:
ة وبما أن عمم الشبكات الجبري .تعدد فروعو وتطبيقاتووذلك لعمم الحمقات الجبرية  لا تخفى عمى أحد أىمية

، الكمبيوتر برمجياتدراستو باستخدام التي فتحتيا  اتمكانيالإخاصة بالمنطق الرياضي و ىو التطور الأبرز لعمم الجبر و 
 من أىم أساليب ىذا الدمج لعلو  العجوز.كان الدمج بين ىذين العممين من أفضل السبل لإعادة الشباب لعمم الجبر لذا 

شبكة الأسس لبعض البنى الجبرية )مثل الزمر والحمقات والحقول( ودراسة خواص ىذه الشبكة وصفاتيا واختلاف ىذه 
 الصفات باختلاف صفوف الأسس المدروسة.

 
 :والبحث وأىداف ةأىمي

التي شيدت تطوراً كبيراً و  من الشبكات وىي شبكات الأسس صنف جديدىو أخذ ىذا البحث  اليدف من
نقل الدراسة المجردة تماماً إلى دراسة تطبيقية وذلك من لمما فتح المجال ، صبح بالإمكان دراستيا وتمثيميا برمجياً أ

 خلال دراسة العلاقة بين شبكات الأسس لمحمقات و الشبكات البوليانية.
 

 طرائق البحث ومواده:
نبدأ ىنا بإعطاء بعض التعريفات لذا  ،من مفيوم الأساس الاستفادةعمى تعتمد طريقتنا في ىذا البحث 

 .وونتائجالبحث والخصائص الضرورية لعرض الموضوع والتي تستخدم في مبرىنات 
 

 النتائج والمناقشة:

وجميع  𝒜صف جميع الحمقات التبديمية. إن جميع الحمقات المدروسة ىنا ىي حمقات من الصف  𝒜لتكن 
 .𝒜الحمقات مغمقة بالنسبة لمتشاكلات المختارة لمصفوف الجزئية من 

 نظرية الأسس في الحمقات: .1

 [9] :تعريف .1.1
)بحيث تشكل  α(A) بالمثالية 𝒜من  Aفي نفسو بحيث تقابل كل حمقة  𝒜من الصف  تطبيقاً  𝒜→𝒜 :α بفرض

 :منطمق مثالية في المستقر( عندئذ  صورة أية حمقة من ال

i) المثالية I  لمحمقةA نسمييا α- مثالية إذا كانت α( I ) = I. 

ii) المثالية J  لمحمقةA نسمييا α-  أساس( α –radical )  لمحمقةA إذا كانت ، J  أكبرα-  مثالية لمحمقةA. 

 

 [9] :تعريف .1.1
 إذا حقق الشروط الآتية: 𝒜في الصف  اً أساس 𝒜→𝒜 :α التطبيق نسمي

i)   من أجل أي تشاكل حمقيφ: A → Ā :يكون α(φ(A)) ⊆ φ(α(A)). 

ii)  في أية حمقة اختياريةA  المثاليةα(A)  تكونα- لمحمقة  اً أساسA. 

iii)  ميما تكن الحمقةA  فإنα (A φ(A)⁄ ) =  . 
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 [9] :تعريف .1.1
: 𝒜في الصف  اختيارياً  أساساً  𝒜→𝒜  :α ليكن  عندئذ 
 .α( A ) = Aحمقة إذا كان  -αنسمييا  Aالحمقة  * 
 .  = α( A )نصف بسيطة إذا كان  -αنسمييا حمقة   Aالحمقة  * 

 .ℛ(α)نرمز لو بالرمز حمقة  -αإن صف جميع الحمقات التي ليا الشكل 
 .𝒫(α)نصف بسيطة نرمز لو بالرمز  -αوصف جميع الحمقات التي ليا الشكل 

من   ℛ=ℛ(α) إذا كانت( radical class of rings )  من الحمقات نسميو صف أساس ℛإن الصف  * 
 محدد. αأجل أساس 

 = 𝒫إذا كانت  (semisimple class of rings)نصف بسيط  اً من الحمقات نسميو صف 𝒫الصف  * 

𝒫(α)  من أجل أساسα .محدد 
، وبالتالي من أجل تعيين ℛ(α), 𝒫(α)يكون محدداَ بشكل منتظم و وحيد من خلال كل من  𝒜→𝒜  :αالأساس

 أساس يكفي أن نحدد صف الأساس لو أو صف نصف البسيط لمحمقات.
 :أتيالأسس لمحمقات أو الحمقات نصف البسيطة جزئياَ بعلاقة الاحتواء كما ي وفيمكن ترتيب صف

 .𝒫(γ) ⊆ 𝒫(α)إذا وفقط إذا كان  ℛ(α) ⊆ ℛ(γ)فإن  γ , αمن أجل أي أساسين 

 

 [9] :تعريف .1.1
وفق تشاكل ما ىي  ℛمن الحمقات صفاً مغمقاً بالنسبة لمتشاكل إذا كان صورة كل حمقة من الصف  ℛ نسمي الصف

 .ℛ(α)حمقة من الصف 

 

 [9] :تعريف .1.1
 ℛتنتميان لمصف  A⁄Jو  Jن االحمقت Aلمحمقة   Jمن أجل كل مثالية  صفاً مغمق التمديد إذا كان ℛنسمي الصف 
 أيضاً. ℛتنتمي لمصف  Aينتج أن الحمقة 

 

 [9]                  :تعريف .1.1
 يحقق خاصة الاستقراء إذا حقق الشرط: صفاً  ℛنسمي الصف 

  In ⋃عندئذ   ℛ ∍ In، بحيث كل  Aمن المثاليات في حمقة  .… ⊇ I1 ⊆ I2 ⊆… ⊆ Inمن أجل أية سمسمة صاعدة 
 .ℛينتمي إلى الصف 

 

 [1] :نظرية .1.1
 ىو صف أساس إذا و فقط إذا كان: ℛ  صف الحمقات

i) ℛ تشاكمياَ. اً مغمق اً صف 

ii) ℛ لتمديدى الإبالنسبة  اً مغمق. 

iii) ℛ الاستقراء خاصة يحقق. 
 :من ىذه المبرىنة نحصل عمى النتيجتين الآتيتين
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 :نتيجة .1.1
⋂أسرة أسس فإن الصف  +αi : i ∊ℕ*إذا كان  ℛ(α )  ℕ الأساس المرافق ليذه الأسرة  ،اً أساس اً يكون أيضا صف
⋀ نرمز لو α   ℕ. 

 

 :نتيجة .1.9
ىذا الأساس نسميو   ℳ⊆ℛ(α)بحيث أن αمن الحمقات يوجد أصغر أساس  ℳمن أجل أي صف اختياري 

 .𝓁ℳو نرمز لو ℳ  (the lower radical of class ℳ)مولَّد بالصف الدنى الأ الأساس
 .𝓁A نرمز لو 𝓁ℳ فقط فإن Aمن حمقة واحدة  اً إذا كان الصف مؤلف

 

 [9]                  :تعريف . 1.1

ث اً من الحمقات نسميو صف ℛالصف   لممثاليات إذا حقق الشرط: اً مورِّ
 .ℛىي حمقة من الصف  Iفإن  ℛمن الصف  Aفي الحمقة  اً مثالي Iإذا كان 

 [9] :نظرية .1.11
 :كان نصف بسيط إذا اً صف 𝒫صف الحمقات يكون 

i) 𝒫 ث اً صف  .المثاليات عمى اً مورِّ

ii) 𝒫 لتمديدإلى ابالنسبة  اً مغمق اً صف. 

iii) ية حمقات من الصف لأ المباشرمجموع ال𝒫  ىو أيضاً حمقة من الصف𝒫. 

 

 :نتيجة .1.11
 ىو أيضاً صف نصف بسيط، (𝒫نصف البسيطة )تنتمي لمصف  -αأن الجزء المشترك من أية أسرة من الحمقات 

 .ℳيحوي الصف المعطى  𝒫 من الحمقات يوجد أصغر صف نصف بسيط من ℳبالتالي من أجل أي صف 

 

 :تعريف .1.11
نسميو الأساس الأعمى المعرف من خلال صف الحمقات  ℳ ⊆ 𝒫(α)بحيث أن  ℳمرافق لمصف  αأكبر أساس إن 

(the upper radical of class ℳ ) ℳ  نرمز ليذا الأساس𝒰ℳ. 

 

 [9]                  :تعريف .1.11
ممكن  ℳغير صفري لحمقة من الصف  اً ( إذا كان كل مثالي   regular ) اً نظامي اً صف من الحمقات ℳالصف  نسمي

 .ℳنقمو وفق ىومومرفيزم إلى حمقة غير صفرية من الصف 
 

 :من ىذين التعريفين يمكن ذكر المبرىنة الآتية

 [1]                  :مبرىنة .1.11
 .ℳمعرف من خلال  𝒰ℳأساس أعمى  يوجد من الحمقات، عندئذ   اً نظامي   اً صف ℳإذا كان 

. ℳ لا يمكن نقميا تشاكمياً إلى حمقة غير صفرية من الصف Aإذا كانت الحمقة فقط  حمقة –𝒰ℳتكون  Aوالحمقة 
 .α :α=𝒰 𝒫(α)ويكون من أجل كل أساس 
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 الشبكات الجزئية فييا:شبكة الأسس و  .1

 [1]                 :ف الشبكةتعري .1.1
 الحد الأدنى الأعظمو  (sup) الحد الأعمى الأصغرأنيا شبكة إذا وجد  (≥ , L) المرتبة جزئيانقول عن المجموعة 

(inf)  أي(sup(a,b)=a∨b  َو inf(a,b)=a∧b ) من أجل أي عنصرينa , b  منL. وندعو الثلاثية  (L, ∧ , 

 شبكة جبرية. (∨
 .infو  supتممك  Lينتج من التعريف أن أية مجموعة جزئية منتيية غير خالية من 

 

 [1] :تعريف .1.1
 Xوالحد الأدنى الأعظم لأية مجموعة  إذا وجد الحد الأعمى الأصغر تام ةأنيا شبكة  (∨ ,∧ ,L)نقول عن الشبكة 

 .Lجزئية )ليس بالضرورة منتيية( في 

 

 :مبرىنة .1.1
 يمكن ترتيبيا جزئياً بالشكل: 𝒜المؤلفة من جميع الأسس في الصف  𝕃الأسرة 
 :فإن 𝕃 أساسين من α1  ،α2إذا كان 

α2 α1 ≤ عندما ℛ(α1) ⊆ ℛ(α2) 
 ℛ(α1) ⊂ ℛ(α2) عندما > α2 α1 أو

 مع العمميتين: 𝕃الأسرة  عندئذ
*α  i   ℕ+  𝓁⋃ ℛ(  )  ℕ

= ⋁ α   ℕ   *α  i   ℕ+  ⋀ α   ℕ  
 .تام ةتشكل شبكة 

 
الحد الأعمى  إيجاديجب  تام ةأنيا شبكة لإثبات  𝕃في المجموعة  مجموعة جزئية X={αi : i∊ℕ} لتكن :البرىان

 أعلاه.بالنسبة لمعمميتين المعرفتين  Xلـِ  الأصغر و الحد الأدنى الأعظم
⋂: سس ىو صف أساس أي أنالأصفوف لأسرة  المنتييتقاطع غير النجد أن  1.1من النتيجة  ℛ(α )  ℕ  فيكون

⋀ ىو الصف الأساس لتقاطع الأسس αii ℕ  أي أنℛ(⋀ α   ℕ ) = ⋂ ℛ(α )  ℕ  
اجتماع الأسس فميس بالضرورة أن يكون اجتماع صفوف الأسس ىو صف أساس لذلك نأخذ الأساس إلى أما بالنسبة 

⋃𝓁الأدنى للاجتماع  ℛ(  )  ℕ
المؤلفة من جميع الأسس في صف  𝕃الأسرة  وبالتالي، 1.9وىو موجود بحسب النتيجة  

 .تام ةىي شبكة  𝒜 الحمقات
 

من  Aمن أجل كل حمقة  𝛳(A)=0حيث  𝛳 سالأساىو  𝕃 نستنتج أن أصغر عنصر فيمن المبرىنة السابقة 
 حيث Σ سأن أكبر عنصر فييا ىو الأسانصف بسيطة(. و  -𝛳)ىذا يعني أن جميع الحمقات ىي  𝒜الصف 
Σ(A)=A  من أجل كلA∊𝒜  بمعنى أن جميع الحمقات تكون(Σ- .)حمقات 
 :من الأسس α +  ℕ* من أجل أي أسرةويكون لدينا 

𝒫(⋁ α   ℕ ) = ⋂ 𝒫(α )  ℕ  &ℛ(⋀ α   ℕ ) = ⋂ ℛ(α )  ℕ 
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 :مبرىنة .1.1
⋁)تكون المساواة  Aمن أجل حمقة  αii ℕ )(A)=A من المثاليات  صاعدة محققة إذا وفقط إذا وجدت سمسمة{I𝜇} 

   I0=O ،I حيث: Aفي الحمقة 
I 
= αi ،Iأساس من أجل بعض الأسس  -αiىي  ⁄ ⋃ I      من أجل عدد

⋃، و 𝜈محدود  I  = A. 
أما  .من الضروري ذكره[ لذا ليس 1إن برىان الشرط الكافي في ىذه المبرىنة يسير بشكل  مشابو كما في ] البرىان:

   Iنجد من الواضح بما أن فلإثبات المزوم 
I 
لتمديد ى الإأن صفوف الأساس مغمقة بالنسبة أساس و  -αi⋁ىي  ⁄

 .جتماعوالا
 

 :مبرىنة .1.1
 Aفي الحمقة  {I𝜇}محققة إذا وفقط إذا وجدت سمسمة من المثاليات  0= (A)(αi⋀)حمقة تكون المساواة  Aمن أجل 
   I0=O،I  حيث:

I 
= I نصف بسيطة من أجل بعض الأسس -αiىي  ⁄ ⋂ I    ،α   من أجل عدد

⋂، و 𝜈محدود  I  =  . 
 [. أما الشرط اللازم واضح.1من أجل الشرط الكافي انظر ] البرىان:

 

 :مبرىنة .1.1
 تعطى بالشكل: {αi}وفق تقاطع أسرة الأسس  Aإن صورة الحمقة 
αi(I)=I}  من أجل كل أساسαi I & مثالي في (⋀αi)(A)=Σ *I ≤ A : A 

 .1.1ىنة واضح مباشرةً من المبر  البرىان:
 

 ليست معيارية، أي لا تحقق الشرط: 𝕃الشبكة  مما سبق يمكن أن نورد المثال الآتي الذي يبين أن
 .σ = (α ⋁ (σ ⋀ γ ⋀ (γ ⋁ α)) فإن:  α ≤ σبحيث أن  α , σ , γ من أجل أي أسس

 

 :مثال .1.1
فقط إذا كان حمقة نظامية إذا و  -(p , q)ىي  A، الحمقة (p , q)بأساس مشترك  q(x) , p(x)لنأخذ كثيري الحدود 

 .a = p(a) b q(a)ن: إبحيث  b ∊ Aيوجد  a ∊ A من أجل كل
 .γ ≤ σ من الواضح أنγ = (x , x) ،   σ=(x , 1)،كبسونأساس جا αليكن 

 ℤ4 =(ℤ4 )(σ ⋀ (γ ⋁ α)) ولكن       0=(ℤ4 )(γ ⋁ (α ⋀ σ))نجد :   ℤ4من أجل الحمقة 

 .γ ⋁ (α ⋀ σ) ≠ (γ ⋁ α) ⋀ σىذا يعني أن:   

 

 [1]                  :تعريف .1.1
 :إذا كانت I  (essential extension)حمقة ممدد جوىري لمحمقة Aتسمى الحمقة 
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I ⊲ A  &I ∩ C ≠ 0  حيث(⊲  يعني أنI  مثالية فيA و ) من أجل كلC⊲ A  وC≠ ،  ًويدعى أيضاI   اً مثالي 
 .I⊲∙Aنرمز لو و  Aلمحمقة  (large) أكبر اً مثالي  أو  اً جوىري

 

 [9] :تعريف .1.9
 ℛ لتمديد الجوىري إذا كان الممدد الجوىري لأية حمقة من الصفإلى انو مغمق بالنسبة إ ℛ نقول عن صف حمقات

 .ℛ حمقة من الصفىي أيضاً 

 

 [1] :مبرىنة . 1.1
 يحقق أحد الشرطين الآتيين المتكافئين: αفقط إذا كان  مورِّثىو أساس  α سإن الأسا

i)  من أجل كل مثاليI  لمحمقةA يكون α(I) = I ∩ α(A). 

ii) (α) حيث مغمق بالنسبة لمتمديد الجوىري ،(α)  ىو الأساس المولد بـα. 

 .اً ثمور  إذا كان الصف الأساس الموافق لو  مورِّثو ن  إ: نقول عن أساس ما ملاحظة

 

 :مبرىنة .1.11
 .𝕃ىو شبكة جزئية في شبكة جميع الأسس  𝕋ة مورِّثصف جميع الأسس ال

ثتقاطع أسس  أن 1.11نتيجة اللقد بينا في  البرىان: أسس بالتالي يكفي فقط إثبات أن اتحاد ، و مورِّثة ىو أساس مورِّ
ثأسرة من الأسس ال {αi*. لتكن مورِّثة ىو أساس مورِّث مثالي أكبر في حمقة  Iحيث  0=(I)(αi⋁)ة ولنفرض أن مورِّ

A عندئذ  يكون ،αi(I)=0  من أجل جميعαi وبما أن ،αi فيكون  مورِّثαi(A)=0  ومنو   1.1بحسب مبرىنة
(⋁αi)(A)=0  بالتالي يكون و  1.1وفق المبرىنة⋁αi   أيضاً   1.1مبرىنة بحسب  اً ثمور. 

 
ثالنظرية التالية حول الأسس النذكر الآن   .ةمورِّ

 [9]                 :ةمبرىن .1.11

i) ة مورِّثشبكة جميع الأسس ال𝕋 :ىي شبكة توزيعية أي أن 
 :يكون مورِّث γ مورِّثومن أجل أي أساس  ،ةمورِّثمن الأسس ال i∊ℕ حيث αiأجل أي أسرة من 

    γ ⋀ ( ⋁ α   ℕ ) = ⋁ (γ ⋀ α )  ℕ 

ii)  من أجل أي أسرةαi  حيثi∊ℕ  مورِّثمن الأسس ومن أجل أي أساس γ :يكون 
    γ ⋀ ( ⋁ α   ℕ ) = ⋁ (γ ⋀ α )  ℕ 

مما يفتح المجال أمام دراسة جديدة في الشبكات التوزيعية ليست شبكة بول  𝕋أن الشبكة ن بيِّ عطي الآن مثالًا يولكن سن
 .التام ة

 

 :مثال .1.11

 أساس جاكبسون:𝒥 حيث   𝒥⋀𝒥' = 𝛳, 𝒥⋁𝒥' = Σبحيث أن 𝒥 مورِّثلنبين أنو لا يوجد أساس 
 نصف بسيطة. –'𝒥 تكون حمقة بسيطة -𝒥 بالحقيقة إذا وجد مثل ىذا الأساس عندئذ كل

تكون حمقة  A( في الحمقة 2nمن جميع الأعداد الصحيحة الزوجية، بما أن كل مثالي ) Aلنشكل الحمقة 
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( 1)القسمة
وىذا  𝒥⋁𝒥'≠Σ أننصف بسيطة ىذا يعني  -'𝒥⋁𝒥ىي  Aومنو فإن الحمقة  حمقة بسيطة -𝒥ىي  ⁄( 1)

 غير ممكن.
 

 .𝕂 ث عن شبكة الأسس المعدومة القوةسنتحد  فأما الآن 

 [9]                  :تعريف .1.11
 . =Anبحيث  n>1إذا وجد عدد طبيعي  (nilpotent)حمقة معدومة القوة  Aنسمي الحمقة  *      
 ، إذا احتوى عمى (over nilpotent radical class)فوق معدومة القوة  نوإصف أساس  يقال عن *      

ثبالإضافة لكونو و  ،ℤ0حمقات -الصفرصف   .اً مورِّ
 عن أساس أنو فوق معدوم القوة إذا كان صفو الأساس كذلك. يقالو  *      

 

 [9] :تعريف .1.11
-ىو الأساس الأعمى لصف الحمقات المعدومة القوة وىو أيضاً الأساس الأعمى لصف الصفر 𝛽 (Baer)ير أساس بيِّ 
 )الحمقات المعرف عمييا الجداء الصفري(.  ℤحمقات 

 

 [1] :مبرىنة .1.11
 .مورِّثىو أيضاً أساس  𝓁ℳعمى المثاليات، فإن  مورِّثصف حمقات  ℳإذا كان 

 

 :نتيجة .1.11
 .مورِّثأساس  𝛽ومن تعريف أساس بيِّير يكون  1.1من المبرىنة 

وبي ن أن كل  𝛽ير ة التي تصغر أساس بيِّ مورِّثحدد جميع الأسس ال Armendariz)أن ) [1]ومن المعموم أيضاً من 
∑ 𝓁: أساس أدنى بالشكل أساس منيا ىو ℤ 

 
   

حمقة معرف عمييا    ℤ و وليَّةمجموعة جميع الأعداد الأ Qحيث  
تكون  𝛽ة التي تصغر مورِّثفي ىذه الحالة شبكة جميع الأسس ال .ℤpالجداء الصفري والجمع كما ضمن الحقل 

، ى التمديدلإبما أن صفوف الأسس مغمقة بالنسبة  .وعات الجزئية لمجموعة قابمة لمعدإيزومورفية مع شبكة جميع المجم
عندئذ جميع الأسس فوق  .حوي جميع الحمقات المعدومة القوةالقوة يمن الواضح أن كل صف أساس فوق معدوم 

 بالتالي أساس بيِّير ىو أصغر أساس فوق معدومة القوة.، و 𝛽معدومة القوة حاوية عمى 
 

 [1]: مبرىنة .1.11
 .𝕃ىي شبكة جزئية من  𝕂 ،تام ةأسرة جميع الأسس فوق معدومة القوة تشكل شبكة توزيعية  𝕂الأسرة 

 

 :نتيجة .1.19
ليست  𝕃ليست شبكة بول وبالتالي  𝕂، ينتج أن 𝒥 ، ومن تعريف الأساس فوق معدوم القوة لجاكبسون1.11 لالمثامن 

 شبكة بول.
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 [1] :تعريف . 1.1
 An، حيث Aمن أجل جميع الحمقات  α(An)=(α(A))n و يحقق متطابقة المصفوفة إذا كاننإ αنقول عن أساس 

 .Aعناصرىا من الحمقة  n × nتدل عمى المصفوفة من الدرجة 

 

 [1] :مبرىنة .1.11
 .αi(A) ∩=(A)(αi⋀) :ةمورِّثالسس من الأ {αi}أية أسرة من أجل  العلاقة التالية محققةإن 

 

 :مبرىنة .1.11
 .Aلكل حمقة  Iمن أجل بعض المثاليات  α(An) = In أساس ما، عندئذ   αليكن 

مثالي في  α(An)وبالتالي  Bnمثالي في  An. فتكون 1مع واحدة  Bكمثالي في حمقة  Aيمكن إدخال الحمقة  البرىان:
Bn  وبما أن [6]بحسب .B  عندئذ   1بواحدةα(An)=In  من أجل بعض المثالياتI  لمحمقةB ولكن .α(An) ⊆ An 

 .I ⊆ Aومنو 
 

 القضايا التالية متكافئة: :مبرىنة .1.11

i)  الأساسα يحقق متطابقة المصفوفة. 

ii)  يكونα(An)=An فقط إذا كان α(A)=A. 

iii) يكون α(An)=0 إذا وفقط إذا كان α(A)= . 
 :(iii) ⇐(i)لإثبات  واضح. (ii)⇐(iii)&  (i)⇐(ii)إن إثبات  البرىان:

 .α(An)⊆(α(A))n ومنو α(An ⁄(α(A))n)=α((A ⁄α(A))n)=0 بالتاليو   =α(A⁄α(A))نلاحظ أن 
 α((A⁄I)n)=α(An⁄In)=0 فيكون. 1.11بحسب المبرىنة  Aفي  Iمن أجل بعض المثاليات  α(An)=Inوأيضاً 

 .α(A) ⊆ I، ومنو (iii) بحسب α(I)=0والذي يعطي 

 

 :مبرىنة .1.11
 في شبكة جميع الأسس. تام ةصف جميع الأسس التي يحقق متطابقة المصفوفة ىو شبكة جزئية إن 

يحققان متطابقة  αi&  ⋁αi⋀ أسرة من الأسس تحقق متطابقة المصفوفة، يجب أن نثبت أن {αi*لتكن  البرىان:
 .المصفوفة

 ، وبالتاليαiأساس من اجل جميع  -αiىي  Anأساس وبالتالي  -αiىي  Aأي أن   A=(A)(αi⋀)ليكن
(⋀αi)(An)=An بشكل مشابو نجد أن ،(⋀αi)(An)=An  يعطي(⋀αi)(A)=A ومنو ،⋀αi  يحقق متطابقة

 .1.11المصفوفة بحسب المبرىنة 
يحقق  αi⋁، 11ويكون وفق المبرىنة  An=(An)(αi⋁)فقط إذا كان  A=(A)(αi⋁)وبذات الأسموب نبين أن 

 متطابقة المصفوفة.
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 الأساس الخاص لمحمقات: .1

 [9] :تعريف .1.1
 .J=0أو  I=0فإنو إما  IJ=0 بحيث Aمثاليين لمحمقة  I,Jإذا كان  (prime) أوليَّةنيا إ Aنقول عن حمقة 
 .I2=0فإن  Aغير صفري في الحمقة  اً مثالي   Iإذا كان  (semi-prime) أوليَّةأنيا نصف  Aنقول عن حمقة 

 

 [9]                  :تعريف .1.1
اً  وليَّةمن الحمقات الأ ℳمجموعة المثاليات لمصف  *        :إذا حقق الشرطتجعل منو صف اً خاص 

 .أيضاً  ℳتكون من  Aفإن  ℳكذلك في   Iويكون Aغير صفري أولي لمحمقة  اً مثالي   Iإذا كان 
 .صف خاص ℳمن أجل  α=𝒰ℳ إذا كان اً خاص اً أساس αالأساس  نسمي *      

 
 .عن الأسس الخاصة نظرياتبعض الما يمي نذكر في

 [1] :نظرية .1.1
 ℳمن أجل أي صف خاص 

i)  الأساس الخاص𝒰ℳ  ىو أساس فوق معدوم القوة أيℳ  مورِّثىو صف. 

ii)  من أجل كل حمقةA  صف خاص و ℳ ،𝒰ℳ(A)  ىو الجزء المشترك لجميع المثالياتB  لمحمقةA  بحيث
Aن الحمقة إ

ℳ ،𝒰ℳ(A)ىي حمقة من الصف  ⁄  = ⋂* :  ⊲ A,
A
 ⁄  ℳ+  لذلك𝒰ℳ(A)  ىي حمقة

 .ةنصف أوليَّ 
ىو أكبر صف خاص، وأن أصغر صف خاص ىو  وليَّةصف جميع الحمقات الأ πأن الصف  [1]من المعموم 

 .Φالمجموعة الخالية 
وبشكل عام ميع الأسس المعروفة ىي أسس خاصة أن ج [1]م أيضاً ، ومن المعمو Σ= 𝒰ϕ المبتذلن الأساس إنقول و 

 .أساس خاص أصغر ىو 𝛽 وبالتالي 𝛽=𝒰πلدينا  Bearير من أجل أساس بيِّ 

 

 [1] :نظرية .1.1
 اً نصف بسيطة يكون صف   -α وليَّةالأ جميع الحمقات = π∩𝒫(α) π(α) ، الصفα مورِّثمن أجل أي أساس 

ىو  α مورِّثالأساس الوأيضاً  .αىو أصغر أساس خاص يحوي الأساس المعطى  𝒰π(α). وبالتالي الأساس اً خاص  
 .α=𝒰π(α) أساس خاص فقط إذا كان

 

 :مبرىنة .1.1
 .π(α1)⊇π(α2) فقط إذا كان α1≤α2 أساسين خاصين فإن α1, α2إذا كان 
 :التالية ؤيكون من علاقات التكاف البرىان:
α1≤α2 ⟺ 𝒫(α1) ⊇ 𝒫(α2) ⟺ π∩𝒫(α1) ⊇ π∩𝒫(α2) ⟺ π (α1) ⊇ π(α2). 

 

 [1]                  :ةمبرىن .1.1
⋃ℛ(𝒰الخاصة فإن:  من الصفوف i∊Γ حيث ℳiمن أجل أي أسرة       

) = ⋂ ℛ(𝒰  )   . 
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بحيث أن  �̂�ℳمن الحمقات يوجد أساس خاص أصغري  ℳجل أي صف أنو من أينتج  1.1من ىذه المبرىنة 
 ℳ ⊆ (�̂�ℳ) (lower special radical of class ℳ). 

 . �̂�نرمز ليا بـ   �̂�فإن  Aيحوي فقط )مؤلف فقط( من حمقة واحدة  ℳفي حالة كون الصف 
�̂�ℳمن الحمقات  ℳمن أجل أي صف  وبالتالي يكون: = 𝒰 (𝓁〈ℳ〉)  حيث〈ℳ〉  الصف المؤلف من جميع

 .Rحمقة جزئية قابمة لموصول في  Aتكون  ℳفي  A نو يوجد حمقةإبحيث  Rالحمقات 

 

 :نتيجة .1.1
 المؤلفة من جميع الأسس الخاصة مع العمميات: 𝕊مما سبق نستنتج أن الأسرة 
⋁ α    = �̂�⋃ ℛ(  )   

  &  ⋀ α      ( حيثα  أي أسرة من الأسس الخاصة)  تام ةىي شبكة. 
⋁ ومن المعموم أن: α    = 𝒰⋃  (  )   

 
 لدينا: γمن الأسس الخاصة والأساس الخاص   αومن أجل أي أسرة 

       γ⋀ ( ⋁ α   ℕ ) = ⋁ (γ ⋀ α )  ℕ 
 ىي شبكة توزيعية. 𝕊وبالتالي فإن الشبكة 
 .Σ( وأكبر أساس فييا ىو الأساس Baer) 𝛽ير فييا ىو أساس بيِّ  إن أصغر عنصر

 .لا تشكل شبكة بول 𝕊 سنبين الآن أنو 
 ن:إبحيث  'αنو لا يوجد أساس خاص إبحيث  αمن أجل ذلك نشكل مثالًا عن أساس خاص 

         α⋀α' = 𝛳, α⋁α' = Σ 

 :مثال .1.1
صف جميع الحمقات  π\ℳوالصف  ℳعندئذ  بالطبع الصف  ℤpالمؤلف من جميع الحقول  ℳلنأخذ الصف 

 علاوة عمى ذلك: تكونان صفين خاصين، ℳتنتمي لـِ  التي لا وليَّةالأ
          π(α) = π ℳ α = 𝒰  ℳ 

عدد محدد، من ناحية ثانية  pمن أجل  A ≃ ℤpفإن  ℳوكانت من  π(α) الصف من Aبالحقيقة إذا كانت الحمقة 
ىي حمقة من  A⊳ ىذا يعني أنو من أجل  π\ℳحمقة جزئية بسيطة في الصف  Aالحمقة  11استناداً لممبرىنة 

 و ىذا غير ممكن. π\ℳىي حمقة من  ℤpوبالتالي فإن  π\ℳالصف 
 ىو الأساس المطموب )الذي نبحث عنو(: α=𝒰π\ℳ لنبرىن الآن أن

 فإننا نحصل عمى: α⋀α' = 𝛳, α⋁α' = Σ حيث 'αخاص معطى  إذا كان من أجل أساس
       π=π(α  ⋀  α' ) = π(α) ⋃ π(α' ) = ( π\ℳ) ⋃  π(α' ) 

                &              ϕ= π(α ⋁  α' ) = π(α) ⋂ π(α' ) = ( π\ℳ) ⋃  π(α' ) 
لأن الحمقة  𝒫(α')تكون حمقة من الصف  ℤوعندئذ  حمقة الأعداد الصحيحة  α'=𝒰ℳأي أن  π(α')=ℳوبالتالي 
ℤ الحقل من مجموع نصف بسيط ℤp  ومن الصف𝒫(α') وبما أن صف الحمقات نصف البسيطة مغمق استناداً إلى ،

 المجموع الجزئي.
 ℤ≠   =(ℤ)( 'α ⋁  α)وبالتالي      π\ℳ ⊆ 𝒫(α) حمقة من الصف ℤمن ناحية ثانية 

 و ىذا غير ممكن. α ⋁ α ' ≠ Σأي أن 
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 :نتيجة .1.9
 α⋀α'=𝛳, α⋁α'=Σ نإبحيث   'αمن المثال ينتج أيضاً أنو لا يوجد أساس فوق المعدوم القوة )معدوم القوى عموي( 

 لأنو إذا كان ذلك محققاً فإن:
         π(α) = π\ℳ & 𝒫(α)⋂ 𝒫 (𝒰ℳ)=0 

 لا تشكل شبكة بول. 𝕂وبالتالي الشبكة  وىذا غير ممكن

 

 الأسس:العناصر الذرية في شبكات  .1
ن وجدت ما ىي مميزات تمك ذرات إن اليدف من ىذا الجزء ىو الإجابة عمى التساؤل: ىل يوجد في شبكات الأسس ؟ وا 

 الذرات؟
أو  A2=Aلدينا إما   Aمن أجل أية حمقة بسيطة ، Aمثالي في  A2نعمم من تعريف الحمقة البسيطة ومن كون 

A2=0. 

 

 [9]                  :تعريف .1.1
 (.idempotentجامدة ) Aن الحمقة إفإننا نقول  A2=Aإذا كانت * 
 . حمقة ىي حمقة جامدة -αإذا كانت كل  (subidempotent radical) نسميو أساساً جزئياً جامداً  αالأساس * 

 

 [1]                  :ةمبرىن .1.1
𝓁ℤإما أن تكون أساساً جزئياً جامداً أو أساساً أدنى  𝕃في الشبكة  ذرَّةن كل إ

  
مولداً بحمقة مع عممية الضرب   

 .عدد أولي   pحيث    ℤالصفري عمى الزمرة الجمعية 
 .𝕃لمشبكة  𝓁Q ذرَّةبواحدة تولد  Qأن كل حمقة بسيطة 

 

 :مبرىنة .1.1
 .𝕃في الشبكة  ذرَّةلا يوجد حمقة بسيطة مع عممية الضرب صفري تولد 

= 𝓁 [1]فإنو استناداً إلى  𝕃في  ذرَّة 𝓁Aإذا كان  البرىان: 𝓁ℤ
  
  ℤ . لأن الزمرة الجمعية في الحمقة 

 -pىي   
 ـزمرة قسمة ىو صف أساس، ومنو فإن كل ال -p ىي زمرة قسمة وأن صف الحمقات التي فييا الزمر الجمعية

 𝓁ℤ
  
، ليا أيضاً ىذه الخاصة A. وبالتالي الزمرة الجمعية لمحمقة زمرة -pحمقة تممك زمرة قسمة جمعية وتكون   

حمقة بسيطة وىو  Aوىذا يعني أنو لا يمكن أن تكون الحمقة .   ℤ مجموع مباشر لحمقات من الشكل Aينتج أن 
 .المطموب

 

 [9]                  :تعريف .1.1
 .H(A) = ∩( I⊲ A: I ≠  )يعرف كما يمي:  Aلمحمقة  H(A)إن القمب  ،حمقة ما Aلتكن 

سنحدد الآن  .اً وحيد اً أصغري   اً تممك مثالي   A، أي أن   ≠ H(A)غير قابمة لمتحميل المباشر إذا كان  Aتكون الحمقة 
 .ةمورِّثجميع الذرات في شبكة الأسس ال
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 .مورِّثمن الحمقات ىو أيضاً  ℳ مورِّثلمصف ال 𝓁ℳالأساس الأدنى أن  1.11بينت المبرىنة 
 .البسيطة ذات مربع صفري حمقاتستكون ال

 

 :مبرىنة .1.1
 .ةمورِّثفي شبكة الأسس ال ذرَّة 𝓁Sحمقة بسيطة، عندئذ   Sلتكن 

 .𝛼 ≤ 𝓁S > 0بحيث  مورِّثأساس  𝛼ليكن  البرىان:
 Hتممك قمب  Aفي المجموع المباشر لمحمقة  عاملاً   ≠T قابمة لمتحميل الأساس. لتكن الحمقة غير  -A 𝛼لتكن الحمقة 

 .H2=0حمقة بسيطة أو  H. بالتالي إما 𝛼(H)=Hحيث 
ي وبالتالي لديو عامل زمرة دورية بجداء صفر  xالمولد بـِ  H. عندئذ المثالي في   ≠ H ∍ x، لنأخذ H2=0إذا كان 

 .حمقة بسيطة
أساس وبما أنو يحوي حمقة جزئية  -𝓁Sفإن  𝛼 ≤ 𝓁S، وبما أن Kحمقة بسيطة  -𝛼 في الحالة الثانية سنحصل عمى

 .𝓁K = 𝓁S ≤ 𝛼عندئذ   (.11)نظرية  Sقابمة لموصول متشاكمة مع 

 

 .𝓁K ≠ 𝓁Sفإن  حمقتان بسيطتان غير متشاكمتين، S,Kإذا كان  :نتيجة .1.1

 

 .حمقة بسيطة Sمن أجل  𝓁Sات فقط من الشكل . والذر  ذرَّةيحوي  مورِّثكل أساس  :نتيجة .1.1
  نجد 1.1 وبذات الأسموب في المبرىنة أساس، -𝛼حمقة بسيطة  Sنحصل عمى  ،مورِّثأساس  𝛼 ليكن :البرىان

  ≠ 𝓁S ≤ 𝛼. 

 

  [9]                  :تعريف .1.1
الأساس الغير معدوم القوة يدعى  والتي تممك قمباً  ،إن الأساس الأعمى لصف جميع الحمقات الغير قابمة لمتحميل المباشر

 .𝛽𝜑ويرمز لو  (anti simple radical)بسيط 
 أنو أساس فوق معدوم القوة وخاص أيضاً. [9]من المعموم 

 
 تم وضع الأسئمة التالية:و ، 𝕊خاصة في الشبكة  ذرَّةىو   �̂�الأساس  Qأنو من أجل حمقة بسيطة [ 1]في رىن ب  
 ؟Qمن أجل حمقة محددة بسيطة   �̂�ي خاص لو الشكل ىل كل أساس ذرِّ  ( 1
 ية؟ىي شبكة ذرِّ  𝕊ىل الشبكة (  1
 ىل يمكن أن نكتب جميع العناصر الذرية الخاصة؟(  1

 ىذه الأسئمة نعطي المبرىنة التالية: نللإجابة ع

 

 [9]                 :مبرىنة .1.9
αعندئذ  إما أن يكون  ،اً خاص   اً يذر   اً أساس αإذا كان  = �̂�   بسيطة من أجل حمقةQ م امحددة  .α≤𝛽𝜑، وا 
 ⋀ 𝛽 ≤ α. إضافة لذلك اً خاص   اً يشكل أساس α⋀𝛽𝜑أساس خاص فإن  𝛽𝜑وبما أن  اً خاص ياً ذر   αإذا كان  :البرىان

𝛽𝜑 ≤ α من ىنا نجد إما 𝛽= α ⋀ 𝛽𝜑 أو α=α ⋀ 𝛽𝜑. في الحالة الأولى α ≰ 𝛽𝜑 & α = �̂�   من أجل حمقة
 وىو المطموب. α≤𝛽𝜑محددة. وفي الحالة الثانية  Qبسيطة 
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. من ىنا ينتج أيضاً أنو لدراسة ( ليست إيجابية بآن واحد1( و)1) الأسئمة ن الإجابة عننجد أمن ىذه المبرىنة 
 .𝛽𝜑الموضوع يكفي فقط دراسة العناصر الذرية الخاصة المحتواة في 

 
 الاستنتاجات والتوصيات:

بعض الشبكات الجزئية فييا  شبكة بول وكذلك ليست 𝕃 ومن ىنا نجد أن العديد من شبكات جميع الأسس
إن  .شبكة جميع الأسس الخاصة 𝕊القوة، و فوق معدومة شبكة جميع الأسس 𝕂و ةمورِّثشبكة جميع الأسس ال 𝕋مثل 

كونيا شبكة عرفة أية أصناف شبكات الأسس تحقق التطوير الأساسي لمنتائج في ىذه المقالة تكمن في إجراء دراسة لم
 توضيح العلاقة بشكل كامل بين شبكات الأسس والشبكات البوليانية.بول لأن معرفة ذلك تتيح 
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