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 ممخّص  
 

لإيجاد تحولات تابع   MATLABتـ في ىذا البحث حؿ معادلة بولتزماف الحركية عددياً باستخداـ برنامج 
بتابعية كؿ مف درجة الحرارة والسرعة والطاقة الحركية . كما حصمنا عمى  الاحتماليةتوزع فرمي ديراؾ والكثافة 

المنحنيات الموافقة ليذه التحولات في فراغ ذي ثلاثة أبعاد دوف وضع أية قيود عمى عبارة الطاقة التي قد تحتوي عمى 
ئج المرجعية التي سبؽ الحصوؿ بارامترات لانداو مف أية مرتبة. ثـ قمنا بمقارنة النتائج التي حصمنا عمييا مع النتا

أف نتائجنا أعـ وأكثر دقة، فوجدنا ( والتي تعتمد عمى توزع ماكسويؿ بولتزماف، MCكارلو ) - عمييا بطريقة مونت
  .  ∞→T( بأجراء التقريب MCويمكف الحصوؿ عمى النتائج المرجعية لطريقة )

 
  

ػ طريقة مونت كارلو ػ  MATLABع فرمي ديراؾ ػ البرنامج معادلة بولتزماف الحركية ػ تابع توز  الكممات المفتاحية:
 الطرائؽ العددية لحؿ المعادلة الحركية.
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  ABSTRACT    

 

This program allows us to find the variation of distribution function  

(probability density) as a function of other variables, such as temperature, velocity and 

kinetic energy. Furthermore to draw the correspondence charts (curves) in space consist of 

three dimensions without any restrictions on energy which can contain Landau parameters 

of higher numbers. Comparing these results with the results of Monte-Carlo method (MC), 

we can conclude that our results are more general if compared with the results in literature, 

it means that the MATLAB program   we used for this purpose is more powerful to solve 

such problems in comparison to other ones.   

 

Key Words: Kinetic Boltzmann equation – Fermi  Dirac distribution function – MATLAB 

program – Monte Carlo method – Numerical methods to solve the kinetic equation. 
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 مقدمة:
لوصؼ الخواص الديناميكية لمغازات وكانت ىذه المعادلة   ( 1872 )وضع بولتزماف معادلتو الحركية في العاـ 

والتي تصؼ سموؾ الغاز المثالي والغاز المتحمؿ بالإضافة  ،الأساس الذي بنيت عميو النظرية الحركية لاحقاً 
ومة ، والمقالصمبة مثؿ: الطواعية المغناطيسيةلمسوائؿ.استخدمت ىذه المعادلة لتعييف المقادير الفيزيائية للأجساـ ا

كما تستخدـ في دراسة علاقات التشتت  ،ومعامؿ الانتشار في المواد وطاقة موجة السبيفنضغاطية، والاالكيربائية، 
 . [4 -1]الخ   ---وتخامد لانداو في البلازما 

طوٌر لانداو ومف بعده سيميف ىذه المعادلة لتصؼ الخواص الفيزيائية لمجمؿ شبو الكلاسيكية،واستخرج منيا 
، ثـ طورت مف قبؿ أبريكوسوؼ   [7-5]أمواج السبيف البارامغناطيسية والصوت الصفري والأوؿ ....الخظاىرة 

وفي تحديد الصيغ المختمفة لانتشار الأمواج المغناطيسية    [8,9]وتشيرفونكوا لحساب معاملات الانتشار في المعادف
 . [10,11]في المعادف القموية 

ذا تتبعنا البحوث المنشورة حت نجد  ،ى الآف والتي تعتمد طريقة المعادلة الحركية في تفسير الظواىر المجيريةوا 
 ؽ في دراسة وفيـ الظواىر الطبيعية.ائإحدى أىـ الطر  ،أنيا تشكؿ إضافة لطريقة تابع غريف
إلى فرضيات لانداو في سائؿ فرمي مف أجؿ مصفوفة الكثافة المغناطيسية    استناداً عمٌمت المعادلة الحركية 

,w)k(M مصفوفة الكثافة  و,w)k(  بدوف تقريبات، وتـ فصؿ ىذه المعادلة إلى جزأيف يصؼ أحدىما تطور الكثافة
 .   [12]المغناطيسية في الفراغ الطوري، كما يصؼ الآخر تطور الكثافة الجسيمية في نفس الفراغ 

 تكوٌف ىذه المعادلة بصيغتيا العامة معادلة تفاضمية جزئية مف الشكؿ:
 
 

 حيث: 
   ،               . عبارة عف مصفوفة مؤلفة مف عمود لجممة محافظة مستقرة في وضع التوازف : 

أما . : عبارة عف تنسوراف ليما نفس العدد مف الأسطر، ويوافؽ عدد الأعمدة عدد درجات الحرية ليذه الجممة  
 فيقصد بيما المشتؽ ودوار التنسوراف الموافقاف، ولمزيد مف المعمومات يمكف العودة إلى Cو  Dالدليميف السفمييف 

 وفؽ تقريبات زمف التراخي فتتـ الحموؿ التحميمية المتوفرة ليذه المعادلةأما . [13]
Relaxation Time Approximation    . يمكف عمماً أنو لا وبعدد محدود مف الحدود لايتجاوز الثلاثة حتى الآف

ؽ الحاسوبية والبرامج التي تساعد عمى حؿ المعادلات الرياضية ائحؿ ىذه المعادلة تحميمياً بشكؿ كامؿ ومع تقدـ الطر 
 [14,15]فقد أمكف حؿ معادلة بولتزماف الحركية في العديد مف الحالات اعتماداً عمى طريقة مونت كارلو  في الفيزياء،

. 
في  استخدامياالذي يحتوي في داخمو عمى برامج فرعية وأوامر يمكف  MATLABوبظيور البرنامج التقني 
فإننا سنستخدـ ىذا البرنامج في تنفيذ حؿ المعادلة الحركية، ومف ثـ مقارنة نتائجنا  ،حؿ المعادلات التفاضمية الجزئية
 . [18-16]طريقة مونت كارلو   باستخداـمع تمؾ التي تـ الحصوؿ عمييا 
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 :أىدافوأىمية البحث و 
 انطلاقاً الطرائؽ العددية لحؿ المعادلة الحركية بواسطة الحاسوب خطوة خطوة  استخداـالبحث إلى  ييدؼ ىذا

 مف ثلاثة حدود ثـ أربعة وفؽ شروط ابتدائية ملائمة. تعطى المعادلة الحركية بالشكؿ العاـ التالي:
 

 

),,( حيث:  tvrf، تابع توزع الجسيـ :r، موضع الجسيـ :vسرعة الجسيـ :،aتسارع الجسيـ :، t الزمف :
،),,( tvr  : 0  ,   ), ,( 0: تابع يدؿ عمى تكامؿ التصادـ بيف الجسيمات . وبأخذ  tvra   نحصؿ عمى الشكؿ

 : ( 1 )المختزؿ لممعادلة 

 
 باستخداـ( يتـ تنفيذه  codeبكتابة برنامج )شيفرة برمجية  وذلؾ ( 2 )قمنا في البداية بحؿ المعادلة المختزلة 

 . نأخذ تابع توزع  فرمي ػ ديراؾ التالي : MATLABالبرنامج التقني 
      )3(
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رمز تابع التوزع فرمي ػ ديراؾ  استبداؿحيث يتـ  f   إلى الرمز , Tu  بما يلائـ نموذج المعادلة
 . MATLABلما ىو معرٌؼ في  اً التفاضمية الجزئية وفق

                :الابتدائيةالشروط 
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( بدلالة المتحولات الأخرى مثؿ: درجة  الاحتماليةيسمح لنا ىذا البرنامج  بإيجاد تحولات تابع التوزع ) الكثافة 

 ثلاثة أبعاد.    يوبالتالي رسـ المنحنيات المقابمة في فراغ ذ والطاقة الحركية،السرعة و  الحرارة

لذلؾ يمكف ليذا البحث أف يكوف قاعدة للانطلاؽ مستقبلًا لحؿ المعادلات الرياضية في الفيزياء بشكؿ تاـ 
عطاء قيـ عددية لمحموؿ التحميمية المعروفة والتي يمكف استخداميا في التطبيؽ المباشر. يمثؿ ىذا  وبدوف تقريبات  وا 

لتحديد وحساب المقادير الفيزيائية عف   MATLABلبرنامج  البحث الخطوة الأولى في الطريؽ إلى الاستخداـ العممي 
 MATLABوىذا ما يتيحو لنا البرنامج التقني  ،طريؽ حؿ المعادلة الحركية عددياً ورسـ تحولات ىذه المقادير فراغيا 

 . 
 

 :طرائق البحث ومواده
ؽ البرمجية لحؿ معادلة بولتزماف الحركية، والتي تبنى مف خلاؿ كتابة البرنامج ائستخدمنا في ىذا البحث الطر ا

بإدخاؿ المعطيات اللازمة   MATLABالتي يمتمكيا برنامج    Solver:pdepeأداة الحؿ   استخداـالرئيسي. تـ 
برامج فرعية  باستدعاءا والتي تقوـ بدورى PDEوالتعويض عف الوسطاء بقيـ معمومة لحؿ المعادلات التفاضمية الجزئية 
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مف داخؿ البرنامج الرئيسي لحؿ تمؾ المعادلة التفاضمية الجزئية. بعد الحصوؿ عمى الحموؿ العددية ليذه المعادلة قمنا 
 لة المطروحة مف قبمنا.أبرسميا بدلالة متحولات المس

ستخدـ فييا اوقد  ( 2 ) والتي تقوـ بحؿ المعادلة MATLABنورد الآف الشيفرة البرمجية المكتوبة ببرنامج 
 الأوامر التالية :

         Meshgrid , figure , plot , grid on , surf , label , title . 

     
 : ( 1 )الشيفرة البرمجية 

function pdex61 

m = 0;mu=1;KB=0.6;T0=0.0001;Tf=1;E0=0.001; 

T = T0:0.05:1+T0; E=E0+mu:0.5:3+E0 
sol = pdepe(m,@pdex61pde,@pdex61ic,@pdex61bc,T,E,[ ],mu,KB,T0,Tf); 

u = sol(:,:);     

figure;surf(T,E,u); title('Numerical solution'); 

xlabel('Temperature T');ylabel('Energy E');zlabel('Solution u(E,T)'); 

figure;plot(T,u(:,:));grid on; 

title('Solution at all E values'); 

xlabel('Temperature T');ylabel('u(T)'); 

figure;plot(E,u(:,:));grid on; 

title('Solution at all T values'); 

xlabel('Energy E');ylabel('Solution u(E)'); 

% -------------------------------------------------------------- 

 [T,E] = meshgrid(T,E); 

ue = 1./(exp((E-mu)./(KB.*T))+1); 

figure;surf(T,E,ue); 

title('Analytical(Exact)solution'); 

xlabel('Temperature T');ylabel('Energy E');zlabel('Solution ue(E,T)'); 

% -------------------------------------------------------------- 

function [c,f,s] = pdex61pde(T,E,u,DuDT,mu,KB,T0,Tf)    

c = 1; 

f=DuDT; 

s =0; 

% -------------------------------------------------------------- 

function u0 = pdex61ic(T,mu,KB,T0,Tf) 

u0 = 0.5; 

% -------------------------------------------------------------- 

function [plf,qlf,pr,qr] = pdex61bc(Tlf,ulf,Tr,ur,E,mu,KB,T0,Tf) 

plf = ulf; 

qlf = 0; 

w= exp((E-mu)./(KB.*Tf)); 

pr = (E-mu)./(KB.*Tf.^2).*w./(w+1).^2; 

qr = -1; 
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 المخططات البيانية:
 

 
 Eوالطاقة  Tبدلالة درجة الحرارة  uـ رسم فراغي لتابع التوزيع  ( 1 )الشكل 

 ( 2 )والذي يمثل الحل العددي لممعادلة 

  

 
 Eوالطاقة  Tبدلالة درجة الحرارة  ueـ رسم فراغي لتابع توزع فرمي ـ ديراك  ( 2 )الشكل 

 ( 2 )والذي يمثل الحل التحميمي لممعادلة  ( 3 )وفق المعادلة 
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 Eومن أجل عدة قيم لموسيط  Tبدلالة درجة الحرارة  uـ رسم جانبي لمحل العددي  ( 3 )الشكل 

 

 
 Tومن أجل عدة قيم لموسيط  Eبدلالة الطاقة  uـ رسم جانبي لمحل العددي  ( 4 )الشكل 

 
 0  ,   ), ,( 0في الخطوة التالية مف البحث تـ إدخاؿ حركة الجسيمات وذلؾ بأخذ: tvra 

 ، حيث تـ الحصوؿ عمى المعادلة التالية: ( 1 )مف المعادلة العامة 
 

( في البرنامج  4قمنا أيضاً بحؿ ىذه المعادلة بعد إضافة الحد الثالث إلى الطرؼ الأيمف مف المعادلة ) 
 ( السابؽ.  code)الشيفرة البرمجية 
إضافة للأوامر الآنفة   diffاحتوت عمى أمر إضافي ىو:  الآف الشيفرة البرمجية بشكميا الجديد والتينعرض 
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 : ( 2 )الشيفرة البرمجية 
function pdex612 

m = 0;mu=1;KB=0.6;x0=0.0001;t0=0.001;tf=3;n=20; 

h=(tf-(t0+mu))/n; 

t = t0+mu:h:tf+t0; 

x =t.^2+1/2*t+x0;        

xf=tf.^2+1/2*tf+x0;  

v=diff(x)./diff(t); 

v(:,n+1)=v(:,n)+h; 

a=diff(v)./diff(t); 

a(:,n+1)=a(:,n)+h; 

figure;plot(t,x,t,v,t,a); 

%------------------------------------------------------------------------ 

sol = pdepe(m,@pdex612pde,@pdex612ic,@pdex612bc,x,t,[ ],mu,KB,x0,xf,v,a); 

u = sol(:,:);     

figure;surf(x,t,u);    

title('Numerical solution'); 

xlabel('Distance x');ylabel('Time t');zlabel('Solution u(x,t)'); 

figure;plot(x,u(:,:));grid on; 

title('Solution at all t values'); 

xlabel('Distance x');ylabel('u(x)'); 

figure;plot(t,u(:,:));grid on; 

title('Solution at all x values'); 

xlabel('Time t');ylabel('Solution u(t)'); 

% -------------------------------------------------------------- 

 [x,t] = meshgrid(x,t); 

ue = 1./(exp((t-mu)./(KB.*x))+1); 

figure;surf(x,t,ue); 

title('Analytical(Exact)solution'); 

xlabel('Distance x');ylabel('Time t');zlabel('Solution ue(x,t)'); 

% -------------------------------------------------------------- 

function [c,f,s] = pdex612pde(x,t,u,DuDx,mu,KB,x0,xf,v,a)    

c = 1; 

f1=DuDx; 

f2=v*f1; 

f3=f1*(v/a); 

f4=a*f3;  

f=f2+f4;                                          

s =0; 

% -------------------------------------------------------------- 

function u0 = pdex612ic(x,mu,KB,x0,xf,v,a) 

u0 = 0.5; 

% -------------------------------------------------------------- 

function [plf,qlf,pr,qr] = pdex612bc(xlf,ulf,xr,ur,t,mu,KB,x0,xf,v,a) 

plf = ulf; 

qlf = 0; 

w= exp((t-mu)./(KB.*xf)); 

pr = (t-mu)./(KB.*xf.^2).*w./(w+1).^2; 

qr = -1; 
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 ية:الحمول ممثمة بالمخططات البيان

 

 
 

 tلمجسيم بدلالة الزمن   aوالتسارع  vوالسرعة  xـ رسم بياني لتطور كل من الموضع  ( 5 ) الشكل
 
 

 
 ( 4 )والذي يمثل الحل العددي لممعادلة  tوالزمن   xبدلالة الموضع  uـ رسم فراغي لتابع التوزع  ( 6 )الشكل 
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 tومن أجل عدة قيم لموسيط   xبدلالة موضع الجسيم  uـ رسم جانبي لمحل العددي  ( 7 )الشكل 

 
 

 
 xومن أجل عدة قيم لموسيط  tبدلالة الزمن  uـ رسم جانبي لمحل العددي  ( 8 )الشكل 
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 tوالزمن  xبدلالة موضع الجسيم  ueـ رسم فراغي لتابع توزع فرمي ـ ديراك  ( 9 )الشكل 

 بعد التغير الذي طرأ عميو عند إدخال حركة الجسيمات فيو ( 3 )وفق المعادلة 
 

 :الاستنتاجات والتوصيات
 :الاستنتاجات

لازاؿ حؿ معادلة بولتزماف الحركية أو معادلة لانداو ػ سيميف في سائؿ فرمي في بداياتو سواء أكاف الحؿ تحميمياً 
 الحالتيف إلٌا جزئياً. ولـ تحؿٌ ىذه المعادلة في كمتاأـ عددياً، 

 واختصاراستخدمت طريقة مونت كارلو لحؿ ىذه المعادلة عددياً مف أجؿ عدة تقريبات مثؿ تقريب زمف التراخي 
لطبيعة ىذه الطريقة  ونظرًا . [24-19]عدد الحدود الداخمة في ىذه المعادلة، فقد تـ حميا بثلاثة حدود فقط حتى الآف 

أعداد وتوزيعات عشوائية، فإف الدقة في حؿ الجمؿ المعقدة بيذه الطريقة يزيد الخطأ العشوائية أي اعتمادىا عمى 
الذي صمـ خصٌيصاً ليمبي  MATLABالمرتكب كثيراً. ومع تقدـ البرامج الحاسوبية وبصورة خاصة البرنامج التقني 

يفية الأبعاد، ويتمتع بمجموعة متطمبات الفيزيائييف والميندسيف حيث يوصؼ المقدار الفيزيائي فيو بواسطة مصفوفة ك
خاصة أداة حؿ المعادلات التفاضمية الجزئية  Solversوأدوات الحؿ   Subroutinesكبيرة مف البرامج الفرعية

Solver:pdepe   ستخداميا ىنا. ونظرًا لمميزات الكثيرة واليامة التي يتمتع بيا ىذا البرنامج قمنا باستخدامو إوالتي تـ
 بولتزماف الحركية وىو ما يمكف تطويره بصورة مستمرة لاحقاً مع التطور المستمر ليذا البرنامج .لحؿ معادلة 

، والتي تمثؿ تطور الكثافة بدلالة متحولات تابع التوزع أي درجة الحرارة  (3,4,7,8)بالعودة إلى المخططات 
بعد واحد عند درجات حرارة رمي ديراؾ وفؽ يتضح التوافؽ التاـ مع  منحنيات ف 2D  1Dوالطاقة، وبإجراء  التقريب 

، كما أنيا تتطابؽ مع ما توصمت إليو طريقة مونت كارلو في أحسف حالاتيا التي عولجت مف خلاليا عمى منخفضة
لقد تمكنٌا في  الرغـ مف أننا لـ نستخدـ كؿ إمكانيات البرنامج حتى الآف، وىذا ما نأمؿ بإتمامو في دراسة لاحقة.

ي بنيناه ىنا مف ملائمة معادلة بولتزماف مع أداة الحؿ في ىذا البرنامج،واستطعنا أف ننفذ البرنامج مف أجؿ البرنامج الذ
 تابع توزع فرمي ػ ديراؾ بدلًا مف تابع توزع مكسويؿ ػ بولتزماف الذي أستخدمو آخروف بطريقة مونت كارلو.

0

5
10

15

1

2

3
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Distance x (m)

The analytical (exact) solution ue (x,t)

Time t (s)

u
e
 (

x
,t

) 
P

ro
b
a
b
ili

ty
 U

n
it



 قبلاف، أحمد، نعساني                     لمعادلة بولتزماف الحركية لسائؿ الكتروني لإيجاد حؿ تقريبي  MATLABاستخداـ برنامج 

20 

استخداـ تابع توزع فرمي ػ ديراؾ كمصفوفة كثافة يمكف تنفيذ ىذا البرنامج مف أجؿ أية معادلة تفاضمية جزئية ب
نفسو. كما يعرٌؼ كؿ  MATLABونستطيع رسـ المخططات البيانية ليذه الحموؿ باستخداـ أوامر مناسبة في برنامج 

، ويمكف لبرنامجنا أف يتعرٌؼ عمى كؿ متحوؿ مف بةمركٌ   nمتحوؿ مف المتحولات المدروسة عمى أنو شعاع مكوف مف 
والشروط الحدية بما  الابتدائية. بالإضافة لذلؾ استخدمنا الشروط  MATLABولات نظراً لسعة برنامج ىذه المتح

فإف حؿ  . وبالرغـ مف التحسينات التي تدخؿ يومياً عمى إمكانيات الحاسوب،(FD)يتلاءـ ومتحولات تابع التوزع 
 ؽ الحؿ بدوف تشوىات.ائالتطبيقية وبشكؿ خاص لتحديد طر معادلة بولتزماف الحركية لا يزاؿ تحديًا معاصراً لمفيزياء 

 التوصيات:
الإنساف لمحاسوب في حؿ المسائؿ التقنية في الآونة الأخيرة تطوراً كبيراً حيث يمكف بناء  استخداـتطوٌر 

بدء تنفيذىا ونمذجتيا ودراسة الحموؿ وتجريبيا عمى الحاسوب قبؿ  اختبارىاالمسائؿ التقنية في الحاسوب أولًا ومف ثـ 
 رض الواقع . أعمى 

ت التي تيتـ بحؿ المعادلات الرياضية في الفيزياء مثؿ المعادلة الحركية ومعادلة اولاىنالؾ العديد مف المح
شرودينغر ومعادلة لابلاس وبواسوف وغيرىا،  إلا أنيا لاتزاؿ في البداية، وما قمنا بو ىنا مف حؿ لمعادلة بولتزماف 

 البداية في ىذا المجاؿ حيث إلاٌ  MATLABد عف طريؽ كتابة برنامج رئيسي يتعرؼ عمى أوامر ربعة حدو أالحركية ب
ع إلى حؿ المعادلة الحركية بحدود جديدة مثؿ حد زيماف وحد راشبا لمترابط السبيني المداري وغيرىما مف الحدود نتطمٌ 

 التي تـ إدخاليا مؤخراً أثناء تعميـ ىذه المعادلة.
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