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 ممخّص  
 

تسمح بتحديد مجال  ،الصفري نصف القطر()الكمون مناسبة متأثير المتبادل لفي ىذا البحث كمونات اخترنا 
 كامل لمسألة تشتت أربع بوزونات.  عمى نحو  استخدام الطرق التقريبية التي تعكس الميزة الرئيسية 

مؤثر شرودنغر الفعال منوىين إلى عدم استثناء حالة اقتراب الجسيمات  نامفصل المتحولات واستخدوكذلك قمنا ب
يرة بشكل كاف. تم دراسة الحالات المرتبطة وتشتت أربع بوزونات متطابقة الأربع من بعضيا عمى مسافات صغ

العرضي مقطع قيمة الالنصيب الأكبر في  -Sتشتت لكما أن  ،يتناقص بسرعة كافية ( )   كموناللاحظنا أن ف
لمحركة النسبية ε المسافة بين أي بوزونين كبيرة والطاقة تكون . ثم حمت مسألة التشتت ىذه عندما لمطاقات المنخفضة

م تقريب بورن في حل المسألة. ثم أوجدنا الحل عند الطاقات العالية لمحركة استخدايمكن فكبيرة  εأما في حالة ، صغيرة
 النسبية.

 
 
 الصفري. المدىالقياس، الكمون ذو  ت: مسألة أربع جسيمات، معادلة شرودنغر، بوزونات وحيدامفتاحيةالكممات ال
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  ABSTRACT    

 
We select in this research a suitable effect-exchanged potential (zero–range 

potential) that allowed us to define the range of approximately methods that reflect the 

main criteria of the full problem of scattering bosons. 

The variables have been separated and used an effected Schrodinger value regarding 

not-excluding approximate state for the four-particles from each other for adequate 

distances. 

We studied the related states and scattering the identical four-bosons. We note that 

the potential )(v   decrease with a-none velocity. However s-scattering produce the bigger 

value in the low-energy cross-section. We solve the mentioned scattering problem when 

there is a big distance between any two bosons and the energy ε of the relative motion is 

small. 

However, in case the energy ε is big, it is possible to use Born approximate to solve 

the problem. Finally we find the solution of ultra energy for the relative motion. 

 

 

Keywords: four-body problem, Schrodinger equation, one-dimensional bosons, zero-range 

potential. 
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 : مقدمة
في إطار حتى مسألة صعبة جداً  فيما بينيا ىو التأثيرتتبادل أو أكثر جسيمات  ةمعروف أن وصف حركة ثلاث

 عمماً أن النتائج الفعمية في ىذا المجال التي تم الحصول عمييا في القرن التاسع عشر  ،يكانيك الكلاسيكيمال
 .في ىذا المجالقمة النجاح  الآنحتى  تعد  

لذلك من المفيد  ،مسألة أكثر من جسيمين غير محمولةن إ إذ  قد في الميكانيك الكوانتي، تصبح الحالة أع
ختيار مناسب لكمونات التفاعل التي تسمح بالحصول عمى حمول دقيقة. الاعتماد عمى بعض النماذج المحمولة مع ا

كما تسمح في فيم مميزات وخصائص  ،مسألة تشتت عدة جسيماتميمة لمدخول في جوىر  ذه النماذجفي ،ليذا السبب
تعكس الميزة  تقريبية التيحل المسألة وتحديد إمكانية استخدام الطرق ال ةتضح لنا طريقتوبيذا الشكل  ،حركة الجسيمات

 ة لممسألة بشكل كامل.الرئيس
وذلك عندما يتثنى لنا اختصار  ،الدقيق لممسألة في حالات خاصة فقطو يمكن إيجاد الحل تجدر الإشارة إلى أن

 مستخدمين بذلك مؤثر الكمون أو مؤثر الطاقة )ىاممتون( بصفة خاصة.  ،الحريةعدد درجات 
الموافقة لتوضع ثلاثة  ،معروف ما يسمى بالحمول الخطية لأولر ،في المسألة الكلاسيكية لثلاثة جسيمات

المسألة النموذجية  د  جسيمات عمى مستقيم واحد. المسألة الكوانتية المشابية التي يتميز فييا ىذا الشكل من الحركة تع
 .[4-1]معالجة في ال ،القياس تشتت ثلاثة جسيمات متطابقة ووحيداتل

 ة تكتب بالشكل التالي: غر ليذه الجمممعادلة شرودن

 
  

  
    (  ،  ،  )     

 (  ،  ،  )  ∑  (     )

   

،     ،   ، ،  

 .القياس اتوحيد ات.إحداثيات الجسيم   ،  ،  حيث
 .مون التأثير المتبادل الثنائيك -( ) 

m - .كتمة الجسيم 
فإذا كان                فإن المسألة تقتصر عمى المستوي  ،ذا درسنا حركة مركز الكتل بمفردهإ
التي       ( مستويات )الشاشاتلن التأثير المتبادل يبدو مركزاً بالقرب من افإ يتناقص بسرعة، ( ) الكمون 

لمكمونات المتناقصة حتى لا يعطي نموذجاً قابلًا لمحل عمماً أن مثل ىذا التبسيط  ،إلى ست قطاعات  تقسم المستوي
 بسرعة.

لأربع جسيمات متطابقة وتشكل حالات مرتبطة مسألة التشتت ندرس في الورقة العممية ىذه الحالات المرتبطة ل
 :تأخذ الشكل (  ،  ،  ،  )     المستقرة الموافقة ليذه الحالة شرودنغر. إن معادلة وذات بعد واحد

 

 
  

  
[
   

   
  

   

   
  

   

   
  

   

   
 ]   (  ،  ،  ،  )     

     ،  ،  ،                                                                      (1) 
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 .لمجسيمات مؤثر التأثير (  ،  ،  ،  )   كتمة كل جسيم و mحيث 
إن ىذه الحالة ليست أكثر صعوبة  ؛ىذه المسألةفي بمقدار جسيم واحد لجسيمات زيادة عدد ابغض النظر عن 

قيمة  ةون الموافق لأيمك( ال0حركة مركز الكتل في العلاقة )جسيمات. وذلك لأنو بعد فصل  ةثلاثمن حالة 
 :يحقق الشرط       

 
 (    ،    ،    ،    )   (  ،  ،  ،  )           (2) 

 
 .  ي العادي الثلاث ءاضيتطابق مع الف               ̀   والمستوي غير المحدد

  مجموعة القيم لمحركة النسبية أي  ( ، ، ) التابع الموجي   و   ، الإحداثيات النسبية في 

 في حقل خارجييقع لجسيم غر ثلاثية الأبعاد قق معادلة شرودنتح    عمى المستوي غير المحدد (  ،  ،  ،  ) 
 و:كمون

 
 ( ، ، )   (  ،  ،  ،  ). 

 
 .( ، ، ) مسألة جسيم في حقل كموني إلى مسألة أربع جسيمات تتحول يذا الشكل ب

 عموماً في مسألة تشتت جسيم واحد يكمن المستخدم عن الكمون  ( ، ، )  الفرق الوحيد في خصائص الكمون
ضافةً و  ،اللانياية. علاوةً عمى ذلكلا ينتيي إلى الصفر عند  ( ، ، )   نبأ إلى التأثيرات المتبادلة الثلاثية  ا 

بالقرب من بداية الإحداثيات النسبية في  يحدث اضطراباً  ،والرباعية لمجسيمات في مؤثر التأثير المتبادل لأربع جسيمات
 ثلاثي الأبعاد. لذلك يمكن إدخال ىذه التأثيرات في الحساب عند استخدام الكمون النقطي فقط.  ضاءالف

ناتج عن التأثيرات المتبادلة الرباعية غير  ( ، ، ) وذلك عندما يكون الكمون  ،لندرس أبسط الحالات
 الظاىرة لأربع جسيمات. وبالتالي الشرط التالي منطقي:

 

        ( ، ، )   ،   √                                                   (3) 
 
لذلك ينبغي فقط معالجو بعض [7-5] غر لجسيم واحد معالجو بشكل جيد أن النظرية الرياضية لمؤثر شرودن بما

ة يومن اجل مسالة التشتت تم تحديد مجموعة توابع موج ،النتائج المعروفة انطلاقاً من مسألة أربع جسيمات. بالتفصيل
 محققة لشرط التناظر بالنسبة لتبادل الجسيمات المتطابقة.

 التالي:  حديالشرط ال ويؤدي إلى ،كمثال عمى مسألة أربع جسيمات قابل لمحل ندرس حالة كمون نقطي معروف
 

      *
 

  
(  )    (  )+                                                (4) 

 بارامتر. -   حيث 
 :وأىدافو أىمية البحث
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باستخدام كمون متناقص يحقق الشرط  ،وذات بعد واحدتشتت أربع بوزونات متطابقة لدراسة الحالات المرتبطة 
بين أي لموصول إلى حل لمسألة التشتت في حال المسافة  (4)والتابع الموجي في الحركة النسبية يحقق الشرط  ،(3)

 في حال الطاقات العالية لحل المسألة. (21)وكذلك استخدام تقريب بورن  ،بوزونين كبيرة
 

 البحث ومواده: طرائق
مستمر ومتناظر بالنسبة لكل إحداثياتو (  ،  ،  ،  )  المؤثر  أن( ولنفرض 0) شرودنغرلندرس معادلة 

( من أجل 4يتمتع بالخاصة )أن التابع الموجي و  a  فصل حركة مركز الكتل ندخل المتغيرات نلكي
 التالية:

 
  

 

 
(           ) 

  
 

 
(           ) 

                                             
 

 
(           )                                        (5) 

  
 

 
(           ) 

 المتغيرات تحقق الشرط التالي: ىذه
   

   
  

   

   
  

   

   
  

   

   
  

   

                                             (6) 
 

  حيث 
  

    
  

    
  

ترتبط المتحولات الجديدة مع المتحولات القديمة لابلاس القياسي.  مؤثر    
 :بالعلاقات التالية

   

   







2

1

2

1
,

2

1

2

1

2

1

2

1
,

2

1

2

1

43

21

XxXx

XxXx

             (7) 

 
متعمق فقط بالإحداثيات  w( الكمون 3أي انو وفق الشرط )  لنعرف المؤثر  و  ,  ,,V  بالشكل

 التالي:
 

         







 

2

1
,

2

1
,

2

1
,

2

1
,, WV                    (8) 

 
من تناظرو  4321 ,,, xxxxW بالنسبة لكل المتغيرات ينتج: 
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         

       

 





,,

2

1
,

2

1
,

2

1
,

2

1

2

1
,

2

1
,

2

1
,

2

1
,,

V

W

WV























    (9) 

 
أن قيمة التابع  نتأكدبشكل مشابو   ,,V ت. من جية حولاعند تغيير الإشارة لأي زوج  من المت غيرلا تت

 والإحداثيات 2xو 1x نالإحداثيتي( نبادل 5ووفقاً لمعلاقة ) أخرى

     ,,,,,, XX  
 :بعين الاعتبار نحصل عمى (8)العلاقة  بأخذو 
 

      ,,,,,, VVV                                         (10) 

 
التابع  أنبيذا الشكل نجد   ,,V يعتبر متناظراً بالنسبة لـ 

a- الإحداثياتبادل ت. 
b- ي زوج من الإحداثيات. تغيير الإشارة لأ 

 تأخذ الشكل التالي: في الإحداثيات الجديدة (1)المعادلة 
 

  

  

   

    
  

  
    ( ، ، )                                      (11) 

 
بسيولة. إن دراسة الحركة  وفصميمكن  المرتبط مع حركة مركز الكتل Xالمتحول  أنتبين  (11)المعادلة 
 :شرودنغرا إلى دراسة الطيف والتوابع الخاصة لمؤثر يمات متطابقة وذات بعد واحد تقودنالنسبية لأربع جس

 

    ,,,,,
2

ˆ
2

V
m

H


 

في الحقل يقع من أجل جسيم   ,,V. 
 ثلاثية الأبعاد  شرودنغرأنو عند استخدام معادلة  يى ،الخاصة المميزة ليذه الحالة

 

  uuVu
m

  ,,
2

2
                                                   (12) 

 
ضافةً لنسبية لأربع جسيمات متطابقة، و لوصف الحركة ا  فإن التابع ،خاصة التناظرإلى  ا   ,,V  بشكل

 عام لا ينتيي إلى الصفر عندما:
 222   
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مثلًا: ليكن التأثير المتبادل  4321 ,,, xxxxW :زوجي وجمعي أي أن 
 

 (           )   (     )   (     )   (     )   

  (     )   (     )   (     ) 

 
وليكن  xq  :تابع زوجي مستمر حيث أن 

     xasxqxq 0  
),,( في التابع الموافق ,وتثبيت   إذن عندما V  :نحصل عمى 

     





qqV ,,lim                                         (13) 

 ذلك الحالة التالية غير مستثناة من رغموعمى ال
  0,,lim 





V  

أي تمعب التأثيرات  ،كاف   عمى نحو  تقترب الجسيمات الأربعة من بعضيا عمى مسافات صغيرة عندما  وىي تنتج
 قياساً بالتأثيرات الثلاثية والثنائية.الدور الأىم المتبادلة الرباعية 

 
 كمون التأثير المتبادل المتناقص لأربع جسيمات:

متطابقة. ىذا يعني أننا  بوزوناتقتصر لاحقاً عمى دراسة الحالات المرتبطة وتشتت أربع سن ،في محاكمتنا ىذه
التوابع الموجبة تكون جميا أندرس فقط الحالات التي من  4321 ,,, xxxx بادل كل الإحداثيات متناظرة بالنسبة لت

321 ,, xxx  4وx.  

),,(والكمون الرباعية إذا أخذنا فقط التأثيرات المتبادلة  V فإن البحث  ،يسعى إلى الصفر عند اللانياية
 . [8-5]ذات الكمون المتناقص  شرودنغرسيقتصر عمى دراسة مسألة معروفة لمعادلة 

),,(لنفرض أن  V :متناظر كروياً، أي أن 
 

 24321

2

4

2

3

2

2

2

1

2

222

4

1

,),,(

xxxxxxxx

VV








 

 
),,( دية الموضوعة عمى التابعالشروط الحتتحقق في ىذه الحالة  V  بدييياً شرط التناظر التبادلي مع. 

 تابع مستمر، وليكن: ( ) ليكن 
    03  


 


OV  

 
من القيم فقط من عدد محدود  اً أن يكون مؤلف (9)مطيف السالب لممعادلة يمكن لعندئذ  كما ىو معروف 

n الخاصة السالبة ,,........, 21. 
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nuuuلتكن  ..,,........., L توابع خاصة لمجزء الزاوي 21
فعند إدخال الإحداثيات الكروية  من مؤثر لابلاس، 2

 :التالية
 




























sin
sin

1

sin

1

0,20,0

cos,sinsin,sincos

2

2

2

2L

 

ة بالنسبة لتبادل الإحداثيات نلاحظ أن تناظر التوابع الموجي وكذلك بالنسبة لتغيير الإشارة لكل زوج  ,,
 من الإحداثيات يقتصر عمى التناظر بالنسبة:

a-  دوران بزاوية حول أي محور إحداثي. 
b- عمى المستويات  الانعكاس  ,,. 

ولكن التوابع الموجبة المحققة  تناظرة بالنسبة لتبادل الإحداثيات،المتناظرة كروياً تولد حالات مالتوابع الخاصة 
 لمشرط التالي مثلًا: 

uuLuuL 6,2 22   
 .لا تولد حالات متناظرة

فإن التوابع الموجبة ليذه  3lما عندما  . أ 3lنحصل عمى حالات محققة لشروط التناظر السابقة عندما 
 :الحالات تعطى بالعلاقة التالية

  )(,,
3





 xu                                            (14) 

 :ليكن
 ( )  {

| ( )|          ( )   
                     ( )    

 
والعدد الكمي   ( ) ذو الكمون   غرالسالبة لمجزء القطري لمؤثر شرودن لمقيمة الخاصة   نلاحظ أن العدد 

 :يحقق متراجحة بارغمان  المداري 

   
  

  (    )
∫| ( )|   

 

 

 

 كان:إذا  وىكذا
  

   ∫  ( )   
 

 
                                                             (15) 

 
 لطيف السالب لممعادلة القطرية غير موجودايكون     أي من أجل 

 
 

  

  

 

  

 

  
    

  
 * ( )  

   (   )

    +  ( )    ( )                    (16) 
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 فقط   د  تعا أعلاه ذات التناظر التبادلي فإنو من الحالات المرتبطة المشار إليي ،(15)إذا تحقق الشرط  ،بالتالي

 أي توجد حالة تناظر كروي. ، S -الحالة 
لمحركة  εوكانت الطاقة  ،بسرعة كافية ( ) بالانتقال إلى مسألة التشتت نلاحظ أنو إذا تناقص الكمون 

 تقدم المساىمة الأسية في مقطع التشتت. lن الحالات ذوات العزوم الحركية الصغيرة فإ ،النسبية صغيرة نسبياً 
كبر في المقطع تقدم النصيب الأ S-الحالة وىذا يعني أن  ،مسألتنا ىذهىذه الحقيقة لاحقاً سنستخدميا في 

 المتدني الطاقة.
عند النشر في     و        بين أنو لا توجد حدود موافقة لـىذه المحاكمة لمحالات المرتبطة ت غير أن 

 نات وفق التوافق الكروي زو سمسة التوابع الموجبة لمحركة النسبية لمبو 
 ، ( ، ) 

  ية بالطريقة التالية:حل مسألة التشتت في حالة الطاقة المنخفضة لمحركة النسبيمكن إيجاد عندئذ  
  والدفع E ةيونات ذات الطاقة الكمبوز يصف الحركة الحرة لأربع تابع موجي  (  ،  ،  ،  )     ليكن

 وبالتالي: (   ،   ،   ،   )  ⃗  

  
  

  
  ⃗⃗⃗⃗  

  

  
(  

    
    

    
 ) 
 اً متناظر  اً انطباق د  يع (  ،  ،  ،  )     والتابع           لمتبسيط ندرس الحالة عندما 

 للأمواج المستوية: 
 

    (  ،  ،  ،  )  
 

(  ) 
 

√  
∑   [ (  )    (  )    (  )    (  )  ]

        (17) 
 

) يؤخذ بجميع التبادل للأعداد الموجبة  (17)المجموع في   للأعداد الموجبة (  ) ،(  ) ،(  ) ،( 
 :يمكن إعادة كتابتيا بالشكل (17)العلاقة  .        ،  ،  ،  

 
    (  ،  ،  ،  )  

 

√  
        ( ، ، )                                                           (18) 

   حيث 

 
 خذ المركبات يأ (  ،  ،  )   والشعاع  (           )

 

   
 

 
(           ) 

                

 
(           )                            (19)  

    

 
(           ) 

 التابع الموجبي لمحركة النسيبة:  ( ، ، )    أما 
 

    ( ، ، )  
 

     

 

√  
∑   [ (  )   (  )   (  ) ]

                                           (20) 
 

دخال كل تباديل الإحداثيات   بجميع تبادل يأخذ حيث المجموع  وكل تغيير الإشارات عند كل زوج  ( ، ، )وا 
 من الإحداثيات. فمن أجل أي من ىذه التحويلات: 
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[  (  )    (  )    (  )]  

  

  
[  

    
    

 ]    
    

  
   

 
  إذا كانت طاقة الحركة النسبية 

    

  
حالة غير  ةفإن أي ( ) قياساً صغيرة عند إدخال الإضراب  

 لمعمماالموجي تطابق التابع التي  مضطربة
 

    (  )  
 

(√  )
       ⃗⃗                                                           (21) 

 الشكل التالي:  (  ) ⃗⃗   التابع الموجي يأخذ تتحول إلى الحالة التي من أجميا 
 

  (  )    
 

(√  )
 ,      ⃗⃗  

    

    
[     ( )   ]   -                                  (22) 

 
 .ةموج - sطور التشتت من أجل  ( ) حيث 

 ة بسرعة أكبر من دود المتناقصميممة ليس فقط الح (21)نلاحظ أن في 
طابقة ولكن أيضاً الحدود الم ⁄ 

 التشتت. لمتوافق الكروي عند نشر سعة
تابع غير شكل من المحل مسألة التشتت ال    والأخذ بعين الاعتبار عندما  (22)وَ  (21)بالمطابقة مع 

 يأخذ الشكل: (  )    المضرب 
 

 
 
 ( ، ، )      ( ، ، )  

    

    
[     ( )   ]

√  

(  ) 
                                  (23) 

 

حيث الحدود الميممة التي تتعمق بطور التشتت  l   3ىي من أجلl . 
 

 النتائج والمناقشة:
لمحركة النسبية صغيرة نسبياً عندما  εونات متطابقة في حال الطاقة حل مسألة تشتت أربع بوز  فإن وىكذا 
 نين تصبح كبيرة يأخذ الشكل:بين أي بوزو المسافة 

 

 
 
 (  ،  ،  ،  )      (  ،  ،  ،  )   

 √
  

(  ) 
[     ( )   ]

    

   √∑   
   

 
 
   (∑   

 
   )

 
   {  √∑   

   

 

 
   (∑   

 
   ) }      (24) 

 
    ،  ،  ،  التابع الموجي الموافق لمحالات التي تكون بعض الأعداد الموجية  إيجادبصورة مشابية يمكن 

 متطابقة فيما بينيا.
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يأخذ  (21)الناتج عن التابع و حل مسألة التشتت تقريب بورن  نستخدمكبيرة من المفيد أن  εأما في حالة 
 الشكل:

 
 
 (    )  

 

(√   ) 
{      ⃗⃗  

   ⃗⃗   ⃗⃗ 

 

 

    
 (      

 
)}                                                  (25) 

 
 حيث:

     
 

  
(     ) 

 ̂(  )   (  )  ∫      ( )        ⃗⃗ 

  

 

 
 ونات يأخذ الشكل:سبية حل مسألة التشتت لأربع بوز بصورة مطابقة عند الطاقة العالية لمحركة الن

 
 

 
 (  ،  ،  ،  )      (  ،  ،  ،  )   

  
 

(  ) √  

    

√∑   
   

 
 
   (∑   

 
   )

 
   {  √∑   

   

 

 
   (∑   

 
   ) }∑  ̂ (      

 
) 

 
 وكذلك    ،  ،  ، حيث أن المجموع يؤخذ عمى كل التباديل للإحداثيات 

 
     

 

  
(                      ) 

الاضطراب يقتصر سيمات وذلك عندما عمى سبيل المثال نعالج الحالة الحدية من أجل الكمون الصفري لأربع ج
ىذا الشرط  .[6,7] في حالة الحركة النسبية ( ، ، ) ن التأثير المتبادل عمى الشرط الحدي لمتابع الموجي ع ناتجال

 .(4)يعطى بالعلاقة 
( ) وبشرط  (12)مؤثر شرودنغر المعرف بالمعادلة يأخذ      عندما  قيمة  (4)والشرط الحدي    

  خاصة سالبة واحدة 
    

  
 والتابع الخاص الموافق يأخذ الشكل:.  

  ( ، ، )  √
|  |

  

     

 
                                                            (26) 

 
 :ىذا ىومتبادل التأثير مثل الالحل الدقيق لمسألة التشتت بوجود  (24)وبالمطابقة مع 

 
 

 
 (  ،  ،  ،  )      (  ،  ،  ،  )   

  √
  

(  ) 
    

     

 

√∑   
   

 
 
   (∑   

 
   )

 
   {  √∑   

   

 

 
   (∑   

 
   ) }       (27) 

 



 محمود                                                                                    المسألة الكوانتية لأربع جسيمات في بُعد واحد

48 

خاص في يأخذ الشكل القياسي )العادي( لمتابع ال (27)نمفت الانتباه إلى أن الحد الأول في الجزء الأول من 
 تتأثر فيما بينيا، بينما الحد الثاني لا يبدو ىكذا. ونات متطابقة ولاجممة أربع بوز 

 
 التوصيات:الاستنتاجات و 

إلا أن حل المسألة  ،عمى الرغم من وجود عدد لا بأس بو من الأبحاث في مجال تشتت الجسيمات – 0
 ُُ إذا كانت الحركة ليست ذات بعد واحد مازال غير معروف  ولا سيماوبدون شروط حدية لأكثر من جسيمين  عموماً

 لذلك من المفيد متابعة الدراسة باستخدام كمونات أخرى.
 محاولة وضع شروط حدية أخرى لموصول في النياية إلى الحل العام. – 3
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