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 ممخّص  
 

 استعرضت في ىذا البحث الزمرة التآلفية الخطية:

 
وحددت الشروط اللازمة  وقد برىنت أنو يوجد في ىذه الزمرة فقط زمرة جزئية عظمى وحيدة ذات رتبة فردية,

الكافية لوجود زمرة جزئية ابتدائية في الزمرة التآلفية الخطية, وبموجب ذلك تم بناء جميع البيانات التامة الموجية التي 
 تقبل الزمرة الجزئية العظمى المذكورة آنفاً كزمرة أوتومورفيزمز.

 تدعى ىذه البيانات التامة الموجية بالبيانات التامة الدورية.
 

 زمرة ابتدائية, بيان تام موجو, بيان تام دوريالكممات المفتاحية: 
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  ABSTRACT    

 
 
We take the linear affine group: 

 
and we consider the odd order subgroups of the linear affine. We show that it has a 

unique maximal odd order subgroup and we determine all of the primitive subgroups of the 

linear affine group, so that we construct the data admitting this subgroup as an 

automorphism group. We call these data Cyclotomic data. 
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 :مقدمة
 .صفوف غير متماثمة إلىفي توزيع البيانات  ميمة أداةتومرفيزم لمبيانات لأو زمر ا د  تع
ليا أوتومرفيزم  زمرة Gتمثل  التي-ن وجدتإ -البيانات ن المطموب ىو بناءزمرة تباديل معطاة فإ Gكانت إذا ف

 ( وأحد مناحييا المسألة المفتوحة الآتية:Kunekوىذه المسألة معروفو بمسألة) 
ن إ -ة الموجيةـفي زمرة التباديل والمطموب بناء البيانات التام (transitive) متعدية جزئية زمرة Gلتكن 

 .لكل منياالأوتومرفيزم ىي زمرة  Gبحيث تكون  -وجدت
 

  :ىدافوألبحث و أىمية ا
أىمية البحث  تكمن في تصنيف البيانات التامة الموجية من خلال استخدام زمرة الأوتومورفيزم  ومعموم أن  إن

 عمى عمم البيانات عمم الزمر متقدم جداً 
 

  :طرائق البحث ومواده
 استخدمت المقالات ذات الصمة والمراجع المناسبة

وفي ىذا السياق  موجية تامة لبياناتأوتومرفيزم ىي زمر  المتعدية زمراليع منو ليست جأ كربالذ جدير ىو ومما
 لايوجد  {e} زمرتيا المثبتة ىي الواحدة ونكالتي ت G الزمرة المتعدية جللأنو أ[ 7 ](Babai-Imrch )نبرىن الباحثا

=G :الحالة ستثناءاب G=Aut(T) نإ بحيثTبيانات تامة موجية  ..   . 
 

 :تعاريفو  حاتمصطم
1)   S(X)  زمرة التباديل عمى   X(Permutation group) 
2) GF( عنصر حيث حقل منتيي مؤلف من p,q  لى ر ـــظن النكموي أوليانعددان )GFا    

)GF نتوالحقل الم إلىالنظر  نناكإنو يموعميو ف ,)GFتوسيع بسيط لمحقل البسيط ك    فضاء من ك     
 ,1}ة العناصر ـن مجموعإف فيو      اً إبتدائياً عنصر ان كذا إ نوإ بحيث )GFالمتجيات معرف عمى 

, اءـل قاعدة لمفضكتش GF(         الحقل  المعرف عمى GF( .   
3)GL(q,p)      العامة  ةـالخطي الزمرة  (General linear group)  مصفوفات مربعة  التي عناصرىا

 .qودرجتيا   )GFنظامية معرفة عمى 
4)  Aut( GF( )GF لـبالنسبة  )GFعمى الفضاء الأوتومرفيزم زمرة   (( الزمرة  نإحيث    

Aut( GF(  .   )GFعناصر الحقل الجزئي تثبت  (
                           فقط  واحدرأسين مختمفين فيو ضمع موجو  كل يسمى البيان الذي يوجد بين :تعريف(  4

 . (tournament)تام موجو  بيان  
 (vertices) مجموعة رؤوسو X :حيث T=(X,U)التام الموجو بالرمز  نرمز لمبيان

                                                  U    لاعوـأضمجموعة ( arcs)      
 U (x,y)بالرمز y إلى العقدة x من العقدة لمضمع الموجية  سنرمزX ن من يعقدت y,xإذا كانت 
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6)   (Aut( T-  وىي مجموعة العناصر ,لمبيان التام الموجو الأوتومورفيزمزمرة f منS(X) عمىظ التي تحاف 
 : T البيان أضلاع تجاور

... 
 :(1مبرىنة )

(i)  انت ك إذاG  الآتيةلفية الخطية المؤلفة من جميع التحويلات التآزمرة جزئية في الزمرة 
..  ..... 

 عددان أوليان. p, qحيث 
حيث    p-1لمعدد قاسماً  ون رتبة كن لاتأىو (primitive)بتدائية إ Gون كي تكافي لكفإن الشرط اللازم ال

 .Gالمثبتة لمصفر في الجزئية  ىي الزمرة  نإ
(ii)   الآتيةمرة زمرة جزئية في الز  انت كإذا: 

. ...                       ... 
ي ىن إحيث p-1لمعدد  قاسماً   ون رتبةن لا تكأبتدائية ىو إ ونكي تكافي لكفإن الشرط اللازم ال

  .  المثبتة لمصفر فيالجزئية الزمرة 
(iii)  حيث  زمرة جزئية في الزمرة المثبتة  نت اكذا إ: 

    >>>>>...... 
 .  عمى  irreducible))غير خزولة  (1  ي:أتما ي تحقق نإبحيث 

2)  q     
 . دائيةإبت  تكون  عند ئذ  
ن أبتدائية ىو إ  الزمرة ونكي تكافي لكأن الشرط اللازم ال [ 8 ]معموم  من نتائج ,((iiنبرىن أولاً :البرىان

الشكل  لِـ  ذن يكونإ زمرة جزئية في  ن أوبما   عمى غير خزولة  تكون الزمرة المثبتة 
 : الآتي

)}1p(|l);p(GFx,b,0a;bxaX{G qql'   
   :[1] الآتين لمزمرة المثبتة لمصفر الشكل إف

)}1p(|l);p(GFx,0a;xaX{G qql'
0  ...... 

فإن أي  ( )كفضاء متجيات معرف عمى  عمى  (reducible)خزولة فإذا كانت 
 :وعميو فإن [4]    ل ـِ بالنسبة يكون مستقراً   فضاء جزئي في 

........... 
x ...  .....   

)1(|)()( 0

**  pGPGFaPGFa ll 
|1p(||G(  نفرض أن العكس: '

0  , خزولة عمى  رىن أن بسن 
 أن بما
 

)1(حيث qp      |  1( وبما أنp(||G| q'
0   ن  إذ   
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            :ك أن من ذلوينتج     فإنبالتالي و 
يع مي أ ن جـيذا يعنف   ئي الخاص الوحيد في الفضاءز فضاء الجالىو    أنوبما  

ما تقدم نجد أن الشرط اللازم ـم,خزولة عمى وعميو فإن  , ل ـِالفضاءات الجزئية مستقرة بالنسبة 
 .p-1قاسماً لمعدد  ون العدد ـــىو أن لا يك((irreducibleة ـغير خزول الكافي لتكون 

 (i ) يتم البرىان ( عمىi) نفسيا السابقة الطريقةب. 
(iii)  ًمن الفضاءات   بتدائيةإجممة لا   جدو ت غير ابتدائية عند ئذ  أن  نفرض جدلا

  :نإبحيث    المعرف عمى     الجزئية في الفضاء
 

غير  لأن) لزمرة الجزئية إلى اعنصر مستقر بالنسبة  وجد في الجممة نلاحظ أنو لا ي
فإن عدد  [5] كزمرة متعدية في الجممة تجري مناقمة بين الفضاءات الجزئية وعميو فإن  ,(خزولة

 يا يساوي الواحد وكل من متساويةءات الجزئية اأبعاد ىذه الفض
dim)لأن   .( q الأولييقسم العدد   

 : نإذن مما تقدم نجد أ
q=dim   ... 

dim نإحيث   ](Burnsideة )ــعموم من علاقم و qوعميو فإن  I لكل 1=

K||q|  إذن يقسم  رالمدا لعميو فإن طو و  الرتبة  يقسم   لمزمرة أن طول المدار  [ 8 '
وىذا  ,0

  .ابتدائية  لك أن ذ ج منـلفرض الجدلي غير صحيح وينتاإذاً  .يناقض الفرض
  إذا كانn ن إبحيث  اً أولي اً عدد طبيعياً وكان اً عددξ|n   ذا قسمنا  من المرات اً عدد ξعمى  n وا 

  بأعمى قوة لمعامل الأولي سندعو العدد  , ξن إبحيث  حتى نحصل عمى ناتج قسمة صحيح 
ξ  في تحميلn  ويكون  الأوليةعواممو إلى: 

n= .        ;    ξ  
مؤلفة من التحويلات   يةـالخط ةتآلفيال الزمرة ة فيـزمرة جزئي Gن ولتكن ين أولييعدد p,qليكن   (:2مبرىنة )

 :[2] الآتية

 
 

ل القانوني ــإلى الشك و qفي تحميل  2أعمى قوة لمعامل الأولي  و حيث 
 ي صحيح:أتي عمى الترتيب. عندئذ ما

(i)   الزمرةG  عظمى في مجموعة الزمر الجزئية ذوات الرتب الفردية في. 
(ii) عظمى  الزمرة        

 . GL(q,p) الزمرة في الجزئية بتدائية القابمة لمحلالزمر الإ مجموعة في 
 . عدد طبيعي فردي  نأواضح  البرىان:
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gن إفردياً ف اً عدد  وكان  من  عنصراً اختيارياً  gكان  إذان نبرىن أنو أيكفي (  i )ولبرىان    
 .(  Gالمثبتة لمصفر في  الجزئية ىي الزمرة )حيث 

بما أن  .في اً ئيبتداإاً عنصر  wعدد طبيعي فردي ولنفرض  حيث   نفرض أن 
g   صحيح   عدد  ويوجد  1 :      صحيح عدد   يوجد إذنj :1 

 : الآتيةبحيث تتحقق العلاقة 
........ 

  وعميو فإن :           x            لكل      إذن gرتبة  بما أن و 

   qj1p
)q

p...p1(l pp&W1W
q)1(jj

 
)1p(q)1(jj

q
22|l)1p(|)p...p1(l

  
  1 حيث فإن عدد فردي وعميو( ) لأن

g أن ما يبرىن وىذا  وبالتالي فإن:    .   
ii))  الابتدائية القابمة لمحل في  الجزئيةلمزمرة العظمى في مجموعة الزمر   بـنرمزGL(q,p) أن  وسنبرىن

:........ 

ذا D  [6]بدالية نظامية عظمى إئية ز توجد فييا زمرة ج إذنبتدائية إ  أنبما  فضاء  عتبرنا ا وا 
 :التالية بالتحويلات Dفيمكن تمثيل  GF(p)متجيات عمى 

D={  مؤلفة من مصفوفات قطرية(D ) لأن عناصر   
ولنعرف عمى الترتيب C(D), N(D)  :بالرمزين  GL(q,p)في Dمزمرة  الممركز لتي المنظم و ر ولنرمز لزم

 :  [3] كما يمي  التطبيق
 

    :    :حيث
 . [5] ىومرفيزم غامر ن السيل التحقق أن م

 وعميو فإن : ker   C(D)وأن  واضح أن 
                

 .qزمرة دورية رتبتيا   &  C(D) =D إذن   وبما أن
  ن :إوعميو ف

 وبالتالي :     
  ................   

 (1)          أو                   
 نإوعميو فgD  يكون  gأنو لكل أيضاومن السيل التحقق 

ذا   : ( تعطى بالعلاقة)بحسب تعريف  حظنا أن رتبة لا وا 
 .( أن 1) نجد من المساواةس
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قابمة  بتدائية( وفوق ذلك نرى بوضوح أن إ ن بتدائية )لأإ N(D) إذن  وبما أن  
{e}مة نظامية ل لأنيا تحوي سمسـلمح ي وبالتالي ـعدد أول qحيث   لأن  )  
 . بدالية(إ ن  إف

بتدائية وعة الزمر الإـعظمى في مجم ولكن   تحوي  لمحل زمرة ابتدائية قابمة  N(D)ن أوىكذا وجدنا 
 وينتج من ذلـك أن:  وعميو فإن  GL(q,p)مة لمحل في بالقا

.... 

  ولنكتب : في الحقل لنأخذ الزمرة الجدائية 
التي  Hالزمرة الجزئية  ولنأخذ في  أوليانعددان  p,qحيث   
  فتكون: hرتبتيا 

ى ىذه الصفوف  ــتسم Hلمزمرة مجاور  صف تحوي   نلاحظ أن الزمر العاممة 
 . بصفوف دورية في الحقل 

 ى التجزئةـوبالتالي نحصل عم [2]   من   لكل    إذنعدد فردي  hوبما أن 
 :   لمزمرة الآتية

 
 كمايمي:                        Hالزمرة من  ةوبالإستفادولنعرف البيان التام الموجو الدوري 

........                 () 

                                                 i=1,2,…,kلكل   1  حيث
في  ل الصف  ـدخ إذاصف دوري بحيث   2kصف دوري يتم اختيارىم من  k اجتماعىي  نلاحظ أن 

 ................................. . وبالعكس في   فلا يدخل الصف 
 المعرف بدلالة  T نرمز لمبيان ,  مكانية لتعريف بيان تام موجو بدلالة إ واضح أنو يوجد 

)Tبالرمز   . 
)T (cyclotomic)واضح أن البيان التام الموجو الدوري  يخضع في تعريفو لطريقة  (1المعرف في )    

 .  بناء المجموعة 
    p=5, q=2 عندما    بناءوالمطموب   p=5,q=2مثال:بفرض 

 ..........العلاقة الآتية : الحل:لدينا في الحقل 
                     فإن : وبالتالي 

         حتى نحصل عمى كثير  GF(5)الحقل  نمعوامل أمثاليا إلى  نقوم بتحميل  مثالنا وفي....

)m الأصغريالحدود      فنجد أن :  (
................ 

 .      : الأصغريويكون كثير الحدود 
       يكون وبالتالي m    () ل ـِجذر   -1= ومن السيل ملاحظة أن 
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 نحصل عمى : wحسب قوى  وبترتيب عناصر 
,1}حداثيات ىذه المتجيات في القاعدة إوتكون    . ..... ىي  { 

 عمى الترتيب :
w=(0,1) ,  
    

 
........... 

..........                                   ,......, 
 رة الجزئيةــوتكون الزم  ن :إف وعميو   ونلاحظ أن :

H:  H 
                                ىي :  H  لزمرةإلى ابالنسبة   )GFوعميو فان الصفوف الدورية في 

........  
الصف الدوري  ل في ــدخ إذا( بحيث  k=4 في مثالنا  ) جتماع  صف دوريإk من  Sيتم تشكيل المجموعة 

 إذنطريقة     يتم بِـ صف  2kف من ــص kق اختيار ائعدد طر  وبما أن  فلا يدخل فييا   
كالتالي  Sعمى سبيل المثال نشكل المجموعة  . T(S)بيان تام موجو دوري  وبالتالي يوجد  وعة مجم  توجد 

: 
                         S  H                       .....   

.. ..  . 
....                                          .......   

 )T(S) = (GF     الآتي : (Cyclotomicويتم رسم البيان التام الموجو الدوري )
 .........وفق القاعدة التالية:

  U(1-, 2-) = (1 ,2 ) - (1 , 0)لأن ((1 , 0) , (2 , 2))  : مثلاً 
 . Uي ضمع من وىكذا يتم توجيو أ

 :( لمتوضيح فقط كما يمي ) T(S)  ن البيانمونكتفي برسم جزء 
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نو عندما إوبحيث  أوليانعددان  qو pحيث  رتبتو تاماً موجياً دورياً  بياناً  T(X,U)=: ليكن نظرية 

 A(T)=Aut بالرمز  Tزم لمبيانولنرمز لزمرة الأوتومورفي 0 ≤ عدد صحيح s حيث P+0≠ فإن q=2يكون

T ولنرمز بـG لمزمرة الجزئية في Φ  الآتيةالمؤلفة من التحويلات:   
.. 

 
ل القانوني ـــإلى الشك و qفي تحميل  أعمى قوة لمعامل الأولي  و حيث 

                       A(T)=G        عمى الترتيب عندئذ  :
 :البرىان

  U((g(y,(x(y)  (x,y)  ,𝐺 y     :واضح أن
( )تعريفا S∋ x−gفإن U ∋  (x, y)لأنو إذا كان)  فإن وبالتالي   S  (x)y-(y)y = (y-x)yوعميو فإن ًً

U((g(y,)x(y)) وىذا ما يبرىن أنG≤ A(T) .   
 :حيث  Φ الخطية التآلفيةمحتواة في الزمرة  A(T)ولمبرىان عمى المساواة يكفي أن نثبت أن 

  
د جفن Gعمى الزمرة  (0من المبرىنة ) (i) بتدائية ولذلك نطبق البندإ A(T)ولتحقيق ىذا اليدف نبرىن أولًا أن 

 تي :ما يأ
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....  :t    G لا إبتدائية (imprimitive) 

          ........t= .... 

(1+ +.......+ ..... .     .. 
(1+ +.......+ ..                                     .. 

ذا كان من ر فإن الطرف الأيس لأنو إذا كان ) وىذا مستحيل  فإن    q=1عدد صحيح فردي وا 
1+P  وىذه الحالة مستثناة في نص النظرية ) 

 T(T)( وسأبرىن أن الزمرة G≤ A(T)  لأنبتدائية )إ T(T) فإنبتدائية وعميو إ G وىذا ما يبرىن أن الزمرة
 قابمة لمحل .

 (x,y)ع ـــلوجد ضم ) لأنو لو وجدبحيث أن T(T)من  نلاحظ أنو لا يوجد عنصر 

 Uفيظ عمى الأضلاع ـيحاف  وبما أن ( (x =x حيث )  x)= (y)و    (x)=y ن أ بحيث 
 :إذن

 U    y x) U   ((g), (x( )  ىذا مناقض لتعريف وT ة )ـإذن رتبT(T 2 عمى ل القسمةـلا تقب 
 ) لأنيا متعدية ورتبتيا عدد فردي(ة لمحلـمقاب  T)T)تكون  (Feit - Tompson ) [  9 ]وعميو فإنو بحسب نظرية 

المعرف عمى  )GF) المتجيات اءـع فضـم T ناـلمبي Xقة مجموعة العقد يمكن مطاب [ 8 ]نتائج    بـوبحس
(P(GP بحيث أن: 

            P=)T(T 
F={xحيث          } 

 . PG() وىي غير خزولة عمى T(Tلمصفر في) تةالزمرة الجزئية المثب و
 .إبتدائية  الزمرة أن نالآسأبرىن 

 نميز حالتين :
 :ويكون و  l و عدد صحيح  lحيث   1-       نجد أن p|q -0( عندما 1

1+(1+       .. 
q( ....= 

 . lأعداد صحيحة متعمقة بالعدد  حيث    
 والمؤلفة من التحويلات التالية : الزمرةالجزئية في  ولنأخذ الزمرة

.... .. 
 . فنجد أن 

وبمناقشة  l- pيقسم   لا بقي أن نبرىن أن و  لا يقسم  qو  يقسم  واضح أن  
  : (1)مماثمة لما تقدم سنحصل عمى مساواة مشابية لممساواة 

   
 (iiiوبحسب )  ) فيو عدد صحيح فردي( 1لا يقبل القسمة عمى وىذا مستحيل لأن الطرف الأيسر 
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( &     |((q   &  -1) نلأ ) إبتدائية ( نجد أن0برىنة )ممن ال
 (   ن إبتدائية ) لأ من ذلك أن وينتج

  p(q domلأن )         نجد أن pq -1   (  عندما2
من  الزمرة ا ـتكون فييو وىذا يعني أن ىذه حالة خاصة من الحالة السابقة  =0وعميو فإن  

 : الشكل
 

لمحل  ةـــالقابم  T(T) زمرة جزئية من وبما أن .( (1وىي زمرة إبتدائية ) لأنيا حالة خاصة من )
(solvable) بتدائية . إذن  قابمة لمحل وا 

 (q,pGG ىي الزمرة الإبتدائية القابمة لمحل العظمى فيلأن )    وينتج من ذلك أن 
 :نجد أن (2)من المبرىنة  (ii)ومن  ستفادة من المساواة وبالا

A (T) = F   .... 
...  

 .G  A (T) برىنا أن   نكون قدوىكذا 
 ذوات الرتب الفردية من بين مجوعة الزمر  الزمرة  أعظم زمرة جزئية في Gوعدد فردي  |A (T) |أنبما 
 .                 A (T) =G (  إذن(2)ىنة ر من المب (i))بحسب 

 
  النتائج والمناقشة:

قوة أولية وأوصي بمتابعة  إلىبرىنت عمى صحة مبرىنتين ونظرية في حالة الحقل  الذي عدد عناصره عدد أولي مرفوع 
 : الآتيةالبحث عندما تكون القوة غير أولية وأنجزت الخطوات 

الجزئية    ((Primitive mprimitive) واللإبتدائية بتدائيةلإ)ا المتعدية رالزم الأولى: بناء الخطوة -1
)GFالخطية التي تؤثر عمى حقل منتو  ةـــفي الزمرة التآلفي   عددان أوليان  p,q حيث  

بتدائية العظمى الإ ليا ىي الزمرة الأوتومرفيزمالخطوة الثانية: بناء البيانات التامة الموجية التي تكون زمرة -2
 .  )GFمى في الزمرة التآلفية الخطية ع
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