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 ممخّص  
 
 

ايييي  ص ييييف   غ يييي  فييييا  21أتعيييي    إننيييييل  أت ي ييييل - فييييا ايييي أ أتنايييي  صون غييييي  ييييا    يييي     أغيييي  
أتمجم  يي  3S.  نعييا أتغ ييي خ أ ايي ع أتم عن يي  نعغي يي  أتمجميي   ين    3S    2S    21ف يي  ن اغييي صن أتعيي 

يغ ما إتى أتمجم     3S   صن   0

3 SS   ,   21ويم أتي غ جغي صن أتعي   اي  ص يف   غ ي  فيا أتمجم  ي
 3S  . أتي  أل أتستي ي  أت يا  غ ميا إتيى أتمجمي   ين  م  يتييي   يم   أتي  نعياإضييف  إتيى  تيك 

2     
3  أت يا  

 أتمجم   ين   ع ف  غي   من  2S    3S . 
 

 ا أ لمي  ش   - أت  ش      -ص  أ  نيل    :حيةالكممات المفتا
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  ABSTRACT    

 

In this work we have proved Grandet-Pisot conjecture which says that the smallest 

element of the set  3S  is 21  ,and some other results related to the elements of the sets 
 2S  and  3S . 

We have proved that 
)3(21 S  and that   0

3 SS  and we deduced that the 

smallest element of the set  3S   is 21 . 

Furthermore , we have determined some special sets of fractional 

functions which belong to 
2 and 

3  and definite elements from the two  

sets  2S  and  3S . 
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 :مقدمة
0أتفييييييييي  مييييييين اييييييي أ أتعميييييييل ايييييييا   أتيييييييي   غي ييييييي  أتمجم  ييييييي 

)3( SS   ص يييييييف   غ ييييييي  فيييييييا أتمجم  يييييييي  
 )3(S   اييي)3(S   اييا أتمجم  يي  أتمشيي    ميين أتم  نيي  أتويتويي  تمجم  يي  ص يي أ  نيييلS  هييي  سيي تك   ن ع يف. أت ييا تييغ س

إ أ سييين  جن ييييم  يتييمى  يي  أم  ن  يي  أم مييي صاييي  صغغييي غعنييم  ,يايم أت ييضييي  أتم عن يي  نهيي أ أتم ضيي ع  نيينعا أتمفييتييغ س  
][)( ف أم تسوي ة ا     xpxQ   أ    ج  ما  ة  n  يتمى    ي  أم جن يييم  ياياييم إ أ سيغي )(][ xpxZ  .

 شيسل  معي ف ين  نيى ا يل أ  ي أ  أتم سني إن مجم    أ   أ  أتجن يي  م يا ن  نعمني يا أتجميل  أتضي ا أتعيي ي ين  أت
يتيمى ا يل أ  ي أ  أتجن يي  سميي صن مجم  ي  أ  ي أ  أتجن يي  أت يايا  م يا ن  نعمني يا أتجميل  Kا لام ي مل ته نيي 

.  يسييي ن تييي غيي   مييييم A أ  أتجن يييي  أت يييايا   ي ميييل تهيييي نيييي  أتضييي ا أتعيييي ي ين  شيييسل ان ييي  جن يييي   تيييمى ان ييي  أ  ييي
KQوAZ     ايQ   اا مجم    أ   أ  أتست ي   ايZ . اا مجم    أ   أ  أت ايا 

  تيييمى مجم  ييي  إ ييي أ  نييييل   Sمجم  ييي  جل يييي  ي ميييل تهيييي نيييي  Aمييين أتمجم  يييي  أتجل يييي  أتهيمييي  فيييا أتان ييي  
(Pisot)  ف  نى أتغا  أت يتا.ع    أت ا     0911من قننه فا أتعيم  س غهي أس شف 

 :Sي  ع يف أتمجم    0
 :ألآ يينإ أ ا ق أتش طين  Sصغه يغ ما إتى أتمجم     غ  ل  ن     جن    ايح 

     جن    ايح صسن   ميميم من أت أا .ي 0
 ص ييييييييييييف   ميميييييييييييييم ميييييييييييين أتعيييييييييييي   أت أايييييييييييي  مييييييييييييي  يييييييييييي أ  غفتييييييييييييه  أ  ط ينيييييييييييي   يييييييييييي جميييييييييييييل أتميييييييييييي أف ين تييييييييييييي 9

تمجم  ييييي  ص يييييفي  سويييييي ة اييييي      ي  ييييي  نييييييتم أف ين تنعييييي    D (0,1) )ص    يييييل ضيييييمن قييييي و أت أاييييي ة أتمف ييييي  
)(][ xpxZ  :ي  قينن  تن انيل من أتشسل  

100   a     Zaaxaxaxxp S

n

n

n  

 :)......()( 01

1

1 
)(0  ا ق  p    تمى سوي ة أتا    أ  ف ي  أتم ف   نيتع   ي مل تهي نيت مل )(xp. 
,  اا ص ل  ي ي  مفن   نيتغتن  تن ن ت جيي أتمع ف   نى مجم    أ   أ  أتا S[ صن 9 فا ] R. Salemن ان 

 θ0[ صن أتعي   أتا ي يا  10فيا ]   Sieglني ان  ,    سميي مجم    ص ي أ  جن يي   يايا    في   م عي  نهي   أتاي ي 
θ0حيث 

3
 + θ0-1 = 0     ا  ص ف   غي   أتمجمS. 
Sتغ ميييل نيييي 

,  غتيييميهي أتمجم  ييي  S أتمشيييسن  مييين  غي ييي  أتمجم  ييي   Sتمجم  ييي  أتيييغ ط أتا يييي  تنمجم  ييي   (1)
 اي  صن: Sأتمش    من أتم  ن  أ  تى تنمجم    

  
nnn SS :)1(

 
S نشسل مشينه غ ميل نيي 

(h)   تمجم  ي  أتيغ ط أتا يي  تنمجم  يS
(h-1)   غتيميهي أتمجم  ي  أتمشي    مين أتم  ني h 

 اي  يس ن ت يغي   ميم: Sتنمجم    
  





nn

h

n

h SS :)( )1()(

 
S = S   نى صن غضل مل ألا طلا

(0) 
Sإن أتمجم  يي  

(h) ن سيغي  م ضيل أا مييم سيل مي Pisot  Dufersnoy  فيا أتامتييغيي  مين أت ي ن أتميضيا
S[ أتعغي يييي  أ  ييييف ي  تنمجميييي   ين   6اييييي    تييييي فييييا ]  

Sو  (0)
 ايييي  أ نعييييا أتعغي يييي  أ  ييييف ي  تهييييي ين  (1)

[ صن  6أتمجمييييي   ين ويييييم نييييي ان نييييييل   فيييييا ]  
2

51
min )1( 

S   نعييييي   تيييييك ن اغييييي Grandet   [ صن 7فيييييا  ] 



0  أت  ص  أ  نيل  فا أتمجم    

)3( SS      3( ص ف   غ   فا أتمجم(S                                   تغس             

 

09 

 min S
(2)

S  ن صن  اييييييييييي   صيييييييييييي   غي ييييييييييي  صاييييييييييي ع مييييييييييين أتمجم  يييييييييييي    2 = 
(h)  ايييييييييييي 

 h ≥ 2    ن يي  صتي ن  سويي ة مط  اي  تنناي  نهي أ أتم ضيل  أت يا   عنيق نعغي ي  أتمجم  يي S
(h)  مين صجيلh ≥ 2 

S نشسل ايو   أت  أتعغي   أ  ف ي  فا أتمجم  ي  
(h)  من صجل h ≥ 3  ا أ ميي سيين م ضيل أا ميمغيي فيا اي أ 

 أتعمل.
  فهييي نيييل     ا ا أ ييهي  Σت يي  أ  ميي   فييا   أتيي ا ايي   مجم  يي  اي يي  ميين أتيي  أل أتستيي ي  ي مييل تهييي نييي 

 فا  ع يفهي  نى أت يتا:أ  م    S أت ا مهي فا   أت  أتمجم    
 سوييييييييييييييييي ة أتايييييييييييييييي     xp)(   سيغيييييييييييييييي Sيغ مييييييييييييييييا إتييييييييييييييييى أتمجم  يييييييييييييييي   يييييييييييييييي  أم  إ أ سييييييييييييييييين  ع يييييييييييييييييف :
 اي : أ  ف ي  أتم ف   ني 

jZaaو j  .01 0  :)......()( 01

1

1 axaxaxxp n

n

n  

 

 تغضل 
)

1
()(
x

pxxq n
 

 ني :أت أت  أتست ي    غع ف فإغغي

)(

)(
:

zq

zp
zf 

 
 :ألآ ي  م نك أتا أو  أت ا  ي أت أت  أتم ف   نيتع   غتميه  

 ن :فإ ا     ستي   من أت  ج  أتويغي سوي ة  xp)(إ أ تم  سن 
 نيتشسل: فا تنتن  ميسن  أن  غش  نج أ  أت ف  أت   انيني  نج أ  أت ف       fي 0

10,:)(
0

0 




nuZuzuzf
n

n

n

n

 
 م نك  ف   اي   zq)(ي 9

ص   سي ن ايي    1z ن يي  ص يفي   سي ن فيا أتمغط ي   1zفا أتمغط ي   1
 .D)1,0(ق و أت أا ة أتمف    

)(1فإن  1zي من أجل 1 zf  تسلzD )1,0( 
ميييييييييييييين أتشييييييييييييييسل سوييييييييييييييي ة ايييييييييييييي     ستييييييييييييييي   ميييييييييييييين أت  جيييييييييييييي  أتويغييييييييييييييي  فهييييييييييييييا   xp)(صمييييييييييييييي إ أ سيغيييييييييييييي  

1)(3 2  axxxpحيثa   أت أت  أتست ي  فإن  فا ا   أتايت 

1

1
:

2 


azz
zf

 
 ( أت يتي 1أتاي   )(   9(  )0أتاي  ين )  ا ق

  11:  zfzDz 
فإغه ي ج   نى أ قل  أت  ست ي   Sغه صييم سين أتع   صممي    م غت غ خ 

q

p
f    م نك أتا ي و أتولاوي 

 مييين أتيي  أل أتستييي ي  نإ فيييق مجم  يي  Dufersnoy وPisot    (  ميين اغيييي سيغيي  صفسييي 1( , )9(, )0أتتييين   )
 تغع فهي  نى أتغا  أت يتا: Sنيتمجم    

 : ع يف أتمجم    ي  9
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غ  ل  ن  أت  ست ي  
q

p
f      أغهي  غ ما إتى أتمجم  ألآ ي إ أ ا    أتا أو: 

 نيتشسل:   سن  أنتنتن  ميغش  فا  أت   انيني  نج أ  أت ف       fي 0

Nn





0

0 0:)(
n

n

n

n Zuuzuzf 

 م نك قطنيم  اي أم  fي 9
  D (0,1)صميي ن يي  صقطينيه ف  يل ايي   أتمغط ي   D,(0,1)فا ق و أت أا ة أتمفنيق  1

 .1zص    ل فا أتمغط   
)(1    ي 1 zf  1zDz 

  وPisot   قييي  صونييي نشيييان مييين أت ف ييييل  أتمجم  ييي   [  6]  فيييا  Dufersnoy  وPisot   ا 

Dufersnoy  : أتغظ ي  أت يتي 
 :) (1غظ ي 

 أن  نى أتغا  أت يتا:أ  أت ف    س ا نتنتن  ميسن    أت   انيني  نج   fإ أ سيغ  







0

0 0:)(
n

n

n

n NnZuuzuzf

 
 إ أ  ف ط  ا ق أت يتا: fفإن 

mnاييييييي    n ييييييي ميييييين أجييييييل ص   يييييي   طنيعييييييا0 0   ايييييي     ي ييييييسوي    جيييييي),( nn DE     سوي  ييييييي  ايييييي 
),( 

nn DE  أ    ج  ما  ة n  ت يغي ناي  يس نص تي ين فيمي نيغهمي 
1:)

1
()(1)0(  
z

EzzDE n

n

nn 
1:)

1
()(1)0(   
z

EzzDE n

n

nn 
 ناي  يس ن تسل من أت أت ين أتست ي ين 

)(

)(

zE

zD

n

n   
)(

)(

zE

zD

n

n





ي طيينق  نجي أ  أت يف  أنغش أم فا تنتن  ميسن    

 ص  يس ن ت يغي أت يتا: n-1ا ى أتم  ن   zf)(مل غش  
............

)(
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1
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n zWzWzuzuu
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



 n

n

n

n

p

p

n
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n zWzWzu
zE

zD

 
 ايييي   nمييين صجيييل ص   يييي 9 mn1  يسييي ن nnn WuW  إلا إ أ سيييين(u0=1   n=2)  مييين 

صجييييل  mn  يسيييي نWm= um  أ mm Wu  فييييا ايييي   أتايتيييي  يسيييي ن تيييي يغي 
)(

)(
)(

zE

zD
zf

m

m  إ أ سييييين

mm uW   
صمي إ أ سين  mm Wu  فيس ن

)(

)(
)(

zE

zD
zf

m

m





 

)()(إضيف  إتى  تك   ج  نين سوي أ  أتا     zDوzD nn

 : لاق  أت     أت يتي  
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nnnس تك   ج  نين أتمعيملا   uWوW ,    ألآ ي أتعلاق: 

3
))((4

11 



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







 n
WW

uwWu
WW

nn
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 nn

n

n
nn WW
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D
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




)1(

)1(2 1
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  ي أتم  يتي1  NnWW nn 

ن أتتنتن    م جن   م غيق    أ 
2

3 2 











 






 nn

n

n

WW
u  م  ي ن 

)()(ا أتاي     يفإن سيل مين سوي   nي من صجل سل قيم  تي 1 zDوzD nn

 منيك  يف أم  ايي أم 

nn و  

ايييي  يسييي ن تييي يغي أت ييييتا إ أ سيييين  ن1zفيييا أتمغط ييي   f
q

p  سيييين 


فيييا  zq)(أت يييف  أت ايييي  تيييي  1

nnيسيييييييييييييييييي ن تيييييييييييييييييي يغي  هفإغيييييييييييييييييي 1zأتمغط يييييييييييييييييي      إ أ سييييييييييييييييييينn< m  يسيييييييييييييييييي ن n   

ص   n  إ أ سينm=n  نيلإضيف  إتى مي تنق إ أ سينn  فإنNnn }{  س ن م  يتي  م لأي ة فا ايين أن 

Nnnأتم  يتي   

}{  يس ن تهي ين أتم  يتي ين غهيي   اي ة اا  س ن م غيق    يغيص  يس ن ت 



 

n

nn  limlim

 
 0u صيضيم  س تك يس ن ت يغي  

 [   6]  أغظ  أتن اين :
)()(ن إينين  صنن اتيا نتيط يمسن إ ملااظ  :  12 zDوzD ألآ ي أت يف   تهمي: 

zzEوzuzD  1)()( 101 
2

0

1
2

2

0

1
02

1
1)(

1
)( zuz

u

u
zEوzz

u

u
uzD 







 
zuzEوzuzD 0101 1)()(  

 

2

0

0

1
2

2

0

1
02

1
1)(

1
)( zuz

u

u
zEوzz

u

u
uzD 





 

 
أتسويييييي  مييييين أتا يييييي و أ اييييي ع أت يييييا  ا  هيييييي سويييييي أ  أتاييييي     [ 6]  صونييييي  نييييييل  فيييييا  إضييييييف  تميييييي تييييينق 
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 إتييى ص  قيييم سنييي ة نيت يي   أتيي   fمييل أتعيييملا  تيي    طييينق fnسن  أن نجيي أ  أت يف  تييي مييي معييملا  فييا غشيي  صن أت
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n  gfجا   من صجل سل      ايح م  un = vnإ أ  1 
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∑ اي أ يعغيا صن 
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 من أتشسل

g (z) = 1 + z + 3z
2
 + v3 z

3
 + …….    vn  Z   n  N 

 (:1) تمييدية
لا   جييي    أل ستييي ي 

)3(f نأ ييي أ     م ف ييي)3(S   مغشييي  اي نجييي أ  أت يييف  فيييا تنتييين  قييي ع نأموييييل
2z+ 4z +1 ايا  ين ص نيتم  أ  

2. 
 :البرىان

ت أت  أتست ي  أ أا تغ
z

zf
21

1
)(


 صن    فغج   2

12  zz  نيت يتا فإن   2fw 

 يغش  نج أ  أت ف  فا تنتن  ق ع  نأمويل  ايا   نى أتغا  أت يتا: fغج  صيضيم صن   
NnZuzuzuzz

z
n

n

n 


:.........421
21

1 3

3

2

 
ي ميييي  م فييييق نعيييي  gإ أ سييييين  هغلااييييظ صغيييي 1هي ييييي  ن اييييين أت متنيلإضيييييف  إتييييى مييييي تيييينق  نأتيييين ا مميوييييل 

S سين g :يس ا نج أ  أت ف  فا تنتن  ق ع  نأمويل  ايا  نيتشسل 
g (z) = 1+ 2z + 4 z

2
 + v3 z

3
 + ….. 

 w (g) ≤ w (f) = 2 < 3فيس ن ت يغي 
∑ g  ا أ يعغا صن 

 ا نج أ  أت ف  فا تنتن  ق ع نأمويل  ايا  نيتشسل:يس  g اي   ∑ g تسل  (3)
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g (z) = 1 + 2 z + 4 z
2
 + v3 z

3
 + ………… 

  ا  أتمطن ا.
ميين   ميميَ اييا ص ييف   أت ييااييا أتمجم  يي  أتمس غيي  ميين جميييل ص يي أ  نيييل   S0: أتمجم  يي  S0 ع يييف أتمجم  يي  

 ص  صن: 21 أتع  
 21:0   SS 

 :(6)دية تميي
 0

)3( SS 
0 م ف يي  نعيي   مييي  f)3( اييي    أتيي  ستيي ي  مييي f: تيي سن البرىااان

)3( SS   تغفيي ا صن f  يس ييا
 نج أ  أت ف  فا تنتن  ق ع  نأمويل  ايا   نى أتغا  أت يتا:

f (z) = u0 + u1 z +u2z
2
 + ……+ un z

n
+…. : u0 ≠0  un  Z   n ≥ 0 

0  تته ت  أت  أت  تغس ا 

)3(

1 SSS   سمي تغس اf :أا  ي أم نيتشسل 
f = (u0. u1 , u2,……..,un…..)            (V) 

∑  فيا أتعنيي ة أتتيين   تني  أل أتستي ي i ≥ 0تسيل  ui تغي  ا أتعييملا  
(3)

  f 1 ني  ي أ    أتم ف يS  نيى 
 أتغا  أت يتا:
hf)([ صغه إ  سيغ   2ن ان فا ]  Boydإن    م ف   نع   مي S

(h)    يس ا نج أ  أت ف  فيا تنتين 
hu( فإن Vميسن  أن نيتشسل )  0  مغه غج  صن u0 ≤ 1 1تسلS. 

إ أم أتي  أل
)3(f 1ني  ي أ     أتم ف يS   10تسيل مغهيي غشي  فيا تنتين  مييسن  أن يني ص نيتم ي أ u

ص    
 تسل مغهي غش   نى أتغا  أت يتا:

I = (1,u1,u2, …….., un,…) : un  Z  n ≥ 0 
  مغه غج  صن:

2

0

1
2

1
1)( zz

u

u
zD 


 صن   1Sتسل  21

  تسن:
u1  {1.2.3} 0)21()21(

2
10)21(21 21

2 
u

D 

 
 مغه غج  صغه إ أ سيغ  

)3(f 1م ف   نع   ميS  فإن تيf : إا ع أتعني أ  أتولاو  أت يتي 
I1 = (1,1,u2,…….) 

I2 = (1,2,u2,….…) 

I3 (1,3,u2,……….) 

 تغ  ا سل من أتعني أ  أتولاو  أتتين    نى أتغا  أت يتا: 1  مهي ي تنن اين ا ى ي م أت
 اي : I1ص لام ي تغ  ا أتعني ة 

I1 = (1,1,u2, …….) 
1

2

1
,

2

1
1)( 22

2

2  uوwzzzD
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}3,2,1{0)21()()()1()( 231

11

22
23 




 uDzDz

wu

wu
zDzzD 3( مغييه غجيي  صغيييه إ أ سييين(Sf     م فييق نعييي

 إا ع أتعني أ  أتولاو  أت يتي :  أا  نج أ  أت ف  f فإن 1Iأتعني ة  f سين تي  1Sمي 
1I  = (1,1,1,u3,…….) 

2I   = (1,1,2,u3,….…) 

3I 
= (1,1,3,u3……….) 

1Iمن صجل   (  نين صن أت  أل أتس0فإن أت مهي ي  )ي  ت f   1 أت ا   نل أتغشI  :اا 

2

2

22

22

1

1
)(,

)1(1

)1(1
)(

zz

z
zf

zzzz

zzzz
zf

n

n

n










 
Sغ ميا إتيى أتمجم  ي  نتيط  صن صييم من ا   أت  أل لا   غلااظ ن

  ن ω(f)=1  تيك  ن  (3)  1zfn  تسيل
N  n  تسل  z   اي|z| = 1  ا أ يعغا صن fn     1(لا يغ ما إتى أتمجم( سل تn1 

 ييي ميين صجييل أتعنييي ة
2I   .  3( نييين صغييه لا ي جيي    أل ستيي ي     (1)صن أت مهي ييي(f 1م ف يي  نأ يي أS 

2Iغش  اي فا ج أ  أت ف  ا  أتعني ة  م  . 
3Iيي ميين صجيل أتعنييي ة     .(  ي نيين تغييي صغيه لا   جيي    أل ستي ي  1صيضييم ميين أت مهي ييي ))3(f  م ف يي  نأ يي أ

1S 3  مغش  اي فا ج أ  أت ف  ا  أتعني ةI  . 
 

 I2 = (1.2.u2,……..)اي :  I2ويغييم ي تغ  ا أتعني ة 

ت يغي         5,4,30)21(1)( 23

2

2  uDوzzzD 
 مغييه غجيي  صغييه إ أ سييين 

)3(f1م فييق نعيي   ميييS   سييين  تييي f  أتعنييي ةI2  فييإن تيييf  نجيي أ  أت ييف  إايي ع
 :ألآ ي أتعني أ  أتولا  

.),.........,3,2,1( 3

)1(

2 uI  
.),.........,4,2,1( 3

)2(

2 uI  
.),.........,3,2,1( 3

)3(

2 uI  
ي من صجل أتعني ة 

)1(

2I : اي 
.),.........,3,2,1( 3

)1(

2 uI  ت يغي 
2

2 1)( zzzD     ,    1)1(2 22  Dوw  

2

9

2

1

2

3
1)( 3

32

2  wوzzzzD
 

 64)(
)1(

)1(2
22

2

3
33 wu

D

D
ww

 
I2 مغش  اي نج أ  أت ف  ا  أتعني ة 1Sم فق نأ  أ  f)3(لا ي ج    أل ست ي  

(1). 

I2يييييييي مييييييين صجيييييييل أتعنيييييييي ة 
ف ييييييي  نأ ييييييي أ  م  f)3((  نيييييييين صغيييييييه لا ي جييييييي    أل ستييييييي ي  1فيييييييإن أت مهي يييييييي  ) (2)

1S مغش  اي نج أ  أت ف  ا  أتعني ة I2
(2). 
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I2ي من صجل أتعني ة 
 اي : (3)

I2
(3)

 = (1, 2, 5, u3,….) 

أت أت   غأا ت
52

53

21

1
)(

zzz

zz
zf




   صن فغج 

24 )1(2)(  zz  صن ω (f) = 2 
  يتا:غش  نج أ  أت ف   نى أتغا  أت  fغج  صيضيم صن   

f(z) = 1 + 2 z + 5z
2
 + u3 z

3
+ ….. 

  نيلإضيف  إتى مي تينق غلاايظ صغيه إ أ سيغي
)3(g1نعي  ميي   م ف يS سيين تيي g  غشي أم نجي أ  أت يف  مين

 أتشسل:
g(z) = 1+2z + 5z

2
 + u3 z

3
 + ….+ un z

n
+ …. 

wn تغع ن  أتم ي ي  
'   wn

 اي : +'
),....,,( 110

'

nn vvvw    ),.......,,( 110

'





nn vvvw 
 فيس ن ت يغي:

g (z) – f (z) = (vn – un) z
n
 + ……. : n ≥ 3 

 (ن ت يغي صيضيم )اتا ملااظ  يس  Zcفيس ن ت يغي  vn –u n = cتغف ا صن: 

32)(||/)(
2/)(

)()(

2
)( 2

'

1

'

1  










 fwfwcfw
ba

cbcaba
gw

n

nn

nnnn

 
 

2521غشيييي أم نجيييي أ  أت ييييف  ينيييي ص نيتم يييي أ   g سييييين تييييي  g)3(صغييييه إ أ سيغيييي   نيييي تك غتيييي غ خ zz  فييييإن 
w (g) ≤ 2 < 3 اي أ ي  ضيا إتيى صن 

)3(g. إ أ لا   جي    أل ستي ي)3(f   1م ف ي  نأ ي أS مغشي  اي 
I2نج أ  أت ف  ا  أتعني ة 

(3) 
 

 اي : I3تويم   صاي أم ي تغ  ا أتعني ة وي
I3 = ( 1,3,u2, …….) 

 ني  ني  صن:
21

2

21
2

2
1)(

2
1)( zz

u
zEوzz

u
zD 

 
 فيس ن ت يغي:

2

2

2

2
2

3
1)(

2

3
1)( zzzEوzzzD 

 
 إضيف  إتى مي تنق يس ن ت يغي:

2

9

2

9
.....

2

9
31

2

3
1

2

3
1

)(

)(
22

3

3

2

2

2

2

2 




 uwzwzz

zz

zz

zE

zD

 
 صيضيم:  غج 


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
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22
23 zDz
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zDzzD
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0)21()21(
3

2

9

)21()22(0)21( 2

2

23 


 D
u

DD 
 7,6,52u 

 يس ن ت يغي أتعني ة: u2 = 5ي من صجل 
.........),.........,5,3,1( 3

)1(

3 uI  
2

3
)1(3)1(

3

2

3

7
1)( 23

32

3  DوDzzzzD 
  مغه غج  صن:

 62)(
)1(

)1(
2 22

2

3
33 wu

D

D
ww

 
لا   ج    أل ست ي  

)3(f   1م ف   نأ  أS مغش  اي نج أ  أت ف  ا  أتعني ة I3
(1). 

 يس ن ت يغي أتعني ة u = 6صجل ي من 
.........),.........,6,3,1( 3

)2(

3 uI  
أت أت   غأا ت

2

2

21

1
)(

zz

zz
zf




  3صن فغج)(  z3 صن)( fw 

       :صن  صيضيم   غج 
......631

21

1
)( 3

3

2

2

2





 zzzz

zz

zz
zf

 

 أ   أتم ف ييييي  ني  ييييي f)3(تييييي ي  ( غجييييي  صن أتييييي  أل أتس1 مغيييييه  نمغيقشييييي  مميونييييي  تميييييي     فيييييا أت مهي يييييي  )
1S  اا  نى أ سو  أت أتf (z)   اي

2

2

21

1
)(

zz

zz
zf




  . 

121صن  1Sميييييين  ع يييييييف   غلااييييييظ  ضيييييي ايم  S    صن أت أتيييييي f (z)    21 م ف يييييي  نيتعيييييي   ن 

21

1
12


    1ا  أت طا أت اي  ته   أت أت  فا أتمغطz   . 

I3 مغش  اي فا ج أ  أت ف  ا  أتعني ة 1Sم ف   نأ  أ   f)3( إ أم لا   ج    أل ست ي 
(2). 

72ي من صجل  u س ن ت يغي أتعني ة:ي 
.........),.........,7,3,1( 3

)3(

3 uI  
أت أت   أا تغ

221

1
)(

zz

z
zf




 :فغج  صن 

)z3z(1 1)2-(z - )( 2 z    3  صن
2

53
)( 


fW 

731...      :صن  صيضيم   غج 
21

1
)( 3

3

2

2





 zuzz

zz

z
zf 

م ف يي   f)3(   جيي    أل ستيي ي  ( غتيي غ خ صغيه لا1مميي تيينق  نمغيقشيي  مميوني  تمييي     فييا ن ايين أت مهي ييي  )
I3 مغش  اي فا ج أ  أت ف  ا  أتعني ة  1Sنإ  أ  

(3). 
 نهيييي أ غسيييي ن قيييي  ن اغييييي صغييييه لا   جيييي    أل ستيييي ي  

)3(f  0م ف يييي  نأ يييي أ

)3( SS   ايييي أ يعغييييا صن 
0

)3( SS  .ا  أتمطن ا  
21min                                           :( 4نظرية) )3( S 
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 أتن اين:
min)3(غف ا صن  Sa  فغج : 

)3(21صن (   2 ) أتغظ يييييييييييي  ا مييييييييييين اتيييييييييييا   S  21 إ أم aاتيييييييييييا أت مهي يييييييييييي   .  تييييييييييي يغي 
0صن (   1)

)3( SS   21 ا أ ي  ضا صن a  ن تك غج  صن: 
21 a 

 

 :الاستنتاجات والتوصيات
  أتي  نعيا أتمتيي ل  فا ا أ أتنا   ييي  فيا أ اميي  فيا إتيهي  أت  ص  أ  نيل   أتغ ي خ أت ا  م أت   ل  إن 

عي  أتمشيينه  يأتطن أ   تييتم ص  أ  تي   فا   أت  مجم     صغهيإتى  نيلإضيف   ل أ ا ع أتم عن   نمجم    ص  أ  ني
  أت نيل إلا  أت ا تم يع ف  ن ا ي  هي أتجن ي   S تنمجم    
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