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 الممخّص  
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  ABSTRACT    

 
The Moreau-Yosida approximation plays a central role in the variationl analyses and 

their applications. In this paper, we used the Moreau-Yosida approximation of two 

variables to study the variationl sum of subdifferential operators of convex-concave 

functions. We generalize the results of variationl sum of convex functions in  3  

subdifferential operators of.  
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  مقدمة:
RBAن  بي ن دب ؤث د 

:,     بنع ف دب ج  ع دب لامي ر ) دبنبهر ( بل ؤث ينB+A :ذ بعلاقل 
     dom A B dom A dom B   
 ( )A B x Ax Bx   

 ببن  دب ثيبب ذبب أ  ببب ب   ودب ي ضببر فببر دبيغليببل  ثيبب , غيبب   ي دفببت فببر غببل  مبب ال  بب د دب فهبب م أنّ  ببن دب عبب  ف 
 ببل  ببن أيبب ش  ذيبب ن  ييبب د فببر غبب يث    قبب  ي  ببل  وبيف ي  ذهبب ا دب مبب بلدب ي ضببيين ذبب  3 ببيال أخبب ذ بهبب د جبب   ذإي 

  قب   ب ي ضيل دب ه  غبل   ن أيبل شب  ه  مبذبلودي  ن أ ث  ي دفب    ع دب م ال ذغي  م ر ذ ب ج  ع دب ياي   دب ج  ع 
A,ي شبي د  –دميخ م  يب يبت   ب     B  ؤث ين ل بب,A B يبم يع يبف  فبر    دمبل  دب ج ب ع دب يايب   علب  دبي ييبت 
ذب     ز به ,BA  د دب ج  ع بل ؤث ين 

v
BA :ذ بعلاقل 

 liminf
v

A B graph A B 


    
0    دب بيل  Aي شي د - غي  يع ف يب يت   بل ؤثA  ذ بعلاقل: 

 
1 AA J 


                           1
 AJ A    

gfدبيين  ببب ن  بببن أ بببم يهذيب يبببه  ببب    دمبببل دب ج ببب ع دب يايببب  ب بببؤث د  دبيف ضبببلا   دبجزايبببل بببب      يين  غببب ذ ,
  ن دلأ ن  فر  يين ن ف  مي    3    
دب بعبب ,  –ببب  دل ذ يغبب بين  ذشبب ل خبب   دببب  دل دب غ ذببل  ج بب ع دب يايبب  بب د دب ذ  دمببل  مدبذغبب و نببب  فببر  بب د 

A, ي شبي د –خ  بل  فهب م يب يبت   ب    و  يغب بيندب  يييعلبت ذ  دمبل دبب  دل  عّ ,غي  نميخ م  ف  يم  و دب البل   
K, نذ  ن أن دب ج  ع دب ياي  ب ؤث د  دبيف ضلا   دبجزايبل بب دبيين  L  بعلاقبل بعب يين   البيبين يعهب  ذ – غب ذيين 

: 
 

v
K L K L      

ذعن  ب  دبيغليبل  دب فب  يم دب يعلببل  نعهر فبر دبفبب , دلأ بب  ذعبت دبيعب  يفو أم مييين يي بف دبذغ   ن فب يين
ب بؤث ين  ج ب ع دب يايب    إبب  بنيب اق دبيبر يبم دبي  بل إبيهب  ذ بنمبذلذ  نب     دب بعب  - عن    دبيغليبل دب غب تدب غ ت 

 ن قشببل  فمببييمّ   أ بب  فببر دبفببب , دبث نيببل ب ببؤث د  دبيف ضببلا  دبجزايببل ببب  دل  غ ذببل ذ يغبب ل  دغبب يبب  أيضبب   دب ج بب ع دب يا  
  بع ,  – غ ذل ذ يغ بين دبيف ضلا   دبجزايل ب  دل   ب ج  ع دب ياي  ب ؤث د دب يعلبل ذ   إبيه  دبني اق دبير ي  لن  

 
 :وأىدافو البحث ةأىمي

 يببيم  ببب   و بعبب , –ج بب ع  ببؤث د  دبيف ضببلا   دبجزايببل ببب  دل  غ ذببل يهبب ف دبذغبب  فببر إعهبب ج  فهبب م ج يبب  ب 
مببيه  فببر دذيع ببيم دبنيبب اق دب يعلبببل ذبب ب ج  ع دب يايبب  ب ببؤث د  دبيف ضببلا   دبجزايببل ببب  دل  غ ذببل دبيببر ي بب       3  

  بب  يمببيخ م فببر غ بببل دب ج بب ع    ن دمببيخ دم شبب  ه علبب  دب ببؤث د  ل بل  ضبب ع أ  يببل  ذيبب , فببر غببل  مبب ال  ي ضببي
 دب لامي ر 

 
 :دهطرائق البحث وموا
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      نعهببببر ذعبببببت دبيعببببب  يف  دب فببببب  يم دلأم مبببببيل دبيبببببر يمببببب ع ن  فبببببر عببببب ت دب  ضببببب عو  نبببببب م ذ مبببببيخ دم يب يبببببت
 .ذغ  بيه  فر   د دبإاق دبير ي  لن  دبذي ن فر ذ   ن دبني  - ي شي د  ه يبل يب  ت دبذي ن  دبيب  ت ف ت حيغ  -    

 
 تعاريف ومفاىيم أساسية:

 عت عن    دبيغليل دب غ ت دب يعلبل ذ يغ ل  دغ ذنذ أ ذي   , م يعل ب 1,10,13,16   
  نيب R  : f دبفض ج دبي ذ ب جر   دبل  ع فل عل  
 ذ بعلاقل : f (epi graphe)ب دبل ف ت ذي ن دع ف ن -

{( , ) : ( ) }epif x r X R f x r    
X فبر أنهبب   غ ذبل إ د  فببه إ د  بب ن فب ت ذي نهب   ج  عبل  غ ذببل fنبب ل عبن دب دببل  - R   دب دبببل يعب ف أ

f  ن أجل  ل   يغبت دبش ه: نه   غ ذل إ دذ ,x y  ن X    0  ن أجل  ل 1  : فإن 
 (1 ) ( ) (1 ) ( )f x y f x f y                             (1) 

   ن  دب دبل  إ د   (concave)  بع ,إنه   fدب دبل  نب ل عن    f غ ذل    
 ج  عبل  epif    نب  إ د ( Lower semicontinuous  بن دلأ نب  )  دبل  مي  , نه إfنب ل عن دب دبل  -
   البل

 : ج به  دبفعلر   ن إ د  ( propre)  خ  لإنه   fعن دب دبل  نب ل -
{ : ( ) }domf x f x     

ذب دلأ ن   ز ب ج  عل دب  دل دب غ ذل  دبخ  ل  ن ف دب مي  ,  ن ن - X 
RXf  يع ف دب دبل دب  دفبل - **  :ذ بعلاقل fبل دبل    :

(2)                                      * * *( ) , ( ) ;f x Sup x x f x x X     

 ي  ببز بببه ذببببببب domf ببن 0xفببر دبنبهببل  fبل دبببل ( subdifferential)بيف ضببل دبجزاببر عبب ف دن - 0xf 
  ذ بعلاقل:

(3)                             * *

0 0 0: : ( ) ( ) , ;f x x X f x f x x x x x X          
 دب ع ف ذ بعلاقل : fدب دبل  ذ نهfبل دبل دب بيل  د يذيل  ي شي د دبيب   -ع ف  دبل     ن -

           (4)                   











2

2

1
)(inf:)( uxufxf

Xu 
 

 قبب  ذبب  ن فببر  1 نبب  دب دبببل  إ دنببه أ  f  ببن  x ن إفببf  دبببل  مببي  ,  ق ذلببل بلاشببيب ت   شببيبه  ي بب ن 
 أي: fبل ؤث  دب ه   دلاعظ ر  يب يت ي شي د 

    ff                                            (5)  
 
 
 

  :1تعريف 
 :)تقارب المجموعات وفق مفيوم كوراتوفسكي(  1 
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ببببببي ن  ,X    فضببببب ج ي ذ بببببب جر NnCCn ;,  يي بيبببببل  بببببن دب ج  عببببب   دبجزايبببببل فبببببر Xإنّ    نبببببب ل 
NnnC )( ن ييب  ت  C : فت  فه م    دي فم ر إ د   ن    

liminf n
n

C Climsup n
n

C   

 غي :   

 : ( ) ; ( ) ; ;
kk k N k k N k n k

k
x X n x k N x C x x

       limsup :n
n

C   

 liminf : : ( ) ; ;n n n N n n n
n n

C x X x x C x x       

lim           :                    ن يت دخي   د   n
n

C C         أ     nC C  
 (:)تقارب المجموعات وفق مفيوم موسكو  11 

فضب ج ذ نب ا دنع  مبر     نب  Xإ د   ن NnCCn ;,   دبجزايبل دب غ ذبل  دب الببل   يي بيبل  بن دب ج  عب
NnnCإنّ   نببببببببببببببببببببببببببب ل Xفببببببببببببببببببببببببببر  )(  ييببببببببببببببببببببببببببب  ت  ببببببببببببببببببببببببببنC فببببببببببببببببببببببببببت  فهبببببببببببببببببببببببببب م   مبببببببببببببببببببببببببب   إ د  بببببببببببببببببببببببببب ن   

liminf n
n

w C Climsup n
n

s C    :  ن يت دخي   د lim n
n

C M C      أM

nC C  

  Xيشي  إب  دبيذ ب جي  دبب يل )دبضعيفل(عل   s  (w)غي  
 

 (فوق البيان -تقارب الدوال وفق مفيوم موسكو) : 1,11 
 فض ج ذ ن ا دنع  مر     ن  Xإ د   ن NnRffn     )( ن  يي بيل  ن دب  دل  ,:},{
Nnnfإنّ نب ل  )( نغ    ييب  تf    ن   يي بيل دب ج  ع   ف ت دبذي ن إ د  – فت  فه م   م   

 ;nepif n N  بببن  مببب    فبببت  فهببب م ييببب  ت epif    جبببل  بببل بببن أإنّبببه   ببب د ي بب فو دببببب لx X  فبببإن
 ن:دلآييين  غبب دبش هين 

) ( ) ; : ( ) liminf ( )w

n n N n n n
nn

i x x x f x f x   
) ( ) ; : ( ) limsup ( )s

n n N n n n
n n

ii x f x f     

lim  ن يت: n
n

f Mosco epi f   دخي   د  أ   lime n
n

f M f     أff M

n  

 
X ن دلآن    ع د   بنع ّ  H ذ ب ؤث د  دب يعلبل  بنعهر ذعت دبيع  يف   فض ج  لذ 2,3,9,17  
A:بي ن  H H

   نع ف دب ج ل دبفعلر بل ؤث   و يع   دببيم  د   ؤثA   ي  ز به  domA    :ذبب بش ل                                    
 : /dom A x H Ax    

 ( ذ بعلاقل:Agraph)  A ف ذي ن دب ؤث ع  ن -
(6)  : ( , ) /graph A x y y x     

 
 ذ بعلاقل:  بل ؤث   1نع ف دب ؤث  دبع مر -

1y x x y    
 دب ع ف ذ بعلاقل : A  بل ؤث  ن  ز ذب -
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:graph graph   
 بببببببببببن أجبببببببببببل  بببببببببببل  إ د غببببببببببببت دبعلاقبببببببببببل:  ً   oإنّبببببببببببه  بببببببببببؤث   هببببببببببب    A نبببببببببببب ل عبببببببببببن دب بببببببببببؤث   -

   1 1 2 2, , ,x y x y graphA: فإن    
                               (7) 2 1 2 1, 0y y x x     

 ي  ؤث   ه   آخ  أعظ ي  إ د   ن   ج  عل نب ه ذي نه غي   غي د, فر  ج  عل ذي ن أA ي  ن  دب ؤث   -
,ن  دب بببؤث د ببببي ن :A B H H

 بنعببب ف دب ج ببب ع دبجذببب ي  نو  يببببببببيم دب يعببب  ,و ببببية ذ بضببب   , خه د  د 
 ذ بعلاقل: B+Aبل ؤث ين   (دب ج  ع دب لامي ر)

     dom A B dom A dom B   
                           (8)                           ( )A B x Ax Bx   

ب ب    ن لاذ   بن إيجب    ودب م ال دب ي ضيل ذعت ع        ي دفت ب ج  ع  ؤث ين غي   دبجذ ين   د دب فه م إ
دنظ  ن ر ذ ب ج  ع دب ياي  بل ؤث يم عن   د دب فه م      فه م ج ي  ع ض 3  
بل ج  عببل دب عهبب , ذ بعلاقببل :    I مببن  ز ذبببب 2: ( , ) ; 0, 0, 0I R            جببل أ   ببن

 ببببببببببل  , I   دب ج بببببببببب ع دبجذبببببببببب ي   مببببببببببنع ّ و, :C A B     0  ّ غيبببببببببب  لا يغبببببببببب   دبيذبببببببببب ة نعببببببببببA A  
  0B B  0 نببه  ذمببذت أإببب    نشببي     فببإن  دغبب   ببن دب ببؤث دA وB    ذ بيبب بر  د  ي بب ن بيذشببز  مببي         
 ,C ن  ؤث د   ه  د  أعظ ي   ي   7    ز ذببب بن   ب  شبغل  بل دبجب د د   د  دب   بز  بف  فبرI    ن  بز بلنه يبل

بلأم , دبنه يل دبغ يل دبعلي  (  ) عل  دبي ييت دبغ يل دب ني   , ; ,graph C      ذب ,liminfgraph C 


 
limsupgraph,)علببب  دبي ييبببت   C 



)  ذ ب جيببب  دب ع فبببل علببب   بيد  إببببذ بنمبببذلH H  دب  شبببغل   بببلعلببب  

    أن : ّ ن
 yx, نبهل  ن


,inflim Cgraph  جل  ل جب د أإ د   ن  نQ  بلنبهبل yx, ي جب I  بن  

,أجل  ل  I  :فإن  QCgraph ,   
   yx, نبهبببل  بببن


,suplim Cgraph  جبببل  بببل جببب د أإ د  ببب ن  بببنQ  بلنبهبببل yx, بببن أجبببل   

, ي ج    I ل I  : ذغي   QCgraph ,  
دلأم , نإنب ل   ,;,C البيوانمفيووم  يب  ذل  فبت ( (graph convergence)  نغبC    ن  بز بهب 

limgraph,ذبببب C C 


  ن  إ د  :  
(9)                       ,limsupgraph C 



 =,liminfgraph C 


 =  C 

 
ذبب  ن  ز ببه  ,BA دب ه  ين دلأعظ يين ل ؤث ينب دب ج  ع دب ياي   يع ف : 2 تعريف 

v
BA دب بؤث   ذ نبه

 ذ بعلاقل: ه دب ع
 liminf

v
A B graph A B 


    
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Hبيذ ب جي  دب ع فل عل  د أنذ    H   دب  شبغل ق ذلل بلعب   بن دب  يذبل دلأ بب    ّ عي   و فإنبهق عب , ق ذلبل بلعب 
ي ببب ن بببب ين   yx, نبهبببل  بببن 

v
BAgraph  جبببل  بببل دب يي بيببب   أ بببن  و  نببب  إ د فببببه  إ دو 

0nn   
0nn 

0,0دبيبببببببر يغببببببببت   nn    وlim lim 0 , 0n n n n
n

         نيببببببب  يي بيو ي جببببببب   
1n n

x


   
 

1n n
y


lim ي  ن :   ذغي   , limn n

n n
y y x x

 
      ن    د   nn xBAy

nn      

 

 دلآييل ذعت دبخ  ا  دب يعلبل ذ ب ج  ع دب ياي   دب ذ  نل يعهر  
 

 :3 مبرىنة 3: 
دب ؤث ينأجل  ن 

:, BA ب ين  دلآير: 
 إن(   5

v
BA       ع ليل  ع فل 

 إن ( 2
v

BA    ؤث   ه       
v

dom A B    ن   دإ     dom A dom B     

 إن (  3
v

BA=
v

AB   )دبع ليل يذ يليه( 
  إن( 4

v
BA    ج   دبنه يل  إ د فبه  إ د أعظ ر ؤث   ه  


BAgraph  limفت  فه م دبذي ن . 

X, ل  ن   ّ عن :بننيبل بل  دل ذ يغ بين دلآن Y    دبيغليبل  عت عن  ب ذذي   , م يعل ب نب ممفض ج  لذ   و
 دب بع  - دب غ ت 5,6,13,16,18   
RYXKبي ن  :دبل ذ يغ بين    
 دلأ لل ب يغبب ّ د  إبببذ بنمببذل    نبب   غ ذببل إ د (convex-concave) بعبب ,- غ ذببل  أنهبّبK عببن دب دبببل نببب ل -

,.)(أي أن  ل دبثبببببببببببب نرب يغبببببببببببب ّ د  إببببببببببببب  بعبببببببببببب , ذ بنمببببببببببببذل  yKx  غ ذببببببببببببل  ببببببببببببن أجببببببببببببل  دبببببببببببببل y  أن  ث ذيببببببببببببل                                        
,.)(xKy   بع ,  ن أجل دبل x   ث ذيل 

1بعلاقل: ذ  domK ي  ز به ذب  Kنع ف دب ج ل دبفعلر بل دبل - 2domK dom K dom K  
 غي :     

 1 : ( ,.)dom K x X K x    
 2 : (., )dom K y Y K y    

RYXFو  Kبل دبل F( parent convexنع ف دب دبل دبب ينل دب غ ذل) -    :   بعلاقلذ  :*
(10)                  



** ,),(sup),( yyyxKyxF
Yy

 

RYXGو   Kبل دبل  G( parent concave دب دبل دبب ينل دب بع , ) *:   بعلاقلذ:  
(11)                      



*,),(inf),( xxyxKyxG
Xx

 
YX* دبل  غ ذل عل  F ن دب دضح أن   G  دبل  بع , عل YX *   

 الببببل إ د  ببب ن إنهببب  K نبببب ل عبببن دب دببببل -   ** GFوFG  غيببب   و*F  *G  دل  بببر دبببب 
domK   دبل خ  ل إ د   ن Kعل  دبي ييتو  نب ل إن F  Gدب  دفبل بب    نب ل عن  دبيين أنه    ي  فايب ن 
  نفمه  ب ينلدب  دله   دب إ د   ن ب
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],[ ي  ز به ذبب  K بع , -ع ف  ف دبي  فؤ ب دبل  غ ذلن - KK  ذ نه  ج  عل دب  دل دب غ   , ذين   K  
   K  :  غي 

(12  )                   
* *

* *, sup ( , ) ,
x X

K x y G x y x x


    

   


** ,),(inf,
**

yyyxFyxK
Yy

                       (13) 

 قبب  ذبب  ن  ببن قذبببل    بب ف لا   13 دب البببل بببب  دل  ؤدنببه ي جببب  يب ذببل  دغبب  ب دغببب  ذببين  ج  عببل  بببف ف دبي بب ف
],[   بع ,- غ ذل KK ذين  ج  عل دب  دل دب غ ذل دب البل )( *YX   

),(دبنبهل  ع فن - yx م جيل  بل دبل   نه  نبهلذ K : إ د غبب  دبعلاقل 
       , , , ; ,K x y K x y K x y x y X Y     

argminذب  K  ز ب ج  عل دبنب ه دبم جيل بل دبل ن   max K  : أي أن 
        },,,,, YXyxyxKyxKyxK /),{( YXyx :=argmin max K   

دنظ   K بع , -ب دبل  غ ذل Kنع ف دبيف ضل دبجزار  - 5  13 :ذ بعلاقل 
       1 2, : , ,K x y K x y K x y      

2غي  1,K K  ي ل عل  دبيف ضل دبجزار بل دبلK  ب يغ ل دلأ ل ودب يغ ل دبث نر عل  دبي ييت د  إبذ بنمذل
  

 ذ بعلاقل: Kدب  يذه ذب KAنع ف أيض  دب ؤث  دبيف ضلر 
(14)       1 2, : , ,KA x y K x y K x y     

 ذ  ن فر  13   إ د   نK بع ,  البل فإن - دبل  غ ذل KA    ن دبض   ي أن نب ك     ؤث   ه   أعظ ي  
 : دلآيرذ بي  فؤ 

       **** ,,,, yxFyxyxKyx  
 

       **** ,,,, yxFyxyxAyx K  
 

ي شي د -    يب يت ويع ف  دبل  K بع ,  البل-جل  ل  دبل  غ ذلأ ن  ,K دب بيلين   ,  :ذ بعلاقل 

   
2 2

,

1 1
, : inf sup ,

2 2u X v Y

K x y K u v x u y v 
  

 
     

 
                                               

  (15)     
2 21 1

supinf ,
2 2u Xv Y

K u v x u y v
 

 
     

 
 

ز به ذبإن   ا دب م بل يبذل نبهل م جيه  غي ,  غلا  به   ي    ,, , yx  دنظ 5,6 :يي ف ذ بعلاقل  

 




,,

,,
,, yxK

yyxx










 


 

 ق  ذ  ن فر  6  إن ,K ق ذلل بلاشبيب ت  بن  ع فل فر  ل    ن   بع ,  البل  د  قيم  نيهيل- دبل  غ ذل 
  شيبه  ذ بعلاقل : دب  يذل دلأ ب   يعه 
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  








 











,,

, ,,
yyxx

yxK 

ن أزي  , عل   ب  ذ  ن  ,K مي  , عل   ج  ع    غ   ,  -بيذشيز   دبل  
KAي شي   -نع ف  ؤث  يب يت     د  أخي      ذ بعلاقل: ,

  








 











,,

, ,,
yyxx

yxAK 

 ق  ذ  ن فر  5 ن :  أ        ,

,

KKA A  

     ن دجل    : ف ن 
                (16)  ,

,

K K KA A A 

  
  

  (14)ع ف  فر  KAغي   
 

:4تعريف  10,6 
بي ن  KKK ,   LLL ,نع ف  ج ب ع دبب دبييين KL, دب بعب , -ذ نبه  بف ي ب فؤ  بن دبب  دل دب غ ذبل

 دب البل ي  ز به ذب ww,    ي ير: 
    1 1

1 1

, , ;

;

K x y L x y x dom K dom L
w

x dom K dom L

   
 

  
 

 
    2 2

2 2

, , ;

;

K x y L x y y dom K dom L
w

y dom K dom L

   
 

  
 

w,إن  ل  ن  w  يغبت دبعلاقل: بع– دبل  غ ذل  ,  

w w w     ب ل     ,w w w 
 

 
البيان (:  –فوق / تحت  –) تقارب موسكو  :5تعريف  6 
YXببي ن ذ نب ا دنع  مببيين  ببي ن فضبب ار , NnRYKK

n
  – يي بيببل  بن دببب  دل دب غ ذببل  ,:,

 :دلآيي ن د يغبت دبش ه ن إيغ  دبذي ن  -  ييب  ت  فت   م   ف تنهّ إنب ل عن دب يي بيل  ب بع , د
) ( , ) , , :limsup ( , ) ( , )w s n

n n n nn n
n

i x y X Y y y x x K x y K x y       

) ( , ) , , :liminf ( , ) ( , )w s n

n n n nn n n
ii x y X Y x x y y K x y K x y        

\ :  ن يت lim n
n

K Mosco epi hypo K       أ  دخي   د\ lim n
n

K M e h K      
يغبب   -دب بعبب ,  فببت   مبب   فبب ت – يي بيببل  ببن دببب  دل دب غ ذببل فببر نه يببل  بب ا دبفببب , نببّ    ذ بعلاقببل ذببين يببب  ت 

 دبذي ن  يب  ت  يي بيل يف ضلايه  دبجزايل  فت  فه م دبذي ن 
 : 6نظرية  6, 6.1theorm 
YXببي ن فضبب ار ذ نب ا دنع  مببيين  ببي ن , NnRYKK

n
  – يي بيببل  بن دببب  دل دب غ ذببل  ,:,

)عن ا  ب ين  دبي  فؤ : .  بع , دب البلدب ) ( )i ii   غي 
i)  \ lim n

n
K Mosco epi hypo K    
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ii)  lim n

n
K graph K     

 
        

 النتائج والمناقشة : 
 :1مبرىنة
]ذف ت  , ]K K K  [ , ]L L L  12 ببي ن FوF   12ييبت)علب  دبي GوG دبب  دل دبب ينبل دب غ ذبل )

  ببببببن أجببببببل 0و0جببببببل  ببببببل أعن ابببببب   ببببببن LوK)علبببببب  دبي ييببببببت دببببببب  دل دبب ينببببببل دب بعبببببب ,( ب ببببببل  ببببببن 
w ل w w  ن:إف 

 , ,
, 0

/ limw M e h K L   
  

    

 البرىان:
 : 4.5فر دبيع يف  غبت  ن دبش هينمني

ب ل  -5 ,x y domw جل  ل أ  ن,

wy y    ي ج,

sx x   :ذغي  ي  ن 

    , , , ,limsup , ,K L x y w x y       


  

ب ل  -2 ,x y domw جل  ل أ  ن,

wx x    ي ج,

sy y   ن :ذغي  ي   
    , , , ,, liminf ,w x y K L x y       


  

 بببببي ن ( :5بنذبببب  ن  ,x y domw  ن نعبببب ف أنمببببيهيع عن ابببب,

sx x x         جببببل  ببببل أ  ببببن
,

wy y    (15)فر دبعلاقل  ي شي د –غمت يع يف  دبل       ن يت : 

    
22

, , , ,

1 1
, supinf ,

2 2uv

K L x y K u v x u y v       
 

 
       

 
 

 









2

,

2

2

1

2

1
,infsup vyuxvuL

uv



+ 

  









2

,

2

2

1

2

1
,infsup vyuxvuK

uv



 

 









2

,

2

2

1

2

1
,infsup vyuxvuL

uv



 

uxجل أ  ن   فإن : 

 









2

,
2

1
,sup vyvuL

v



  










2

,
2

1
,sup vyvuK

v



= 

K, ذ بيع يت عن  L ينيق:  ل ذبي يه  

  









2

,

**

1
2

1
,),(infsup

*
vyvyyxF

yv



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 









2

,

**

2
2

1
,),(infsup

*
vyvyyxF

yv



 

  









2

,

**

1
2

1
,),(supinf

*
vyvyyxF

vy



 

 









2

,

**

2
2

1
,),(supinf

*
vyvyyxF

vy



 
















 )
2

1
,(sup),(inf

2

,

**

1*
vyvyyxF

vy



 

*

2
* *

2 ,

1
inf ( , ) sup( , )

2y v

F x y y v y v 


 
 

      
  

 

vyzذف ت     نج  : ( 2)  دميخ دم دبعلاقل  ,










2

**

,

*

2
* 2

,),(inf yyyyxF
y













2

**

,

*

1
* 2

,),(inf yyyyxF
y


 

 فإن 0    0ذ خ  دبنه يل دبعلي  بلعلاقيين عن    

   
* *

* * * *

1 2inf ( , ) , inf ( , ) ,
y y

F x y y y F x y y y        , , ,limsup ,K L x y     


  

  yxLK , 
,جل  ل أدبعلاقل  غيغل  ن  ا   

wy y   : ذ بي بر  
   , , , ,limsup ( , ) ,K L x y w x y       



  

جبببببببببل أ  بببببببببن( : 2دلآن بنذببببببببب  ن  ,x y domwنمبببببببببيهيع إن نعببببببببب ف,

sy y y    بببببببببن دجبببببببببل  
, ل

wx x   :ن يت 

   
2 2

, , , ,

1 1
( , ) inf sup ,

2 2u v

K L x y K u v x u y v       
 

 
       

 
 

 









22

,
2

1

2

1
,supinf vyuxvuL

vu 
+ 

  









22

,
2

1

2

1
,supinf vyuxvuK

vu 
 

 









22

,
2

1

2

1
,supinf vyuxvuL

vu 
 

yvجل أ ن   :ي  ن 

 









2

,
2

1
,inf uxvuL

u



  










2

,
2

1
,inf uxvuK

u



 

  









2

,

**

1
2

1
,),(supinf

*

uxxxyxG
x

u



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 









2

,

**

2
2

1
,),(supinf

*

uxxxyxG
x

u



 




















2

,

**

1
2

1
,inf),(sup

*

uxxxyxG
u

x



 



















2

,

**

2
2

1
,inf),(sup

*

uxxxyxG
u

x



 

z,ذف ت  x u    نج  :(  2)  دميخ دم دبعلاقل 










2

*

,

**

2
2

,),(sup
*

xxxyxG
x













2

*

,

**

1
2

,),(sup
*

xxxyxG
x


 

 فإنن  نغ ل عل  :0  0عن      نه ذ خ  دبنه يل دب ني  بل ي دجغل دبم ذبل 
  ),( , yxLK  , , ,liminf ( , )K L x y     


  

,   ا دبعلاقل  غيغل  ن دجل 

wx x   
 :إ ن

    , , , ,liminf , ,K L x y w x y       


  
  ذ ب  ييم ذ   ن دبنظ يل 

 :  2نظرية
]ببببببببببي ن  , ]K K K  [ , ]L L L بعببببببببب يين  البيبببببببببين عن اببببببببب   بببببببببن دجبببببببببل  بببببببببل - دبيبببببببببين  غببببببببب ذيين 

0 0  ي  ن ,, LK
AA     ييغبت دبعلاقل: أعظ ر ؤث   ه   

(17)                        ,, ,, LKLK
AAA


 

 
 :دلآييلدب م ع , دب ذ  نل  إعه جلا ذ   ن دبنظ يل  ن دجل ذ   ن 

 : 3مساعدة مبرىنة
]بي ن  , ]K K K  [ , ]L L L ي  ن ذغي   بع يين  البيين - دبيين  غ ذيين 

                                    (18) domL domK   
LK إ د   نعن ا   AA     ل :ف ن دبعلاقل دلآييل  غبب  أعظ ر ؤث   ه  

(19)                   w K LA A A           ب ل[ , ]w w w  
 البرىان:

K, ل  ن دب ؤث ين  إنّ  LA A ه   أعظ بر غمبت  13    ج ب ع  بؤث ين أعظ يبين غيب  أعظ بر ذشب ل عب م 
domLدعي ببببببب  د  علببببببب  دبفببببببب ت  ب بببببببن domK   دب ج ببببببب عن إفبببببببLK AA  أعظ يببببببب د   هببببببب  د   بببببببؤث   ي ببببببب ن    
غمت 7,8  

wLKذبل ي فر ذ   ن  جل ذ   ن دبعلاقل دبمأ ن  AAA غبت        دلآخ ن دلاغي دج لأ   13   
بي ن   yxAAzz KL ,),( *

2

*

1   1جل أ ن 1x dom L dom K   2 2y dom L dom K  
LAyxعن ا  ي ج   ),( *

1

*

1  KAyx ),( *

2

*

* ع 2

2

*

1

*

1 xxz   *

2

*

1

*

2 yyz  :ذغي  ي  ن 
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                   (20)     **

1 1 1 2, , ,x L x y y L x y   
                   (21)     **

2 1 2 2, , ,x K x y y K x y   
 : أنّ نمينيق  (20) ن 

         (22)
   

   

*

1

*

1

, , , ,

, , , ,

L z y L x y x z y z X

L x g L x y y g y g Y

       


       

 

 :أنّ نمينيق  (21)  ن

(23)                 
    








YgygyyxKgxK

XzyzxyxKyzK

,,,,

,,,,
*

2

*

2 

KKK أن ذ       LLL   ي يت ذ بش ل  (21)فإن: 

(24)                

    







YgygyyxLgxL

XzyzxyxLyzL

,,,,

,,,,
*

1

*

1 

 ذ بش ل : (22)ت  ي ي

(25)                      

    







YgygyyxKgxK

XzyzxyxKyzK

,,,,

,,,,
*

2

*

2 

 ه ف   إب  ه ف نج  : (24)   (23)ذج ع 

 (26)     
     

      







YgygyyyxLKgxLK

XzyzxxyxLKyzLK

,,,,

,,,,
*

1

*

2

*

1

*

2 

1أنّ  ذ    1x dom L dom K   2 2y dom L dom K   بش ل :ذ  (26)فإنن  نميهيع  ي ذل  
   
    








Ygygzyxwgxw

Xzyzzyxwyzw

,,,,

,,,,
*

2

*

1 

                                          * *

1 1 2 2, , ,z w x y z w x y       إي أن:                     
*  نه :                           *

1 2( , ) ,wz z A w w w      دب هل ت     
 

 برىان النظرية:
)نعلم غمت ذ يزية  7 ج  عه ب   فبإنّ  ون فبر  بل   ب ن ن  ع ف أنّه إ د   ن ب ين   ؤث دن أعظ ي (2.4 ذ  نل 
 ذ   أن  ل  ن دب ؤث ين ي  ن  ؤث د   ه  د  أعظ ي     ,,, LK

AA أي  عب ف   هب   أعظ بر   عب ف فبر  بل   ب ن
 ن دجل  ل دببيم  yx,  ن YX       فإن  ج  عه ,, LK

AA    ذيهذيبت  ن إ  ن أيضب    هب  أ  أعظ يب   ي ب
نغ ل عل   5.3 ب م ع ,دب ذ  نل د  ,, ,, LKLK

AAA


ذه د ييم ذ   ن دبنظ يل  و  
 

 : 4 نظرية
] بي ن , ]K K K  [ , ]L L L عن ا : بع يين  البيين - دبيين  غ ذيين 

LK

v

LK AAA  
 :أنّ     د يعنر
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 LKLK
v

 
 البرىان:

أن        (16)ب ين  غمت دبعلاقل  0   0جل  ل أ ن   KK
AA , ن  أ   LL

AA , 
 

  ذ بي بر :                              , , 
K L K LA A A A   

 
   

 :دلآيرنغ ل عل   5.3  نه غمت دبنظ يل 
     , ,,
K Lw K LA A A A    

 


   

, :  نأ5.1   ببن جهببل أخبب ذ ببب ين  غمببت دبنظ يببل 
, 0

/ limW M e h W  
 

       4.6ذيهذيببت دبنظ يببل  

lim, :                                           ي  ن
w wgraph A A 



  

,:      غي   , ,W K L                  W K L  
  نه                                                lim K L wgraph A A A

 
   

LKw

v

LK AAAA  
                : أنّ  يض   أ    د يعنر 

v

K L K L           دب هل ت     

فبر فضب ج  لذب   دب ج  ع دب ياي  ب ؤث د  دبيف ضلا  دبجزايل ب  دل  غ ذل  دذيهذيت   ا دبنظ يل نغ ل عل  
فر  2نظ يل دب) 3 ) 

 
بي ن  ل  ن    :  5نتيجة :f X R       :g X R   دبل   غ ذل ن ف  مي  ,  بن 

)  ضن أي إ د ف  خ  ل  و دلأ ن   , ) ( )x K x y f x      ( , ) ( )x L x y g x    
K   عن ا  f        L g     ي  ن  : 

v

f g f g     : د ي  فو    

        gfgfgraphgfgraph  





limlim  
 

 الاستنتاجات والتوصيات: 
فببببر غببببل دبع يبببب   ببببن دب مبببب ال دلأم مببببيل   هّ بببب       د  أعظ يببببين   هبببب  يندب ج بببب ع دب يايبببب  ب ببببؤث ين إن ب فهبببب م 

 ذشب ل خب   دب ج ب ع دب يايب  ب بؤث د  دبيف ضبلا  دبجزايبل بب  دل  غ ذبل  دب ج ب ع  ودب ه  غل فبر دبيغليبل دب ي ضبر
فببر  ي بب أغلببت دب  دمبب   غبب ل  بب د دب فهبب م أنّ يذببين قبب   بعبب ,  –دب يايبب  ب ببؤث د  دبيف ضببلا  دبجزايببل ببب  دل  غ ذببل 

يع بببم  ببب ا دب  دمبببل إبببب   ن  بببر  ذببب ن يهذيب يبببه   نظببب د  لأ  يبببل دب  ضببب ع  نيهيبببل دبذعببب   فضببب جد   لذ   فضببب جد  
 فض جد  ذ ن ا دلانع  ميل  فض جد  ذ ن ا دبع  ل  
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