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   صالممخ  

 
لإةجيي   احوييفو  ( Ioffe -Tichomirov دةمييومةفو  -وى ) ةييوف يمثيي ا احمةمييق احم يينسييدم م  هيي ا احث ييثفيي  

كون مجموع مفثع ت مفسوم  امل  ائفة  دى ة (n اضلاعه) ع    احد  ةجب ان د ممه  احنم   احد  دمثل فؤوس مضلع
ن احوييكل  ةييث دثييةن ا ، حييق احوييكل احفثيي ع فيي    ميي   ييل احمسييبحق ثوييكل إةجيي   قيي  دييم و  . اضييلاعه اكثييف ميي  ةمكيين

 احمواد  هو اي وكل فث ع   ائفي ةن ثق ا   ق فةه على ق ف اح ائفة.
 

 .د ثع لاغفانج ،مث ا احمةمق احم وى، احمس ئل احم وى :الكممات المفتاحية
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                           
 سورية.  –اللاذقية  -جامعة تشرين-قسم الرياضيات  -أستاذ   *

 سورية. –اللاذقية  -جامعة تشرين  -كمية العموم  -قسم الرياضيات  - (ماجستيرات عميا )دراسطالبة ** 



 ث وف، ثة و                                                                                            د ثةق هن س  حمث ا احمةمق احم وى
 

 128 

2002( 2( العدد )13) المجمد العموم الأساسيةسمسمة   -مجمة جامعة تشرين لمبحوث والدراسات العممية   

Tishreen University Journal for Research and Scientific Studies - Basic Sciences Series Vol.  (31) No. (2) 2009 

 

  ِA Geometrical Application of The Extremum Principle 
 

 

Dr. Hassan Baddour 
*
 

                                                                                               Roda  Bido ** 

 
 

(Received 16 / 3 / 2009. Accepted 2/6/2009) 

 
  ABSTRACT    

 

In this paper we apply the Extremum Principle of Ioffe – Tichomirov  to  find the 

conditions that are satisfied by points of polygon ( with n sides ) inscribed in a given circle 

in order that the sum of the squares of these sides has the maximal value. 
It has been shown –as a special case - that the sum of the squares of quadrilateral 

(n=4) has the maximal value when one of its diameters coincides with diameter of the 

circle . 

 

 

 
Key Words : Extremal Problem, Extremum Principle, Lagrange Function. 

 

 

 
 
 
 
 

 
 
 

 

 
 

                                                           
*
 Professor , Department of Mathematics , University of Tishreen,  Lattakia , Syria.        

** Postgraduate Student, Department of Mathematics , University of Tishreen,  Lattakia , Syria. 



 Sciences Series .Tishreen University Journal. Bas   2002( 2( احع   )13احعلوم الأس سةق احمجل  ) مجلق ج معق دوفةن 

 

 129 

 :مقدمة
حن ج ييق فيي  وا احمهمّييقميين احوسيي ئل ( Ioffe - Tichomirovدةمييومةفو   -ةييوف احمةمييق احم ييوى ) ةعيي  مثيي ا 

  اهمهييييييي  فييييييي  مسييييييي ئل اح ليييييييول احمثليييييييى ةيييييييف  كييييييي ن حهييييييي ا احمثييييييي ا د ثةمييييييي ت كثةيييييييفة . وقييييييي مع حجيييييييق احمسييييييي ئل احم يييييييوى
(The Theory of Optimization ) [3]  ،وفي  احد لةيل احم ي ب (The Convex Analysis  ) [5]  سيو .

احديي  سيينع حجه  فيي  هيي   سييجم واحمسييبحق احهن سييةق احم فو ييق ثميي  ةنمضييمون هيي ا احمثيي ا  -ث مد يي ف – ةييبد نعييفف فةميي  
 وفقق .اح

nf,...,f,fوحنفمييب ثيي حفموب  ث نيي   فضيي    Xحييةكن   X احفضيي   حمجموعييق ميين احيي احة ت احمعففييق علييى 10
 ده  مسييدمفة ث حنسييثق وموييدم ) اي انهيي  اوييدم قةق ميين احمفدثييق الأوحييى  ثمفهييوم ففةوييةه) (   1Cاحديي   دندميي  إحييى اح يي 

 . Xمن  xحلنم ق   Vم   حلنظةم ( ف  جواف
 سو  نع حج احمسبحق احم وى الآدةق:

 ف  ان ةكون ثو Xعلى احمجموعق  0fاوج  احمةمق احم وى حل اح   .3مسألة 
  X  x, ,...,2,1 ,0  nixfi 

 إ ا ك ن  [2] 3( حلمسبحق  عظمى او  غفى ق وى نم قدع   لًا ) x احنم ق ن كف ان
   

   ,...,2,1  ,0

 Vx  00

nixff

xfxf

ii 







 

 :حه   احمسبحق هو من احوكلد ثع لاغفانج  ون كف ان

   xfλλ,xLL
n

i
ii




0

 

 ةث n ,...,, 10  (  دعفn,...,,   .  (ثمض فةب لاغفانج  10
 

,,...,nفإنيه ةوجي  ثواثيت  3 لًا حلمسيبحق  xإ ا ك نت احنم ق  ) مبدأ القيمة القصوى(.3نظرية  غةيف  10
 :وف  الآد احةد مق ث ةث  ف  آن وا    س حثق ولا دس وي جمةعه  اح فف

 
 ث ةث ةكون :  اودم قةً  ثمفهوم ففةوةه إ ا وج  مؤثف م   مسدمف  f) ( ةكون 

 

     
 

0
0
 


x

h
x

y
  

h

hr
    ,hrhxfhxf Λ 

    XhhxfhxL
n

i
xiix  




    , 0,'

0

'
                    1 

ض فق إحى  حك  وا 
  nixfii ,...,2,1  ,0  
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 ةعف  احوف  1  ثويف  لاغيفانج( Lagrange Condition)،   وهي  اح  حيق احمعفوفيق ث ح  حيق احنظ مةيق حمثي ا
00ةكون  ائمً  نظ مةق احاحمسبحق  وف    حق .[2] احمةمق احم وى   10ان  ان نفففوح حك نسد ةع . 

 
 :أهمية البحث وأهدافه

احهن سيييةق منهييي  ثيييم  م ّ يييق  ،فييي  احمسييي ئل احم يييوى [1] اهمةيييق احث يييث مييين كونيييه مد ثعيييق ح فاسييي ت سييي ثمقدنثيييع 
 . مع حجده  ث فةمق ج ة ة فع حق من ملال اسدم ام ا   اوك ل مث ا احمةمق احم وى

 
 النتائج والمناقشة:

او احعظمى حمم اف معةن منه  ةعدم   له  على إةج   احمةمق اح غفى  (  [2]، [1] ) هن ك مس ئل هن سةق كثةفة
د ييل  هيي   احمسييبحق ةمكيين ان. نكييون مجمييوع مفثعيي ت اضييلاعه اكثييف ميي  ةمكييمثلثييً   امييل  ائييفة ث ةييث ة  نفسييم مييثلًا كةيي

 انيه ةمثيل ا اة سيفةعق ون جعيق في  اح يل  كةي  حنيفى وحكنني  سنسيدم م هني  مثي ا حمةميق احم يوى احمي كوف ،ثبكثف من  فةميق
 اميل  ائيفة ث ةيث دكيون مجميوع  ويكل فثي ع  مثل فسم ،ف  ه ا احمج ل مس ئل مو ثهق امفىى ثم نعمم ه   احمسبحق إح

 .نمفثع ت اضلاعه اكثف م  ةمك
 

 :مسألة المثمث
 سو  نع حج احمسبحق الآدةق:

 ةمكن. كون مجموع مفثع ت اضلاعه اكثف م افسم مثلثً   امل  ائفة ث ةث ة .2مسألة
وى ح يييل هييي   احمسيييبحق نفيييفف اولًا ) و ون الإميييلال ث حعمومةيييق( ان مفكيييب فييي  سيييثةل اسيييدم ام مثييي ا احمةميييق احم ييي

ميع في  احنم يق فهي  احوا ي  وان ا ي  فؤوس احمثليث ةاح ائفة هو اح يفف ون ي  ق   1010  ,z  ثيم نفميب حلنم ديةن
21احث قةدةن احمد وحدةن ث حفمبةن  z  ,z هو إةج   احمةمق احعظمى حلمم اف . ف  ه   اح  حق ةكون احم لوب:  

2
2

2
21

2
1 11  zzzz 

z   ,z 1 ثوييف  ان ةكييون   
2

2
2

1 ةكييون احم لييوب هييو  3او ثوييكل آمييف وثميي  ةنسييجم مييع احمسييبحق.  1
 إةج   احمةمق احعظمى حل اح :

  2
2

2
21

2
1210 11  zzzzz,zf 

22على احمجموعق احمعففق   ونثوف  ان ةك:  
 

  01

01
2

2212

2
1211





zz,zf

zz,zf
 

 احوكل:حه   احمسبحق  ث حنسثق د ثع لاغفانجح وةكون 
 

  21

2

22

2

11

2

2

2

21

2

1

22110021

11                  

,,









zzzzzz

fffzzL
 

10 ةث نمثل ان ةكون  . 
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فإ ا ك نت    21 z  ,zz احم وى ك ن ث سب مث ا لاغفانج  حلمةمق احنم ق احمفو ق 1: 
   0,z,z'L z 

 211                          2 
   0,z,z'L z 

 212                    ' 2 
فإ ا وضعن  الآن:    222111 y  ,xz  ,y  ,xz   :ك ن ح اح  لاغفانج احوكل 

       

   2
2

2
22

2
1

2
11

2
1

2
2

2
21

2
21

2
1

2
1 11

yxyx      

yxyyxxyxL






 

وعن ئ  ة ثح احوف  ن  2  و ' 2 :مك فئةن حلوفو  الأفثعق الآدةق 
   022 2111  yyL'

y  ,        0122 2111  xxL'
x            3 

   022 1222  yyL'
y  ,       0122 1222  xxL'

x      ' 3 
 ن احوف ةن الإض فةةن حلمسبحق ن  ل على جملق احمع  لات الآدةق:من ه   احعلاق ت وم

,     2112 yy  ,       12 211  xx          4 
,                  1222 yy   ,   12 122  xx            '4 

11 2
2

2
2

2
1

2
1  yx          ,yx 

 نم ق احمةمق احم وى:  احد  د ممه
.                      

 221121 y,x,y,xz,z 
 ث ل جملق احمع  لات ه   نج  ان: 

2
3

2
1

2
3

2
1

2211











y  ,x        ,y  ,x 

 وث حك دكون فؤوس احمثلث احم لوب ه 

  











 













 




2
3

2
1

2
3

2
101 210   ,z   ,,z   ,,z  

 وه ا احمثلث كم  نلا ظ هو مدس وي الأضلاع. 
 

) ثملا ظق ان احوف  .3ملاحظة 3 ك حك احوف و '3 ث حوكل:  ( ةمكن ان ةكدب 
       02122 21121111  yy,xxL,L '

y
'
x  

 اي احوكل:
      012 22111 ,y,xy,x  

حلمعييي  حدةن  الاويييدم قعملةيييق  اننسيييدندج  2  و ' 2 ف جمليييق احمعييي  لات الأفثيييع الأوحيييى فييي  ةمكييين ان دمد ييي
 4و  '4  الآد إحى احوكل: 

 

  12
12

122

211




zz

zz




                                  5 

 دبد :احممد ف ف   ل احمسبحق احد   الأسلوبوسو  نسدم م ه ا 
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 يمسألة الشكل الرباع

 ثوكل مو ثه حل  حق احس ثمق ةمكن مع حجق احمسبحق الآدةق:
 كون مجموع مفثع ت اضلاعه اكثف م  ةمكن.وكلًا فث عةً   امل  ائفة ث ةث ة افسم .1مسألة

هيي   احيي ائفة هييو احوا يي  ون يي  ق فهيي  اح ييفف وان ا يي  فؤوس احوييكل احفثيي ع  ةمييع فيي   نفييفف ان ن يي  ق ييف
احنم يق   1010  ,z 321 وثمةيق احنمي   احيثلاث z  ,z  ,z  اقعيق عليى م ية  هي   احي ائفة . في  هي   اح  حيق ةكيون و

  حل اح :احم لوب هو إةج   احمةمق احعظمى 
  2

3
2

32
2

21
2

13210 11  zzzzzzz,z,zf 
222على احمجموعق احمعف     ثوف  ان ةكون 

 

 

  01

01

01

2
33213

2
23212

2
13211







zz,z,zf

zz,z,zf

zz,z,zf

 

 ه   احمسبحق احوكل: ىحإ ثع لاغفانج ث حنسثق حد ةمكن ان ةكونو 
 

 
321

2

33

2

22

2

11

2

3

2

32

2

21

2

1

3322110021

      

11   

,,











zzz

zzzzzz

ffffzzLL

 

10ان ثعيييي  احمثييييول  .   فييييإ ا ك نييييت   321 z ,z  ,zz  احم ييييوى كيييي ن  حلمةمييييق احمفويييي ق احنم ييييق
ث سب مث ا لاغفانج  1: 

  1,2,3k  ,0,z,z,z'L
kz 

 321 
لحمد يييوّ ا ىحيييإاحسييي ثمق ث حنسيييثق  الاويييدم قفيييإن عملةيييق  3حملا ظيييقوعن ئييي  وث سيييب ا  kz   1,2,3k    ديييؤ ي

)ق فن  5إحى جملق احمع  لات): 
  1 2 211  zz                       6 
  3122  2 zzz                       '6 
  1 2 233  zz                    ''6 

ثمم فنق  6  ِب ''6  ، 12آم ةن ث ح سث ن  ان
3

2
1  zz،  نج  ان: 

   31 22   
31 :وةدفق  حك مع احعلاقق 4  .  عن ئ  ومن احعلاقدةن 6 و ''6  :نفسهم  نسدندج ان 

    3111 22 zz   
31وث حد ح :  zz   او  31 zz  ف  اح  حق ه   دؤول احمع  حق . '6  :إحى احوكل 

  02 22  z  
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22 ودكييون  يي ة ق فميي  عنيي م    02) كييون z )  وث حديي ح  ثإمكيي ن
2z  ق علييى قةمييان دبميي  اي

م ة  اح ائفة واقعق ثةن 
1z  و

3z . 
كييون اكثييف ميي  ةمكيين عنيي م  ةكييون ا يي   ت اضييلاع احوييكل احفثيي ع  احيي ائفي ةفثعييمجمييوع ممميي  دميي م نسييدندج ان 

 ق في ه ا احوكل من ثمً  على ق ف اح ائفة احمفسوم  امله .
 

 النتائج والمناقشة:
مضيلع مفسيوم  فؤوس احنم   احد  دمثيل ث لإمك ن اسدم ام الأسلوب احس ثق لإةج   احوفو  احد  ةجب ان د ممه 

 فؤوسيييييهدميييييع مضيييييلعً   Pإ ا كييييي ن ث حفعيييييل   ةمكييييين. كيييييون مجميييييوع مفثعييييي ت اضيييييلاعه اكثيييييف مييييي ل  ائيييييفة  ديييييى ة امييييي
110 nz  ,...  ,z,z  1على م ة  اح ائفةz  :فبن احمسبحق دؤول إحى مع حجق احمسبحق احم وى الآدةق 

  حل اح :احمةمق احعظمى  اوج  .4مسبحق
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 ح ل ه   احمسبحق نثن  د ثع لاغفانج اح ي سةكون حه ف  ه   اح  حق احوكل:
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  لاغفانج ثم نسدم م وف  1: 
  1-n1,2,...,k  ,0,z,...,z'L nzk





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)ق فن  حلو ول إحى جملق احمع  لات 6 و '6 و  ''6  ): 
  1-n1,2,...,k    ,zzz kkkk   112  

فن  ييل ثمسيي ع ة احوييفو  الإضيي فةق   8  2علييى-n 2  ِ2مع  حييق ب-n 2  لهيي   يمجهييول واحديي  سييةؤ 
إحى إةج   نم ق احمةمق احم وى  11 


nz,...,z   حل اح 7 . 

 
 :والتوصيات تالاستنتاجا

عن آحةيق ةيدم مين ملاحهي  د  ةي  نيوع كم  ةمكن احث ث ث لإمك ن دعمةم احمس ئل احس ثمق إحى   لات هن سةق امفى 
 . فف ةق او بوجةق  nمع الاسدف  ة من مفاع ة   حدةن دكون فةهم  احمضلع اح ي ة مق اح ل الأمثل 
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