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 الممخّص  
 

فييه اييلب ب تميير  ييم اييعا تفييا ب  فيي علم هب ة عليي ا ب ابييةهعل فييه اييهبل ل تظليي  ب يي م م هب ه ييهل   ة ايي  
 طل  ب ا قطف  لبا ب اف الاا ب ث ت   هب  ه    ب اظى ب ةمه ب    ه:ب ا

X(t+1)=AX (t)+Bu(t+1) 
   X(T)= X(0)=Xo 

1|u(t)| 
 لظه: ه م ب  ه ل إ ى ا 

 . مهلل ة  م ب  م م إ ى اس ئل ب تعاج  ب اطل  -1
 .ب  م م هب ه هل  تفا بلأة ا  ب اطل  ب ا قطف إلج د سظسظ  ان ب ة  ئج ب جدلدل فه اهبل ل تظل   -2
هضي  اهبعمالي  جدليدل الجي د عليل اييدد اين ب اطيهبا هب  يه ةي ا ن تةي  ايين ةقيل ب ة ي م اين ب م  ي  ب ت دبئليي  -3

 ا جة  ب  م م. بس ة  جإ ى ب م    ب ةة ئل  ثم 
 .هض  اث ل لهضح  م  ب اهبعمال  ب س تق -4

 
 :مفتاحيةالكممات ال

rank(A)  يييي،هف   اع تيييي  ب [A,B]  ب ا يييي،هف  ب  ييييه  ضييييم ب ا يييي،هف لن A هB    ب قييييلم ب االييييمل  ظا يييي،هف 
 A     I  فةه اجاها  ب فلال ا ان هبمد هم ى ثلار (3-1)ب ا ،هف  ب هبمدل   ب ة  م  [a|b] ب ا ،هف  ب اهسف. 
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  ABSTRACT    

 

In this research many definitions and theories have been manifested regarding the 

specifications of controllability and accessibility in optimal control for discrete system of 

the type: 

X(t+1)=AX(t)+Bu(t+1) 
X(0)=Xo     ,  

|u(t)| 1 
The following results have been reached  : 

1 - Transforming    control system to the problem of linear programming. 

2- Finding a series of new results of controllability and accessibility for optimal 

control discrete system. 
3- Putting out a new algorithm to find the minimum number of steps that can enable 

us to move the state system from the primary stage into the final one. 

4- Giving an example which shows the truthfulness of the  previous  algorithm  .  
 
  

Key Words: 

 rank(A) Rank of Matrix A,[a|b] Augmented of Matrix A,  Eigen value of Matrix, I 

Identity Matrix,[A,B] matrix from matrix A and matrix B 
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فه ب سةهبا بلأالعل ان ب فقد ب ا ضه بمدبد ب ا ا م ت  ة م ب اطل  ب ا قطف   هةة   دال فه  ثلع ان ب اسي ئل 
ب   ةه هجليي  هب ل  يي دل  هالعاييي  ايين ب فظييهم بلأايييعل   هل ييهن ايين ب سيييةل دعبسيي  اييلا ب ييية م ه   ت ةيي  تد  يي  افييي د ا 

 ب م ست .بلآ ا  ت س ادبمب ،عهق ملر لا ن تعاج ة  

 عتسط الا ب ة م: ىاث   اظ ه ةل ع
 : مس ب ع لد اب عك فه ا عم ب  هفلعاث ل

ايه  u(n)ايه اقيدبع ب ، ئيدل بيةعل  ه يل ن  اه مس ب ع لد اب عك فه ا يعم ب  يهفلع ه ي  ن  X(n)ت،عا 
  :هب سمهت ا بةعل  هت     ه ل هن ب ع لد فه  ل بةع اه ب ا    ل بالدبا ااجاهع 

X(n)  ;n=0,1,2,…… 
 هب  ه  مقق ب اف د   ب ،علل :

X(n+1)=(1+ )X(n)+u(n+1) ;n=0,1,2,…. 

X(0)=X0 
X0 .اه ب ع لد ب ت دبئه  ظاب عك 

 هاة  ك اس ئل ابةهعل فه ب ة م ب اطل  ب ا قطف  ةل ع اةة :
 اسأ    ة لم ب  هبدع ب تبعل  -1

 ةعت ئل اسأ   إلج د ب مل بلأاثل  ظط ل  ب   -2

 تامط  بلألا ع ب  ة ال   لا  ق ءاسأ   إعس ل ب اعب ب ب ،ض ئل     -3

 
 :أىمية البحث وأىدافو

 أ ه عاال  ب تمر فه ب م هل اظى اف للع  ق تظل  ب  م م هب ه يهل  ظية م ب اطلي  ب ا قطفي  هب  يه ةم ي ج إ لةي  
 لا ن افعف  ب ة  ئج ب اجدل .    هتدهن الا ب اف للع   ظه هل عم    ظ م م عه ل تلاا   افعف  إلب   ن ب ة  م ل تلاا دها  

 
 : هموادو  البحثطرائق 

علييل اييدد ايين هضييفا تفييا بلأاثظيي  ب  طتلقليي  ا ةيي ع  ييم  ب افيي للع ب اهضييها  ه ييل ك  ييم هضيي  اهبعماليي  الجيي د 
 ب اطهبا   ه ل هن ب ة  م ل تل  ظه هل .

 
 :الثابتةملات قابمية التحكم لمنظم الخطية المتقطعة ذات المعا

 الرياضي: النموذج
  ل ن ب ة  م افطى ت  ب ل ب    ه:     

(1)    X(t+1)=AX(t)+Bu(t+1)                        
(2)    X(0)=X0    X(T)=XT 

 

  tا جة  ب م     ظة  م فه ب ظم    X(t) ةساه :
u(t)    ب  م م ا جة 

  X0 ه  XT ب م    ب ت دبئل  هب ةة ئل   ظة  م 
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T={0,1,2,……………} 
A هB  اظى ب  ع لب  عتف داا ا ،هف  نnxn  هnxm 

 عن ة  ب : ةس طل  (2)ه  (1)ان  det A  ت،عا 
X(1)=AX(0)+Bu(1)=AX0+Bu(1)  

X(2)=AX(1)+Bu(2)=A[AX0+Bu(1)] +Bu(2) 
=A2X0+ABu(1) +Bu(2) 

X(3)=AX(2)+Bu(3)=A[A2X0+ABu(1) +Bu(2)]+Bu(3) 
=A3X0+A2Bu(1)+ABu(2)+Bu(3)           
                                          ……… 

……….                                                    
u(T-1)+Bu(T) 

 
 'u(t)=(u(1),u(2),………….u(T))ملر 

  (4  )                    
 ل تل  ظ م م هل ك إلب  ا ة  ان إلج د ا جة  ب  م م 1)-(2ن ب ة  م إةقهل  :1عريفت

  {u(1),u(2),….. …..u(T)}    تملر لا ةة  ةقل ب ة  م ان ب م    ب ت دبئلX0   إ ى ب م    ب ةة ئلXT=0 
 اظى ب ةمه ب    ه: (4)فه الا ب م       ب ب اف د   

(5 )      
 لا ةة     ت  ب اف د   ب س تق  اظى ب ب ل ب    ه:

                         (6) 
  j=1,2,……mه  i=1,2,……nملر  R(i)عاادل ب ا ،هف    ةفةه ب 

       AX=Bإلب   ن  دلة  جاظ  ب اف د ا ب اطل : :1نظرية 
 فإةة  ةقهل: nx(n+1)ه  nx1ه  nxnاظى ب  ع لب   دامعتف ] [A|Bه  Bه   Aملر ب ا ،هف ا 

  rank[A|B]=n( فإن A)ع ت  ب ا ،هف   rank(A)=nإلب   ةا 
 البرىان:
 rank(A)=min(n,m)لأن  n فإن  rank(A)=nت،عا 

 هالب لفةه عن :  هت     ه فإن 
Rank[A|B]=min(n,m+1)=n 

       AX=Bجاظ  ب اف د ا ب اطل : إلب   ن  دلة  :2نظرية 
ايدد ب اج اليل  nر ليم nx(n+1)ه  nx1ه  nxnاظى ب  ع ليب  عتف دام ] [A|Bه  Bه   Aملر ب ا ،هف ا 

 ل هن  دلة :
 rank(A)< rank[A|B] لهجد  ظجاظ  مل إلب   ن: -1

 rank(A)=rank[A|B]لهجد مل هملد  ظجاظ  إلب   ن : -2

  rank(A)=rank[A|B]<n مظهل إلب   ن:لهجد  ظجاظ  ادد الع اة ه ان ب  -3

 [1]مبرىان: انظر ل
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عاايدل   ظ م م اه عن ةجد تيلن ب ا جةي ا  ل تلاا  1)-(2ب بعط ب لامم هب   فه م ى ل هن ب ة  م  :3نظرية 
 ا جة  اس قظ  اطل  عه R(i)   nب ا ،هف  

 
 : البرىان

 ت،عا    :لزوم الشرط
 اظى ب ةمه ب    ه:  (4)هت     ه    ب ب اف د    'U=(u(1),u(2),………….u(T))ه

                       (7) 

 (7)هب  ه  مقق ب اف د     U ظ م م فإةه لا ن إلج د ب ا جة   ل تلاا (2-1)إلب   ن ب ة  م 
   عي عن:

 كفاية الشرط:
همسييييب  (1)با ايييي دب اظييييى ب ة عليييي   فييييإن إلب  يييي ن :

    تملير ةي ا ن اين ةقيل ب ة ي م اين ب م  ي   Uةيه لهجيد ا جةي  ب ي م م عإي  (7)فإةيه لهجيد ميل  ظة ي م  (2)ب ة عل  
    إ ى ب م    
  ل ن ب ة  م افطى  ا  لظه::1مثال     

(t+1) 
  

(t+1) 

 
 : ال ب ة  م ل تل  ظ م م عم   المطموب

 الحل:

 : Aفل هن اف هس ب ا ،هف      =B  ه       =A          دلة :

 

 

 
 

 

 
 

  R(1)=

      

       



 اثا ن                                                                   اف للع  ظ م م هب ه هل فه ب ة م ب اطل  ب ا قطف 
 

 01 

    R(2)= 

   

  

 
   هن اظى ب ب ل ب    ه:   j=1,2ه   i=1,2,3ملر هت     ه فإن: 

 
 
 

  عن ب اع ت  ب ث ةل  فه جال  ب ا جة ا  س هي ب  ،ع  ل ك  لا ن با ل ع عي ثلاث  اين ب ا جةي ا تملير ةلام
 ن ب ة  م الع ل تل  ظ م م .إف هت     ه فه ب ،ض ء  ب ل ل ادل)عس س( 

  ل ن ب ة  م افطى  ا  لظه::2 مثال
(t+1) 

 
(t+1) 

 
 : ال ب ة  م ل تل  ظ م م عم   المطموب

 الحل:

 : Aفل هن اف هس ب ا ،هف    =B   ه                   =A دلة : 

 

 

 

     

 
   :عي عن 

 

                   
           R(1)=  

 

  عي عن:
اظييى ل ادل)عسيي س( فييه  ا بلأعتيي  ب سيي تق لأةييه لا ةةيي  ب م ييهل ايين ب ا جةيي   R(3) ييلس ايين ب ضييعهعي مسيي ب 

 ة ا:هب اؤ ،  ان ب ا ج ب ،ض ء 
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 لا ن ب  مقق تسةه   عن ب ا جة ا ب س تق  اس قظ  اطل  هالب لفةه عن ب ة  م ل تل  ظ م م.
 :اه عن ل مقق  (3) ظ م م ا  هجهد ب بعط  ل تلاا  1)-(2ب بعط ب لامم هب   فه م ى ل هن ب ة  م :4نظرية 

 Rnل ادل فه  j=1,2,……mه  i=1,2,……Tملر ب ا جة ا:      -1

    مقق ب فلال : Aب قلم ب لب ل   ظا ،هف   -2

  [4]البرىان: إنظر 
ا جةيي  ب يي م م اؤ ،يي  ايين اع تيي  هبمييدل  عن  ييهن لبا اييدال هبمييد تافةييى  بلأة ايي الام يي : اة  ييك ب فدلييد ايين 

 ل تل  ظ م م إلب  مقق ا لظه: (3-1)ن ب ة  مإاةدئل ةقهل  nx1عتف دا   bاهد هبمد اؤ ،  ان ا Bهب ا ،هف  
1-     

2-    

(  ل يييييييييتح 2فإةةييييييييي  ة ليييييييييع ب بيييييييييعط )  ا اييييييييي  عي   ا عاييييييييي  إلب ععدةييييييييي  عن ل يييييييييهن ب ييييييييي م م اهجتييييييييي
       ه:

 [2]عة ع
 ه:: ل ن ب ة  م افطى  ا  لظ3 مثال

(t+1) 
 

(t+1) 
 

 ا  هجهد ب بعط ب    ه اظى ا جة  ب  م م :
 : ال ب ة  م ل تل  ظ م م عم  :مطموبال

  ( عةه لا ن إلج د ل ادل فه ب ،ض ء 2 قد تعاة  فه ب اث ل ) الحل :
 ه:ه ةتعان ب بعط ب ث ة

 د:   :فةج A ظا ،هف   ب االملةمسب ب قلم 
 هت     ه فإن ب ة  م ل تل  ظ م م .  عي عن 

 
 :قابمية الوصول

إلب  ا ةييييييييييييييييييي  اييييييييييييييييييين إلجييييييييييييييييييي د ا جةييييييييييييييييييي  ل تيييييييييييييييييييل  ظه يييييييييييييييييييهل  (3-1)ن ب ة ييييييييييييييييييي م إم: ةقيييييييييييييييييييهل لييييييييييييييييييي فع    
إ ييى ب م  يي     ب ت دبئليي  ب ة يي م ايين ب م  يي  تمليير ةيي ا ن ايين ةقييل U={u(1),u(2),…………u(T)}ب يي م م:

 
 ج الرياضي لمنظام:ذالنمو 

 ف  تح اظى ب ب ل ب    ه:ةفطه (4)ب اف د    فه
    

 ه '(u(T),u(t-1),………..u(1))= (    ت،عا
 

 اظى ب ةمه ب    ه: (3-1)عن ة  ب ب ة  م  ةس طل  



 اثا ن                                                                   اف للع  ظ م م هب ه هل فه ب ة م ب اطل  ب ا قطف 
 

 01 

   (8) 

    (9) 
 : Hautosنظرية 

  PU=fةييه لهجييد  ظة ييي م :إاةدئييل ةقيييهل  nxmه   nxnعتف دااييي  اظييى ب  ع لييب  Bه  Aإلب  يي ن  ييدلة  ا يي،هف  ن 
  ملر  مل  

 nx(mT)ا ،هف  عتف دا  
 اع ت   nبتا اؤ م ان ااهد ب ثه  f اع ت  ه   nا جة   مهي  Uه 

 هل ك إلب  مقق ب بعط ب    ه:
 

 : Aاه ب قلم ب االمل  ظا ،هف   ملر 
 [3]لمبرىان إنظر

 :ن ن ب    ل  ظه هل اه عن ل مقق ب بعط ل تلاا (3-1)ب بعط ب لامم هب   فه م ى ل هن ب ة  م  :نتيجة
 هبمدل اه ب ا ،هف  ب  Iملر     -1

2-  
 (2)ه(1)ل تظل  ب ه هل فه ب اث  لن ب س تقلن  بدعس:4مثال 

   ايه: Aةلامي  عن ب قيلم ب االيمل  ظا ي،هف   =B    ه     =A         ت  ةست   ظاث ل بلأهل: يدلة  

 هت     ه فإن : 
 

                                

 

                         

 
 . ظه هلهالب لفةه عن ب ة  م الع ل تل  n=3تلةا   ان ب هبضح عن 

 اه:  Aفإن ب قلم ب االمل ل  2عا  ت  ةست   ظاث ل 
 

  فإن  ان عجل 

 
ا ب ا يي،هف  ةضيي  ب سييطع ب ث  يير ا يي ن ب سييطع بلأهل ف  ييتح ب ا يي،هف  اظييى ب ةمييه إلجيي د ع تيي  اييل عجييلهايين 

 ب    ه:
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ل هن  دلة :
  

     ةلام  عن : ه ل ك ان عجل

 
 

 

 

 

 

 
 

 :هت     ه فإن ب بعطلنان ب هبضح عن :
  ظه هل  ة  م ل تل هب ا مقق ن (2)ه (1) 

 
 :إيجاد الحل الأمثل لمنظام

 ةساه ب اجاها  : (9)ه (8)ب اف د  لن  ت س ادبم:1 فعلم 
 اجاها  ب ه هل        

م اييين ب م  ييي   ة يييهب  يييه  ا ةةييي  اييين ةقيييل ب    اثيييل عليييل ايييدد اييين ب اطيييهبا   ت،يييعا :2تعريفففف 
ب ييييييييييييييي م م بلأاثيييييييييييييييل  ظة ييييييييييييييي م  فيييييييييييييييإن    X(T)إ يييييييييييييييى ب م  ييييييييييييييي  ب ةة ئلييييييييييييييي   X(0)=0ب ت دبئلييييييييييييييي  

  اه:
اييييييييييه عن ل مقييييييييييق ب بييييييييييعط ب  يييييييييي  ه:  ب بييييييييييعط ب ييييييييييلامم هب  يييييييييي فه م ييييييييييى ل ييييييييييهن :5نظريففففففففففة

 
 اةدا  ل هن  ظة  م  : ت،عا  مهم ب بعط
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  ملا عي عن 
مييييييييييلا عي عن  فييييييييييإن  ظة يييييييييي م : ت،ييييييييييعا عن: ، ليييييييييي  ب بييييييييييعط

  
 

 ل النظام إلى مسائل البرمجة الخطية:يتحو 
 'W=(w(T),w(T-1),……..w(2),w(1)): ة لنجتإدا ل ا 

   'V=(v(T),v(T-1),………v(2),v(1))                    ه 
  u(t)=v(t)-w(t)   ;t=T,T-1,……….2,1  يكون  بحيث

|u(t)|=v(t) + w(t) ;t=T-1,T-2,……….2,1            
  

  [4]بة ع
 اظى ب ةمه ب    ه: (9)ه(8)هت     ه لا ةة     ت  ب فلال ا 

 
 

 (10)              عه اظى ب ةمه ب    ه:
 
                               (11  ) 

    ملر            
 ا  فئ   ظاسأ   ب    ل : (11-10)هلا ةة  ب تعا ن عن ب اسأ   

                         (12) 
 

     (13) 
 ظاسييأ    مييلا ن إلب  يي ن مييل ب اسييأ   بلأه ييى    ا   فئ ييعةةايي (13-12)ه (11-10)ب اسييأ  لنب تعايي ن: ةقييهل ايين 

عه  ن إسيييأ   بلأه يييى فيييإلب  يييم ل ييين ميييلا  ظاسيييأ   ب ث ةلييي  فيييميييل  ظا {V,W}ب ث ةلييي  هب ف يييس  يييملح   ت،يييعا 
 ظاسييأ   مييل  عي عنب تعايي ن  ب ث ةليي  هتسييةه   لا يين  ظاسييأ  هت   يي  ه فةييه مييل  (11) اةيي لا  ظفلاليي هاييلب  

 بلأه ى.  ظاسأ  ب ث ةل  اه مل 
 ض ف  دب   ب ةدم.إلا ن جفظة  اسأ   ان اس ئل ب تعاج  ب اطل  هل ك ت (13-12)ةلام  عن ب فلال ا 

 y2 ظاف د يي  بلأه ييى ه  y1 ييل ك لا ةةي  عن ةضييلم اج الييل ب ييطة ال    ل ضييان ا ت لةيي ا (12) ب ة يي م عن تاي 
 : ظاف د   ب ث ةل  ها لب هت،عا
(y1,y2,……….yn)'  Y=  تب ل تعة اج اطه فله دب   ب ةدم (13-12) ب فلال ا ة  ب: 

 
Z=y1+y2+y3+………+yn------min   (14)               

 ا  هجهد ب بعهط:
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ب  طة ال ب اج الل  انب مل  اظهاةدا  ل ةلب ب تعة اج  هةم ل اظى ب مل بلأاثل   
 

 :حكم الأمثلتال متجية ثم استنتاج خوارزمية لإيجاد 
فييييييييإلب  يييييييي ن امققيييييييي  ل ييييييييهن  ثييييييييم ة أ ييييييييد إلب  يييييييي ن =1Tةفطييييييييه  -1خطففففففففوة 

 7 ب اطهل اه ب مل بلأاثل ثم ةلاب إ ى 

 T=2ةفطه :2خطوة 
  ة هن ب ا ،هف  :  3خطوة 

  14)-(16اتظ س  ظاسأ  لة هن اهبعمال  س :4طوة خ
اين ب اج اليل ب  يطة ال  فيإلب  ا ةي  اين إايعبج جالي  ب اج اليل ب  يطة ال    ا اؤ ،ي  ا عه لي ةدال ملاا  :5خطوة 

 7ةة  بس ة  ج ب مل بلأاثل ثم ةلاب إ ى ب اطهل  اه علل ادد ان ب اطهبا هت     ه لا ان ب مل   هن 
 3ب اطهل  إ ىثم ةلاب  T=T+1عي  1 مبلدب تاقدبع  Tةفطه  :6خطوة 
 ب ةة ل  :7خطوة 
  ل ن ب ة  م افطى  ا  لظه: مثال:

 
(t+1) 

 
   

1 |u(t)| 
 :المطموب

  ظه هل  ال ب ة  م ل تل -1

 ان ةقل ب ة  م ان ب م    ب ت دبئل  ب ى ب م    ب ةة ئل  ا ةة   هب  هعلل ادد ب اطهبا  الن  -2

 بس ة ج ا جة  ب  م م بلأاثل  ظة  م هب اس عبا ب اهبفق   ة  -3

 الحل:
 الطمب الأول:
  ه       دلة  :    

 
   هن هت     ه ان عجل  اه: Aةلام  عن ب قلم ب ظالمل  ظا ،هف  
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  هت     ه فإن 
  ظه هل   م ل تلةإلن ب  هتا  عن :

  الطمب الثاني:
 ةطتق ب اهبعمال  ب س تق :

 :هة مقق ان ب فلال   T=1ةفطه  :1خطوة 
 

 تلةا  rank B=1هان ب سةل عن ةجد عن       
 2هت     ه ب بعط الع امقق فةة قل إ ى ب اطهل  

  T=2ةفطه  :2خطوة 
  ةب ل ب ا ،هف    :3خطوة 

 
    فل هن    دلة : 
 اهبعمال  سلاتظ س ا  إدا ل ب اج الل ب  طة ال : جدهل ة هن :4خطوة 

 
     

 
                   

 [5]  هت طتلق طعلق  سلاتظ س ملر ب اج الل امدهدل ان بلأاظى عة ع
اين عجيل ل ييك  y(2)ا يي ن  v(2)سيي  ت   قي  فيه ب فايهد بلأهل  ييل ك ةمي هل  إا  ةلي  إداي ل  للاي ع تيع  عنةلامي  

 a ل ك ةا  ع ب م     b=min{4/1]=4ه    a=h=1ةهجد:
 إ ييى ب ت دبئليي    ييظح  ةقييل ب ة يي م ايين ب م  يي   T=3اييلب لفةييه عن فييه ب مييل ه  y2فييه اييلا ب م  يي  لتقييى ب ا  لييع 

 ب م    ب ةة ئل 
  3ب اطهل  إ ىثم ةفهد  T=3ف  تح  1 مبلد تاقدبع  Tةفطه  :5خطوة 

 تفد ل ك ةس ة ج ا جة  ب  م م:  ها لب ةس اع ت  مل ةجد عن 
U={-0.33,0,0,0,0,0,0.33,1,1,1,1}     ب اهبفق :ه  هن ا جة  ب م  

 
 

 
 
 

 والتوصيات: الاستنتاجات 
 قييد  ييم إلجيي د ب مييل بلأاثييل  ظة يي م ايي  هجييهد بييعهط اظييى ا جةيي  ب يي م م هلا ةةيي  اسيي قتلا عن ةتميير ايين افيي للع 

  ق تظل  ب  م م هب ه هل فه م ل هجهد بعهط اظى ا جة  ب  م م ها جة  ب م    اف .
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لأاثييل ها  يي  اةييدا    ييهن ب ا يي،هف ا ب دباظيي  فييه ب ة يي م لبا اة  ييك  ييفهت  ت   يي  فييه إلجيي د ب مييل ب ايي  عن 
 لج د ب مل بلأاثل  ظة  م .إاهبعمال  لاثل  م سهته   عتف د  تلعل  ل ك ل،ضل هض  تعة اج  
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