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 الممخّص  

           
 Brouwer’s Fixed Point  ـــ  انتدبتـــنقنــ ر    بـررر  ـدً نمبرهنــتعميمـمبرهنـــ  اـدردر نقنـــــ  انتدبتــ  عد ـــت 

Theorem   ج وــل مئمرأــ  ئاليــ  ريــر  دنيــ  مترا ــ  Enمــن  convexرمحدبــ   compactانتــت تــنى أقــ  أنم

 ، )حيـثfixed point propertyتتمتع ب د   اننــ  انتدبتـ  
nn RE  أرnn CE ، R  مئمرأـ  اعأـداد

تبــدت  ــح(. ر أــدد  ــحيج مرئــب nمئمرأــ  اعأــداد انعـديــ  رCانحـيـيــ ، ر يعتمــد تدبتــ    مبرهنــ  اــدردر نقنــــ  انا 
لــ  [5]مــن  61ان ــفح   انظــر مــت ً  آنفــ  انــ ور، ر  أقــ  مبرهنــ  بــررر   ــدً آ ــر ن ــد يعتمــد أقــ  ترـ . ومــد أنه هنــدك إتبدت

. ســنتبت  ــحت د درن اســت دام مبرهنــ  بــرررر نقنــــ  انتدبتــ ، [2]، انظــرSperner’s Lemmaســبيرنر  )تم يديــ (
ل    . fixed point -  تدبت اننــ  ان -  متعقـ  بـر نك اأتمدداً أق  ترـ
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  ABSTRACT    

 

 

Schauder’s Fixed Point Theorem is considered to be one of the most prominent and 

well-known theorem in Fixed Point Theory, since it is used in Economy, Game Theory, 

and Deferential Equations. It was proved by the Polish mathematician Juliusz Schauder in 

1930. It is a generalization of Brouwer’s Fixed Point Theorem; and its proof depends on 

Brouwer’s Fixed Point Theorem; see, for example, [5]. It has also another proof using 

Sperner’s Lemma; see [2]. We will prove it without using Brouwer’s Fixed Point Theorem; 

our proof will depend on a lemma about  - fixed point. 
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رانتـت تعـد ، 9398مبرهنته انا يرة حرل اننــ  انتدبتـ  سـن   (L.E.J. Brouwer)قدمم انريدضت ان رنندي برررر 
 existenceمبـددئ انرئـرد مـن انمبرهنـدت انتـت تتبـرأ مرقعـدً متميـااً بــت اعدبيـدت انريدضـي . رينبـع  نـك مـن ورن ـد أحــد 

principle مـن انتـبيــدت بـت مئـدل انتحقيـل، ربـت مئـدل اوقت ـدد رريـر  نـك مـن  بت انريدضيدت. ومد أنم ن د انعديـد
بتعمــيم هــ م انمبرهنــ  رقــدمم مبرهنتــه  Juliusz Schauderقــدم انريدضــت انبرنــرنت اــدردر  9393انمئــدوت. ربــت ســن  
 .Schauder’s Fixed Point Theoremحرل اننــ  انتدبت  

   

  أىمية البحث وأىدافو:
 Fixed Point بـت نظريـ  اننـــ  انتدبتـ   ـرانمعرربـ  ـدت ان دمــمـن انمبرهنـ  ـ  انتدبتــنقنـــ   اـدردرـد مبرهنــتعـ

Theory. اعنعـدب(  رنظريـ  انمبـدراة ،اسـت دام د بـت مئـدل اوقت ـدد رتنبـع أهميت ـد مـن(Theory Game ،  ربـت
انمئدوت. رسنعمل الآن أق  ربت ريرهد من ، Deferential Equations مسدلل رئرد حقرل انمعددوت انتفدضقي 

  إتبدت  حت د درن اوأتمدد أق  مبرهن  برررر نقنــ  انتدبت .
 . [3]أربت  [5]دريف انمست دم  بت ه ا انبحث نئدهد بت ـانتع مـمعظده من الإادرة إن  أنه ـوبدء ـبت انب

 
 ومواده: طريقة البحث
 تعاريف:

ــــــــتون    - ــــــــيون Xن ــــــــ . رن ــــــــر  دني مئمرأــــــــ  مــــــــد ري :f  ) ــــــــ ــــــــرل  functionتدبعــــــــدً )دان مــــــــد. نـ
إ ا وـدن  fنقتدبع  fixed Pointنــ  تدبت  منxإن  xxf   أي إ ا ودنـت  ـررت د ربـق انتـدبع هـت اننـــ ،

  ات د.
إ ا وــدن نوــل تــدبع مســتمر ـــ  انتدبتــ  ـإنــه يتمتــع ب د ــ  انن X  metric spaceنــرل أــن انفضــدء انمتــري  -

continuous function  منX   إنX .نــ  تدبت  راحدة أق  اعقل 
وـل نـدـ ـد ه م انمئمرأـ  إ ا ودنت تحري  closedإن د مغقـ   X  نـرل أن مئمرأ  ئالي  من بضدء متري -
 ة إ ا ودنـــت وــل وـــر  Xمــن  Aئاليـــ  إن ـــد نــــ  حديـــ  نمئمرأــ   x. رنـــرل أـــن نــــ  limit pointsانحديــ  
 .xم تقف  أن Aتحري نــ  راحدة أق  اعقل من  xمرواهد  open sphereمفترح  
  بيـــه تحـــري مترانيـــ  ئاليـــ  متـدربـــ   sequenceرنــــرل أـــن بضـــدء متـــري إنـــه متـــراى إ ا ودنـــت وـــل مترانيـــ   -

convergent subsequence إن  أن رٍ مد من ه ا انفضدء.  
معـرمف أقيـه  linear space (vector)هـر بضـدء  ــت )مت ئـت(  X    normed spaceانفضـدء انمـنظم  -
، رانمســـــدراة normنظـــــيم   yxy,xd  مـــــن أئـــــل وـــــل ،x  رy  مـــــنX  ـــــ مســـــدب  )متـــــرك  X، تعـــــرمف أق

metric)، راننظـيم تـدبع ي  ـى نوـل أن ـر  أر انمرنـدة منـه. .اتـ  مـن اننظـيم تسم  انمسدب  انمx  مـن انفضـدء
 ج Xمن  yر  xيتحـق من أئل ول  بحيث xان ـت أدداً حـيـيدً 

 
(1) 0x0x&0x   

R,xx   (2) 
(3) yxyx   
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إ ا  net   -اـبو  -إن ـد  Xمـن  A. نــرل أـن مئمرأـ  ئاليـ  >  0ر بضـدء متـري Xننفـر  أن  -
 روـدنمنت ي ،  Aودنت  ;aBX

Aa
  حيـث ;aB انوـرة انمفترحـ  انتـت مرواهـدa رن ـف قـرهـد  

ـــــــري  ـــــــرل أـــــــن انفضـــــــدء انمت  اـــــــبو  مـــــــن - إ ا وـــــــدن نـــــــه  totally boundedإنـــــــه محـــــــدرد وقيـــــــدً  X. رنـ
  .> 0أئل ول   

، A إنـ  yر x أي نــتـين مـدءنتاإن د محدب  إ ا اقتض   X  ـتمن بضدء  A نـرل أن مئمرأ  ئالي  -
                   إن  انتمدء أي أن ر من أند ر انمئمرأ  الآتي ج 

  10,y1xz:XzM  
 .Aإن        

 رهــ Xت  ـــانفضـدء ان مــن A ئاليــ نمئمرأـ   convex envelopeأر  convex hullانمغقـف انمحــدب  -
 . conv Aيُرما نقمغقف انمحدب بدنرما  .Aتحري  Xأ غر مئمرأ  محدب  بت 

بضدء متري. نــرل أـن انئمدأـ   Xننفر  أن  - 
Iii

G


 coverإن ـد تاـول تغـيـ   Xمـن مئمرأـ  أئـااء  
 ، أي إ ا ودنGi من اعقل تنتمت نراحدة أق  Xإ ا ودنت ول نــ  من  Xنقمئمرأ  

iIi
GU


 . 

EF:f، رنيون Xمئمرأتين ئاليتين من  Fر  Eي، رنتون ر بضدء مت (X, d)ننفر  أنه  -   ًنــ تدبعـدF 
إ ا ودن  f دبعتدبت  نقت -نــ  xأدداً مرئبدً. نـرل إنه  ، ر Eبت   )x(f,xd. 

بضــدء  ـــت ر  Xننفــر  أنم  -
1

x ،........ ،
n

x  مــنX ر ،
1

 ،....... ،
n

   أأــداد حـيـيــ  ريــر ســدنب

1تحـــق 
n

1i
i




  ؛ يســـم  اناـــعد



n

1i
ii

x دً محـــدمب دً ترويبــ convex combination نقعند ـــر
1

x،..... ،
n

x .

 ربت ه م انحدن  يمون انتعبير أن انمغقف انمحدب ومد يقتج









 


n

1i
iii

n

1i
ii

1,0,Ax,xz:AzAconv  

لـ  نئـد نسـ   معدمنـ  من ـد بت انبدء سنم د لإتبدت  ح  مبرهن  ا         دردر نقنــ  انتدبت  بإتبـدت  ـح  ترـ
 .[4]أر بت  [1]بت 

 
 :النتائج والمناقشة

 توطئة:
مغقــــ .  Fمترا ـــ ، ر E، حيـــث Xمئمرأتـــدن ئاليتـــدن مـــن  E ر Fبضـــدء متـــري، رأن  (X, d)ننفـــر  أن 

EF:f  رننفر  أن  مستمر، رنه نــ   دبعت- 0 تدبت  من أئل ول  <، دبعإن نقتب f . نــ  تدبت 
 البرىان:

  نـــ    xnنفـر  أن انمغـديرة نق ـفر(  Natural Numbers)مئمرأ  اعأداد انـبيعيـ   Nمن  nمن أئل ول 

n

، أي أنج f دبعتدبت  نقت -1
n

1 (( >f(xn (xn,  d(  رمنه بإنند نح ل أق  انمتراني .xn من ) نــدـF رمـن تـمه بـإنه .

{ مترا ــ . رنــتون هــ م انمترانيــ  انئاليــ  Eتحــري مترانيــ  ئاليــ  متـدربــ  عن  Eمــن  {f(xn)}انمترانيــ   )x(f
kn  { ،

y)x(fحيث 
kn  . ًمت 
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  نئد أنج triangle inequalityرمن مترائح  انمتقث 
)y),x(f(d))x(f,x(d)y,x(d

kkkk nnnn  

ربمد أنج       0→y,xfdو
n

1
<xf,xd

kkk n

k

nn .ربق مد برضند 

y),(x d→0إ ن  
kn أي أن ،y→x

kn. 
مستمر، بإنج  fربمد أن    yf→xf

knج . رمن رحداني  ن دي  انمتراني  بـت انفضـدء انمتـري نئـد أنf(y) = y .
)ن دي  انمتراني   yمغقـ ، بإن  Fربمد أن  

knx مـن )F بـإن  مـن تـمه ، رf(y) دبعأي أنـه يرئـد نقتـ ،مرئـردة f   نـــ  تدبتـ
y. 

 
 مبرىنة:
مئمرأــ  ، يرئــد >  0 . بإنــه مــن أئــل وــلEمــن  مئمرأــ  ئاليــ  مترا ــ  C، رنــتون بضــدء منظمــدً  Eنــيون 

FConvC:f، حيــث  fمســتمر دبع، رتــCمــن  Fئاليــ  منت يــ   ),FConvنقمئمرأــ   انمحــدب فانمغقهــ هــرF) ،
بحيث إن  )x(fxمن أئل ولx  منC. 
 

 الإثبات:
بحيــث إن  Cمــن  Fنــ نك يرئــد مئمرأــ  ئاليــ  منت يــ   مترا ــ ، بإن ــد محــدردة وقيــدً،مئمرأــ   Cنظــراً إنــ  أنه 
( ){ }Fυ:ε;υΒ ننضــع  Fبــت  υ نــــ  . مــن أئــل وــلC تغـــت ∋     u,0maxu رمــن .

)مسـتمر، ر  دبعت υςتمه بإنه  ) ( )ε;υΒu0uςυ )، نـديند C بـت  uنـــ  رمنـه مـن أئـل وـل   .<⇔∋ ) 0uςυ مـن  <
 .Fبت  υأئل نــ  راحدة أق  اعقل 

C، بـــت   uننضـــع الآن، مـــن أئـــل 

  

 ∑

∑

∈

∈

Fw

w

F

u

.u

uf








  در ر اـــدر ت)مـــؤSchauder operator انظـــر( )

EC:f. رأنه Eمرئرد بـت  f(u). رمن تمه بإنه [5]من  41ان فح  ب ـر  υςمسـتمر، نظراًإنـ  أنه أيـدً وـدن  دبعتـ →
 انـيم. ترويببت  (مستمر، رأنند نست دم أمقيدت انفضدء اناعدأت )انمتئ ت

. نظراً إن  أنه  conv F ينتمت إن  f(u)و نك بإنه  
 

 





w

wF u

u
uf







 . 

رنون 
( )

( )

( )

( )
1

uς

uς
0و،

uς

uς

υ

w

w

υ

w

w

υ
=≥ ∑

∑∑
 .υمن أئل ول  

) ن نك بإن ) Fconvuf. ∈ 
)انتـــت تحـــق  υترويـــب محــدب بـــت انعند ــر  f(u)وــ نك بــإنم  ) 0uς، υ )نـــه مــن أئـــل إأي  < )ε;υΒu∈ .

رنون    ;u  إنم محدب ، رمنه بمئمرأ    ;f u∈u  ًّبإن. رمن تم   ufu. إتبدته رهر انمـقرب. 
 مبرىنة )شاودر(:
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:DD، روــدن Eمئمرأــ  ئاليــ  ريــر  دنيــ  رمغقـــ  رمحدبــ  مــن  Dبضــدءً منظمــدً، ر  Eإ ا وــدن  دً دبعــت
مستمراً بحيث إنم   DCD   مئمرأ  مترا   من أئلCدبع، بإنم نقت .نــ  تدبت  راحدة أق  اعقل 

 
 الإثبات:

نـــ  تدبتـ   دبعرأنـدهد يوـرن ن ـ ا انتـ، > 0أـدد حـيــت تدبتـ ، مـن أئـل أي  -نـــ    دبعنقتـسنتبت أنه 
 ة أق  اعقل. راحد

مســـتمر  دبعتــــر ، Cمـــن  Fمـــن انمبرهنـــ  انســــدبـ  يرئـــد مئمرأـــ  ئاليــــ  منت يـــ  FconvC:f ،  بحيــــث
    xxf  من أئل ول x بتC. 

منت يــ . رمــن تــمه بــإن Fد ــ  اننــــ  انتدبتــ ، نظــراً إنــ  أنه تتمتــع ب  Fconvانمئمرأــ  أنه رمــن انمعــررف 
انمســـــــــــــتمر  دبعانتـــــــــــــ 

 FconvFconv:f Fconv   مـ ـــــــــــــرر(restriction دبعانتـــــــــــــ  f   أقـــــــــــــ

Fconv، ًنـــــه نـــــــ  تدبتـــــ ، رنـــــتون، مـــــت ) رمنـــــه .    f بحيـــــث إن ،     أي .
  هت نــ  أن

 - دبعتدبت  نقت .رهر انمـقرب إتبدته . 
 

 الاستنتاجات:
ل  حرل اننــ  رهو ا نورن قد أتبتند  ح  مبرهن  ادردر نقنــ  انتدبت  اأتمدداً أ  تدبت . -ق  ترـ
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