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 الممخّص  

 
Cتم في هذا البحث استخدام كثيرات حدود شرائحية من الدرجةة السةعب ة فةي الء ةع   

لصةيعةة طرائةع ددديةة  3
، وأي ةةع لحةةم مسةةقلة القيمةةة [1,2,3,4]القةةيم الحديةةة فةةي الم ةةعدضت التءع ةةمية الخطيةةة مةةن المرتبةةة الثعلثةةة لحةةم مسةةعئم 

. ت تمةةةةةةةد الطرائةةةةةةةع دمةةةةةةة  أربةةةةةةة   قةةةةةةةعط مجم ةةةةةةةة        [5,6,7,8,9,10]الحديةةةةةةةة المت ةةةةةةةددة الحةةةةةةةعضت مةةةةةةةن المرتبةةةةةةةة الثعلثةةةةةةةة 
htxx jiji t   11( j=1,2,3,4),   فةةةي كةةةم مجةةةعم جزئةةةي],[ 1 ii xx  حيةةةث ،ihaxi  ،(i=1,2,...n) ،
nabh /)(  ،ax 0 ،bxn  ،10 321  ttt  14و t  تبةةةةةةين الدراسةةةةةةة أن الطرائةةةةةةع المقدمةةةةةةة .

,,[1,0]متقعربة ومرتبة التقعرب هي السعب ة دمة  اقلةم مامةع تكةن  د دمع تطبع لحم مثم هذه المسعئم تكون 321 ttt 
321و ttt  أجةةم مةةن فةةي المسةةتوي ال قةةدي . تشةةكم الطرائةةع المدروسةةة م ةةعطع ةيةةر محةةدودة مةةن اضسةةتقرار المطمةةع

321ب ض القيم لة  ,, ttt  1,51.0]في المجعم[. 
أجري ةةع ب ةةض تجةةعرب المحعكةةعة ال دديةةة دمةة  ب ةةض المسةةعئم لتو ةةيت دمةةم الطريقةةة المقترحةةة مقعر ةةة مةة  طرائةةع 

 دددية موجودة في دراسعت سعبقة.
 

كثيةةرات حةةدود شةةرائحية،  قةةعط مجم ةةة ، مسةةعئم القةةيم الحديةةة الخطيةةة مةةن المرتبةةة الثعلثةةة، مسةةعئم  الكممااات المفتاحيااة  
 قرار المطمع، التقعرب، الت عسع.مت ددة الحعضت، اضست
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  ABSTRACT    

 

 We use C
3
-seventh polynomial splines to establish numerical methods for solving 

third-order linear boundary value problems [1,2,3,4] and a system of third-order boundary 

value problems associated with third-order obstacle problems [5,6,7,8,9,10]. These 

methods depend on four collocation points htxx jiji t   11 , j=1,...,4 in each subinterval 

],[ 1 ii xx  , where ihaxi  , i=1(1)n, nabh /)(  , ax 0 , bxn  , 10 321  ttt  

and 14 t . A study shows that the presented methods are convergent and their order of 

convergence is at least seven for all [1,0],, 321 ttt  and 321 ttt  . Moreover, analysis of 

stability appears that the method possesses unbounded regions of absolute stability for 

some [1,51.0[,, 321 ttt . Numerical experiments and comparisons with other available 

results are given to illustrate the applicability and efficiency of the presented methods. 

 

Keywords: spline polynomials, collocation points, third-order linear boundary value 

problems, obstacle problems, absolute stability, convergence, consistency. 
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  مقدمة
 فةةي تطبيقةةعت وال يةةة دديةةدة تظاةةرتةةي الو مسةةعئم القةةيم الحديةةة فةةي الم ةةعدضت التءع ةةمية مةةن المسةةعئم الاعمةةة  دت ةة 

توصف الدوائر الكاربعئية ومسعئم الحركة  فمثلا، .وةيرهعوالميكع يك  كودموم الءموالا دسة علءيزيع  والكيميع  واضلتصعد ك
مسةقلة اض حةراف تظاةر فةي الا دسةة المد يةة و  .بم ةعدضت تءع ةميةالمقيدة وب ض التءعدلات الكيميعئية وحركة الصواريخ 

ئم ال ةطط الجةةداري فةي الءيزيةع  مسةعوأخيةرا  . [14]ا حةراف بةلالجسةر حديةدي يخ ة  لحمولةة م تظمةة وطرفيةة مثبتةين 
وال ديةد مةن الايةدروليك والةتحكم اقمثةم شةت  فةي مسةعئم إل   ةبعلإ عف تدفع السوائم ةير القعبمة للا  طعط دن ةال عتج
  .اقخرى الءروع

 تطرع و  ،في الم عدضت التءع مية ذات المرتبة الثعلثةالم ممة  درس في هذا البحث مسقلة القيمة الحدية الخطية 
  .)الحعئمة(الحعضتالمرتبطة بعلمسعئم مت ددة  المرتبة الثعلثة منمسعئم القيم الحدية لحم ال ددي الإل   أي ع

   [1,2,3,4]وفع الصيطة ال عمة التعلية الثعلثةمن المرتبة الخطية  الحديةالقيمة  قلةمس يمكن كتعبة
],,[),()()()()()()()(][ 0

)1(

1

)2(

2

)3( baxxrxuxrxuxrxuxrxuuL               (1.1) 

ba gbuDgauD  )(,)( , 

و  مجاولةةةدالةةة  u(x)ث حيةة
i

i
i

dx

ud
u )( i=1,2,3,، و )(xr، )(xri ،i=0,1,2دوام مسةةتمرة فةةي المجةةعم ،     

[a, b] ، وab gg  م عمم تءع مي سيتم تحديده ضحقع في هذا ال مم. Dو ثوابت دددية  ,
   [5,6,7,8,9,10]الحعضتت ددة ماللقيم الحدية ذات المرتبة الثعلثة ويمكن صيعةة مسعئم ا


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                                                        (1.2) 

 م  الشروط الحدية 
110 )(,)(,)(   byayay .                                                                  (1.3) 

 ,c]و  [a, b]ن دمة  المجةعلين عن مسةتمرتعدالتةهمةع  F(x) ، G(x) و ،dو  cمسةتمرة د ةد  ''yو  'yو  yحيث 

d]  دم  الترتيب، وR .ثعبت حقيقي 
. ف مة  (1.1)ظارت مؤخرا ال ديد من اقبحعث التي تقترح طرائع دددية لحم مسةعئم القةيم الحديةة مةن الشةكم  

وذلةك ب ةرب مشةقعتاع  (1.1)طريقة ددديةة لحةم مسةعئم اضرتيةعب الشةعذة مةن الشةكم  [2002 ,1]سبيم المثعم، لدم في 
بوسةةيط صةةطير وموجةةب. تقةةوم الطريقةةة دمةة  تحويةةم المسةةقلة المةةذكورة إلةة  م ةةعدلتين تءع ةةميتين تخ ةة عن لشةةروط حديةةة 

( التةي تخ ة  ل ةوع 1.1سةقلة )طرائةع شةرائحية مةن الدرجةة الراب ةة لحةم الم [2003 ,2]وابتدائية م عسبة. كمع التةرح فةي 
واحد من الشروط الحدية. وددمع  تعئجامع ال ظرية بحم ب ةض اقمثمةة ال دديةة. لةدمت طريقةة ال  صةر الم تاةي المقةعرب 

وذلةةةك بعسةةةتخدام وسةةةيط صةةةطير وموجةةةب م ةةةروب  (1.1)لحةةةم مسةةةقلة اضرتيةةةعب الشةةةعذة مةةةن الشةةةكم  [2007 ,3]فةةةي 
 -Bدراسةةة لطريقةةة مجم ةةة بعسةةتخدام  [2007 ,4]ض اضختبةةعرات ال دديةةة. وفةةي بمشةةتقاع. ودةةززا  تعئجامةةع ال ظريةةة بةةب 
شةرائت اقسعسةةية مة  دةةدد ال قةةعط  -B(، حيةةث تسةعوى فةةي هةذه الطريقةةة دةةدد 1.1شةرائت مةةن مرتبةة دعليةةة لحةم المسةةقلة )

مقعر ةةةة ال تةةةعئ  المجم ةةةة المسةةةتخدمة. وا تاةةة  البحةةةث بتقةةةديم حمةةةوم ل ةةةدد مةةةن مسةةةعئم القةةةيم الحديةةةة مةةةن مراتةةةب مختمءةةةة و 
 الحعصمة م  طرائع أخرى. 
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كمةةع أهةةتم البةةعحثون بدراسةةة طرائةةع شةةرائحية لم علجةةة مسةةقلة القيمةةة الحديةةة مت ةةددة الحةةعضت مةةن المرتبةةة الثعلثةةة  
طريقةة شةرائحية بكثيةرات حةدود تك يبيةة لحةم المسةقلة المةذكورة، والتةرح فةي  [2003 ,5](.  ف جد مثلا، فةي 1.3)-(1.2)

طريقة دددية بشرائت مةن الدرجةة  [2005 ,7]طريقة شرائحية بكثيرات حدود من الدرجة الراب ة، وأي ع في  [2004 ,6]
، ةشةرائت مةن الدرجةة الراب ةة -Bطريقةة تسةتخدم  [2006 ,8]، كةذلك  جةد فةي cosو الةة  sinالراب ةة بعسةتخدام دالتةي الةة 

تق يةةة  [10,2007] ال مةةم      فةةي ولةةدم تايةةة، طريقةةة ددديةةة مطةةورة دةةن طريقةةة الءةةروع الم [2007 ,9]وفةةي ال مةةم 
كقسةةعس لإ شةةع  التقريبةةعت الشةةرائحية.  cosو الةةة  sinبطيةةر كثيةةرات حةةدود ادتمةةدت دالتةةي الةةة  ةشةةرائحية مةةن الدرجةةة الراب ةة
 تحميم التقعرب وتقدير الحد اقدم  لمخطق واختبعرهع بمثعم دددي.دراسة وتم في جمي  هذه الطرائع 

Cشةةةرائحية مجم ةةةة بكثيةةةرات حةةةدود مةةةن الدرجةةةة الخعمسةةةة فةةةي الء ةةةع  طرائةةةع  [11]فةةةي  
مسةةةعئم فةةةي لحةةةم  2

دراسة تحميم الخطق والتقعرب واضسةتقرار لاةذه الطرائةع م  خطية من المرتبة الثع ية بشروط حدية، التءع مية الم عدضت ال
، لحةم مسةعئم [12,13]سةعب ة فةي د د تطبيقاع دم  المسقلة المطروحة. توصيف طرائع شرائحية مجم ةة مةن المرتبةة ال

القيم اضبتدائية في الم عدضت التءع مية ال عدية من المةرتبتين اقولة  والثع يةة شةعممة م ةعدضت تءع ةمية لعسةية، بعلإ ةعفة 
 إل  اختبعرات دددية ومقعر عت م  طرائع شرائحية أخرى.

 
  وأهميته هدف البحث

 يمكن تمخيص هدف البحث في ال قعط التعلية  
 هةةةذه ل ةةةمعن إمكع يةةةة تطبيةةةع والكعفيةةةة وتقةةةديم الشةةةروط اللازمةةةة  مجم ةةةةقرب   قةةةعط بةةةشةةةرائحية  طريقةةةةيعةة صةةة
 .(1.2)-(1.3)و  (1.1) وفع الصيطتين المدروسة عئممسلاحم لالطرائع 

  ثبعت التقعرب الشرائحية و  ةقيتحميم الخطق لمطر  .والكمي المو  يتبيعن مراتب الخطق و  والت عسعا 

 م ةةعطع اضسةةتقرار المطمةةع فةةي الء ةةع  ال قةةدي، ثةةم تصةة يف الطرائةةع  تحديةةدالمقترحةةة و  ةقةةيلطر ا دراسةةة اسةةتقرار
  .المذكور بحسب لوة و  ف اضستقرار من خلام كبر وصطر المسعحعت المرسومة في الء ع 

 مقعر ة الحموم ال ددية م  الحموم التحميمية. 

 قعت وال ية مشعباة في دموم أخرى.في تطبيع الطريقة المقترحة في تطبيتكمن أهمية البحث  
 

  توصيف الطرائقو خطة الحل 
 ةقةيطر ودةرض وصةف لم ،(1.2)-(1.3)و  (1.1)قلتين مساللحم زمة لاال الخطواتتقديم إل   الءقرة هادف هذت 

  .المءرو ةحدية الشروط الوفع  المقترحة شرائحيةال
  (3.3) مسألة القيمة الحدية

  (1.1)قلة القيمة الحديةمس إدعدة كتعبةيمكن          
],,[),()()()()()()()( 012 baxxrxuxPxuxPxuxPxu         (2.1) 

  [1,3] التعلية شروط الحديةقحد التخ   بحيث 
010 )(,)(,)( bbuaauaau                                        (2.1a) 

110 )(,)(,)( bbuaauaau                                       (2.1b) 

210 )(,)(,)( bbuaauaau                                       (2.1c) 
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)()(أن  تبسيطلم  ءرض 00 xrxP  ،)()( 11 xrxP ،)()( 22 xrxP . 
 (2.1a)-(2.1c)قحةد الشةروط  التةي تخ ة  (2.1)مسةقلة القيمةة الحديةة الخطيةة بءرض أ ه يوجةد حةم وحيةد ل 
هو  K(x)ذلك  ءرض أن لتو يت و  .الم عدضت التءع مية ذات القيم اضبتدائية حموم طي منمرتبط بتركيب خهذا الحم 

 الحم الوحيد لمسقلة القيمة اضبتدائية 

.0)(,)(,)(

),()()()()()()(

10

012





aKaaKaaK

xrxKxPxKxPxKxPK
               (2.2) 

  ةالتعلي ةالمتجع س اضبتدائية ةالقيم ةقللمس وحيدالحم الهو  M(x)أن  ءرض أي ع و 

.1)(,0)(,0)(

),()()()()()( 012





aMaMaM

xMxPxMxPxMxPM
                      (2.3) 

 د دئذ فإن التركيب الخطي
)()()( xMxKxu                                                                (2.4) 

 للأسبعب التعلية وذلك  (2.1)لممسقلة وحيدا يمثم حلا 
MKu   = 

                  [ )()()()()()()( 012 xrxKxPxKxPxKxP  ]+ 

                  )]()()()()()([ 012 xMxPxMxPxMxP   

                  = )]()()[(2 xMxKxP   + )]()()[(1 xMxKxP   + 

                            )()]()()[(0 xrxMxKxP   

                 = )()()()()()()( 012 xrxuxPxuxPxuxP   

 لدي ع  (2.4)من  ومن جاة أخرى .تم ت يي ه من الشروط الحديةمجاوم سي  حيث
)()()( xxx MKu    

)()()( xxx MKu    

مةةن وبعلتةةعلي  المسةةقلة خ ةة  لاةةعتالتةةي الشةةروط الحديةةة  ي سةةجم مةة يجةةب أن  (2.4)إن الحةةم الممثةةم فةةي ال لالةةة 
  لدي ع ،(2.1a)أجم الشروط 

00 )0()()()( aaaMaKau    

11 )0()()()( aaaMaKau   . 

)()()( bMbKbu   

)(0 و  ب ةاقخير  ةمن الم عدل الثعبت  ةيتم تحديد ليم bbu   كعلآتي 

)(

)]([ 0

bM

bKb 
                                                                (2.5) 

)(0 إذا كعن ،وبعلتعلي bM الحم الوحيد لمسقلة القيمة الحدية  فإن(2.1a)-(2.1) هو  

)(
)(

)]([
)()( 0 xM

bM

bKb
xKxu


                                       (2.6) 

وقجةةم ذلةةك يكءةةي  (2.1b)مةة  الشةةروط الحديةةة مةةن ال ةةوع الثةةع ي  (2.1)لمسةةقلة اإيجةةعد حةةم  بسةةاولة سةةتطي   الآن
  (2.4)حم مالمشتع اقوم لتطبيع الشرط المختمف في ال وع الثع ي دم  ب ثعبت تحديد ليمة ال

1)()()( bbMbKbu    

)(0 أجم فمن  bM  يكون الحم الوحيد لمسقلة القيمة الحدية(2.1b)-(2.1)  
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)(
)(

)]([
)()( 1 xM

bM

bKb
xKxu




                                  (2.7) 

)(0 من أجممشعبه ،  وبشكم  bM  يكون الحم الوحيد لمسقلة القيمة الحدية(2.1c)-(2.1) يمي  كمع 

)(
)(

)]([
)()( 2 xM

bM

bKb
xKxu




                                  (2.8) 

  (2.4)دم  المشتع الثع ي لمحم  الحدي مشرطال وع الثعلث لحيث تم تطبيع 
2)()()( bbMbKbu    

 
   [5,6,7,8,9,10 ]الحالاتمتعددة  الحدية ةالقيم ألةمس

 لمسةقلتين حمةينمةرتبط بأن هةذا الحةم   ةرى .(1.2)-(1.3) الحةعضتمت ةددة  ممسةقلةبءرض أ ه يوجد حم وحيد ل 
مت ةةددة  لة القيمةةة اضبتدائيةةةحةةم وحيةةد لمسةةق هةةو xV)(أن  ءةةرض  اةةذا، ولالحةةعضتمت ةةددة  القةةيم اضبتدائيةةة مسةةعئممةةن 

  التعلية الحعضت

















bxdxF

dxcRxFxVxG

cxaxF

V

),(

,)()()(

),(

                                           (2.9a) 

  اضبتدائيةم  الشروط 

0)(,)(,)( 10  aVaVaV  .                                                         (2.9b) 

 الحةةةعضتالمت ةةةددة لمسةةةقلة القيمةةةة اضبتدائيةةةة المتجع سةةةة أيةةةع كةةةعن شةةةكمه هةةةو حةةةم وحيةةةد  xJ)(و ءةةةرض أي ةةةع أن 
 التعلية 

















bxd

dxcxJxG

cxa

J

,0

),()(

,0

                                                        (2.10a) 

 م  الشروط اضبتدائية 

1)(,0)(,0)(  aJaJaJ .                                                           (2.10b) 

 د دئذ فإن التركيب الخطي
)()()( xJxVxy                                                                                (2.11) 

 للأسبعب التعلية  (1.2)-(1.3) الحعضتمت ددة  يمثم حلا لممسقلة

JVy   =














bxdxF

dxcRxFxJxVxG

cxaxF

),0()()(

,)()]()([)(

),0()()(







 

                         =














bxdxF

dxcRxFxyxG

cxaxF

),(

,)()()(

),(

 



 Sciences Series .Tishreen University Journal. Bas   8332( 1( ال دد )13ال موم اقسعسية المجمد ) جعم ة تشرين  مجمة

 

 363 

 يتطةةعبعيجةةب أن  (2.11)الممثةم فةةي ال لالةةة  xy)(إن الحةةم مةن الشةةروط الحديةةة.  ت يي ةةهمجاةةوم يةةتم حيةث 
  وبعلتعلي، (1.3)الشروط الحدية  م 

00 )0()()()()(   aJaVay  

11 )0()()()()(   aJaVay . 

)()()( bJbVby    

)(1و   وب  by جد من الم عدلة اقخيرة أن   

)(

)]([ 1

bJ

bV







                                                             (2.12) 

 
  الشرائحية التقريباتصياغة 
bxxxaلةتكن   n  nihiaxi، حيةةث [a, b]تجزئةةة م تظمةة لممجةةعم  10... ,...,1,0,  

nabhو /)(  وبعلتعلي  حصم دم  المجعضت الجزئية ،, i=1,...,n ][I 1 iii ,xx  ، بعستخدام الترميز ب دئذ و 

nixShSxShS

xShSxSS

iiii

iiii

,...,1,0),(),(

),(,)(

3]3[2]2[

]1[]0[




                                           (2.13) 

C الء ةةةع الدرجةةةة السةةةعب ة فةةةي  مةةةن S(x) الشةةةرائحية التقريبةةةعت صةةةيعةةن يمكةةة
كمةةةع  iI جزئةةةي فةةةي كةةةم مجةةةعم 3

   [12]يمي

])()2(

)410()141020[(

])()2(

)410()141020[()(

]3[3]2[2 3

]1[2 3 ]0[2 34
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3 ]2[
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2 3 ]0[
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SSxS
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
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











               (2.14) 

التةي  مةن الدرجةة السةعب ة( Hermite Interpolationلارميةت )كثيةرة حةدود اضسةتيءع  الةداخمي هةي  S(x) حيث
1 طرفةةةةي المجةةةةعم الجزئةةةةي د ةةةدومشةةةتقعتاع حتةةةة  المرتبةةةةة الثعلثةةةةة  تطةةةعبع مةةةة  دالةةةةة الحةةةةمت ixx  وixx ولةةةةدي ع  ، 
]1,0[/)( 1   hxx i ، 1. 

  الثعلثةحت  المرتبة  مشتقعت التقريبعت الشرائحية ،  حصم دم متتعلية تامر  ثلاث( 8.31) ةبعشتقعع الدالالآن 

])()314(           

)13670()140[(           

])()314(           

)13670()140[()(

]3[23]2[2 3

]1[2 3 ]0[33
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










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                               (2.15) 

])67()125784(             
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)240420()420840[()(

]3[23]2[2 3
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













                     (2.16) 
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])1154535()120480420(             

)48022202100()84042004200[(             

])1154535()120480420(            

)48022202100()84042004200[()(
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SSxSh





















   (2.17) 

 
  المقترحة لحل المسألة المدروسة يقةالطر 

 (2.1القيم الحدية ) ائلالحل العددي لمس-(2.1a)-(2.1c)  
تطبيةةةةع كمرحمةةةةة أولةةةة   يتطمةةةةب (2.1c)-(2.1a)( مةةةة  إحةةةةدى الشةةةةروط الحديةةةةة 8.3لممسةةةةقلة )حةةةةم ال ةةةةددي إن ال

htxx في  قعط التجمي  اقرب  الشرائحية التقريبعت jiji t   11، j=1(1)4   في كم مجةعم جزئةي][I 1 iii ,xx  
i=1,...,n,،  10م  اقخذ ب ين اضدتبعر أن 321  ttt 14و t،  قلتيمسالشرائحي التقريبي لحم إيجعد الثم 

  دم  الترتيب (2.2)-(2.3)القيم اضبتدائية 

.0)(,)(,)(

,,...,1,4,...,1),()()(

)()()()()(
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1110

1111121











aSaaSaaS

nijxrxSxP

xSxPxSxPxS

KKK

jijiKji

jiKjijiKjijiK

ttt

ttttt

                 (2.18) 

.1)(,0)(,0)(

,,...,1,4,...,1),()(

)()()()()(

110

1111121











aSaSaS

nijxSxP

xSxPxSxPxS

MMM

jiMji

jiMjijiMjijiM

tt

ttttt

                    (2.19) 

),()( عنالتقريبي الحلانأصبت وب د أن المرحمة هذه  د د iKiM xSxS م  ينم موم (2.18)-(2.19)قلتين لممس 
دمةة  الحةةم ال ةةددي  (2.6)مةةن ال لالةةة م و حصةةال يمكةةن فإ ةةهالتجزئةةة،  فةةي جميةة   قةةعطحتةة  المرتبةةة الثعلثةةة  عممشةةتقعتا

  (2.1a)-(2.1) اقول  لممسقلة الحدية

)(
)(

)]([
)()( 0

iM

M

K

iKiu xS
bS

bSb
xSxS


 , i=1,...,n                        (2.20) 

  (2.1b)-(2.1) الثع ية دم  الحم ال ددي لممسقلة الحديةيمكن الحصوم  (2.7)ال لالة بعستخدام و 

)(
)(

)]([
)()( 1

iM

M

K
iKiu xS

bS

bSb
xSxS




 , i=1,...,n                         (2.21) 

  (2.1c)-(2.1) الثعلثة  حصم دم  الحم ال ددي لممسقلة الحدية (2.8)ال لالة بعستخدام وأي ع 

)(
)(

)]([
)()( 2

iM

M

K
iKiu xS

bS

bSb
xSxS




 , i=1,...,n .                      (2.22) 

  (1.3)-(1.2) الحالاتالحل العددي لمسألة القيم الحدية متعددة  
)3(/4  ة  ( 3.1)-(3.8لإيجعد الحم ال ددي لممسةقلة ) bac 3(/4، و( bad   طبةع الطرائةع ثةم 
htxx الشةةةرائحية فةةةي  قةةةعط التجميةةة  اقربةةة  jiji t   11، j=1,...,4  فةةةي كةةةم مجةةةعم جزئةةةةي][I 1 iii ,xx  

i=1,...,n,، nabh /)(    دم  الترتيب (2.9)-(2.10)مسقلتي القيم اضبتدائية دم  
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

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
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)(                (2.23a) 

0)(,)(,)( 10  aSaSaS VVV  .                                                                   (2.23b) 
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jiJ

t

ttt

t

t

1

111

1

1
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),()(

,0

)(                                      (2.24a) 

1)(,0)(,0)(  aSaSaS JJJ .                                                               (2.24b) 

),()( التقةريبيين دم  الحمةين ل حصم iJiV xSxS  ب دئةذو فةي جمية   قةعط التجزئةة،  (2.23)-(2.24)لممسةقلتين 
  (1.3)-(1.2) الحعضتالحدية مت ددة  ةلمسقلة القيمدم  الحم ال ددي لمحصوم (2.12) و  (2.11) استخدام

)(
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)]([
)()( 1

iJiViy xS
bJ

bV
xSxS







                                           (2.25) 

 
  ارب لمطرائقتحميل الخطأ ومرتبة التق

 الحديةةالقيم  عئممسإحدى د دمع تطبع لحم التقعرب لمطرائع الشرائحية ومرتبة  درس في هذه الءقرة خصعئص  
  لجممة المسعئم التعلية ةاقرب في ال قعط تحقع شروط التجمي  ومشتقعتاع  S(x)ذلك  ج م أجم من  .المرتبة الثعلثة من
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jiujiujiujijiu ttttt

     (3.1) 

010 )(,)(,)( bbSaaSaaS uuu  ,                                                            (3.1a) 

110 )(,)(,)( bbSaaSaaS uuu  ,                                                             (3.1b) 

210 )(,)(,)( bbSaaSaaS uuu  .                                                            (3.1c) 

I][فةةةي كةةةم مجةةةعم جزئةةةي  1 iii ,xx  ،i=1,...,n،  10لةةةدي ع مةةة  مرادةةةعة أ ةةةه 321  ttt 14و t .
 إل  جممة الم عدضت  (3.1) عتم ال لالو تؤ د دئذ 
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          (3.2) 

),),(),()((  ةةةةةعز رم   لاختصةةةةةعرلحيةةةةةث  11111 jiujiujiujiji ttttt xSxSxSxff 
و ،jj tt 1 ،

j=1,2,3 ، كمع تم الت ويض بةii fhS 3]3[  1و

3]3[

1   ii fhS 14قن بر ذك  ، و t 04، وبعلتعلي t. 
  التعلية التكرارية المكعفئة ةدم  الصيط (3.2)من الجممة الآن،  حصم 

nifGhSBSA
iii ,...,1,3

1    ,                                                                  (3.3) 

  أن حيث
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||01ولدي ع أي ع   1  BA. 
وفةع الصةيطة المكعفئةة  اةع( يةتم تحميم1.8)و (1.3فةي ال لالتةين ) هةعع المجم ةة التةي درف الشرائحيةطرائع الإن  

 (.1.1)ةالم رفة في ال لال
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 3tو 2tو 1tمامع تكن مستقرة  (3.3)أو الصيطة المكعفئة  (3.1) المجم ة يةالشرائح ةقيطر ال  تكون (2)نتيجة
321شريطة أن يكون  [1,0]ت تمي إل  المجعم  ttt . 

 
  البرهان 
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321، و[1,0] ت تمةةةةةي إلةةةةة  المجةةةةةعم 3tو 2tو 1tلاحةةةةةظ أوض أ ةةةةةه إذا كةةةةةعن   ttt    أن فاةةةةةذا يةةةةةؤدي إلةةةةة
||0يكةةةون A (3) ت ريةةةفالبعضدتمةةةعد دمةةة  فيةةةتم  اضسةةةتقرارإثبةةةعت أمةةةع  تممةةةك حةةةلًا وحيةةةداً. (3.3)، وبعلتةةةعلي فعلجممةةةة، 

}{المصةءوفعت ةيكءي التحقع من أن متتعلية وبعلتعلي )( 1 nBA 0 مةن أجةم حةدودة بع تظةعممn  حيةثBA 1  هةي
  من أجم ذلك يكءي ملاحظة أنو (. 1.1مصءوفة )ال
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 كةةةةةةةةةةةةعنإذا  pمةةةةةةةةةةةةن المرتبةةةةةةةةةةةةة ( consistent) مت عسةةةةةةةةةةةةقة اةةةةةةةةةةةةع إريقةةةةةةةةةةةةة    قةةةةةةةةةةةةوم دةةةةةةةةةةةةن ط[16] (8تعريااااااااااااف)
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 .ixلمطريقة د د  (Local truncation error) المو  ياضلتطعع هو خطق  id، حيث 

 
6]),[(لةةةةتكن   (2مبرهنااااة )  baCf ( أو 1.3)المجم ةةةةة  يةحالشةةةةرائ ةقةةةةيطر ال، د دئةةةةذ تكةةةةون

,,[1,0]مامع تكن ة سعب المرتبة التقعرب من وتممك  مت عسقة (3.3)المكعفئة  321 ttt  321و ttt . 
  والت بير د اع بعلشكم المو  ي المقتط خطق الصيطة  م دم و حصال(3.4) من الجممة   عيمك   البرهان
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  كتعبة (3.6)من الجممة من جاة أخرى يمك  ع 
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و  1ixو  ixحوم  الثعلثةومشتقعتاع حت  المرتبة  xu)(ةلمدال الآن، بعستخدام م شور تعيمور
j

i tx
1

أجةم مةن  

j=1,2,3   أن  جد (3.7)والت ويض في ال لالة  
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 )ي  ي تحديد الطريقة اقف مفي  اأن تم ب دور الوسطع   لاذهن يمكوبعلتعلي  ،أن تكون هذه القيم مختمءة ةطيشر  ]0,1[
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46460.172673161  جد أنل ]0,1[في المجعم  t،0.52 t،535398850.827326833 t . 
واحةةدة فاةةي مةةن المرتبةةة  مرتبةةةتحةةدد طريقةةة ذات دلةةة أدمةة  مةةن الطرائةةع اقخةةرى بلموسةةطع  لاحةةظ أن هةةذه القةةيم  
  .ال ددي الحمفقرة ستؤكده ال تعئ  واضختبعرات ال ددية في ا مع وهذ الثعم ة
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تتقةعرب  Sy(x) التقريبةعت الشةرائحيةو  (2.1)-(2.1a)-(2.1c) عئملممس (2.6)-(2.8)الم طعة بة  u(x) وممن الحمتتقعرب 
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 ، ي  ي لدي ع دم  اقلم السعب ة هيمن جاة أخرى، مرتبة التقعرب و 
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)(3حيث و   ع hZ   0[]3[]0[استبدل ع بةو[
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]3[

1 , iiii SZSSZS  .   
  ةمصءوفيال صيطةالإل   (..1)الم عدضت تؤوم 

1)().(  ii SzDSzC ,                                                                            (1.3) 

  شكمبعل م رفتعنن عمصءوفت ZC)(و ZD)( حيث



Cفي الء ع  من الدرجة السعب ة طرائع شرائحية 
 أرب   قعطم   3

 محمود، دثمعن، الخبعز                                           الثعلثةلحم مسعئم القيم الحدية الخطية من المرتبة  مجم ة 
 

 316 

C(z)= 





















































































































)

2()

(

)

()

(

)/()

4(

)(

)5.0

2()

(

)

()

(

)/()

4(

)(

)

2()

(

)

()

(

)6/()

4(

)(

2

3

3

3

4

33

2

3

3

33

3

3

2

3

3

4

33

3

3

2

33

3

3

4

3

27

3

6

3

5

3

3

3

2

33

3

2

3

3

33

2

2

3

2

4

22

2

2

3

22

3

2

2

2

2

4

22

3

2

2

22

3

2

4

2

27

2

6

2

5

2

3

2

2

22

2

2

2

3

22

2

1

3

1

4

11

2

1

3

11

3

1

2

1

1

4

11

3

1

2

11

3

1

4

1

27

1

6

1

5

1

3

1

2

11

1

2

1

3

11

5.0

120

480420

104

840

21002220

62070

846030

84042004200

120

480420

104

840

21002220

62070

846030

84042004200

5.0

120

480420

104

840

21002220

2070

846030

84042004200

t

ttZt

ttt

tt

ttZt

ttt

ttZtt

ttttZ

tttt

t

ttZt

ttt

tt

ttZt

ttt

ttZtt

ttttZ

tttt

t

ttZt

ttt

tt

ttZt

ttt

ttZtt

ttttZ

tttt

 

D(z)= 





















































































































)

2()

(

)

()

(

)/()

4(

)(

)

2()

(

)

()

(

)/()

4(

)(

)

2()

(

)

()

(

)/()

4(

)(

2

3

3

3

4

33

2

3

3

33

3

3

2

3

3

4

33

2

3

3

33

3

3

4

3

27

3

6

3

5

3

3

3

2

33

3

2

3

3

33

2

2

3

2

4

22

2

2

3

22

3

2

2

2

2

4

22

2

2

3

22

3

2

4

2

27

2

6

2

5

2

3

2

2

22

2

2

2

3

22

2

1

3

1

4

11

2

1

3

11

3

1

2

1

1

4

11

2

1

3

11

3

1

4

1

27

1

6

1

5

1

3

1

2

11

1

2

1

3

11

5.0

120

480420

104

840

22202100

62070

846030

84042004200

5.0

120

480420

104

840

22202100

62070

846030

84042004200

5.0

120

480420

104

840

22202100

62070

846030

84042004200

t

ttZt

ttt

tt

ttZt

ttt

ttZtt

ttttZ

tttt

t

ttZt

ttt

tt

ttZt

ttt

ttZtt

ttttZ

tttt

t

ttZt

ttt

tt

ttZt

ttt

ttZtt

ttttZ

tttt

 

T  ولدي ع
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iiii SSSSSSSS ),,(,),,( ]2[
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]2[]1[]0[

 . 
)(3ن أت ريف بةعل جةةد وهكةذا  hZ   ت تمةةي إلة  م طقةةة اضسةتقرار المطمةةع

3
,

2
,

1
Ω ttt  لمطرائةع إذا كع ةةت

11)( الثلاثالقيم المميزة  z 22 )( و z33 )(و z  لمسقلة القيمة المميزة الم ممة 
,0,).().(  XXZDXZC                                                (1.4) 

  تحقع لرص الواحدة في المستوي ال قدي، ي  ي إذا من تق  
.1,, 321                                                                             (1.5) 

det) )()((0,( لمم عدلة المميزة وبمع أن الم عملات )في   ZDZC الراب ةة، هي حدودية مةن الدرجةة 
لم طقة اضستقرار المطمع  ومبعشر صريت ، هذا ي  ي أ ة ليس من السام إيجعد توصيفZفي 

3
,

2
,

1
ttt (1.1) وفع-

ومن أجم ذلةك   ةرب الم عدلةة المميةزة بةة  ،Zد دمع  لمطرائع السموك المقعربس درس (. دو ع دن ذلك 1.1)
4Z ،حصم دم  ل  





))()(det(  Z-4 ZDZμCLim
Z
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                    = )( 23 dcba   , 

جةوار مةع  ه يوجةدوبعلتعلي فإ  .م مومة يمكن حسعباع من الم ين السعبع مبعشرةثوابت دددية  a, b, c, dن إحيث 
فةةةةي م طقةةةةة اضسةةةةتقرار المطمةةةةع  Zلةةةةة 

3
,

2
,

1
ttt  11)( الجةةةةذور تحققةةةةإذا  ، )(22  ، 

)(33   0 لمم عدلةةةة)( 23  dcba  ( 1.1ال لالةةةعت .)  الم عدلةةةة دمةةة   حصةةةم   ةةةعأ  مةةةثلالاحةةةظ
مطريقة المميزة ل

100
96

10
9

10
8

321 ,,  ttt،  من الم ين مبعشرة 
018406955686682406449725

23   
0.118854E6=  المميةةةةزة وليماةةةةع

1، =0.148204E2
2   0.880213=و

3    بقيماةةةةع المطمقةةةةة تقةةةة
 .الواحدة لرص من 

، يمكةةن الحصةةوم دمةة  دومةةع (1.1)ال لالةةعت  تحقةةعالتةةي  3tو 2tو 1t لموسةةطع مختمءةةة القةةيم الأجةةم مةةن الآن، 
م ةةةةةةةعطع اضسةةةةةةةتقرار المطمةةةةةةةع 

3
,

2
,

1
ttt ن الم ح ةةةةةةةي الحةةةةةةةدي دةةةةةةةدديع بت يةةةةةةةي)(zz   الموافةةةةةةةع لمم عدلةةةةةةةة المميةةةةةةةزة 

0))()(det( 


zDzCe
i [16].  1888.0أجةةم  مةةن أ ةةه إلةة  تشةةير اضختبةةعرات ال دديةةة 321  ttt ،

 الةثلاثمية  اختيةعر  قةعط التج كيءيةة مةن اضسةتقرار المطمةع بشةكم مسةتقم دةن  اعئيةةض مسةعحعت الشرائحيةطرائع التممك 
  3tو 2tو 1tقجةةم لةةيم مختمءةةة أخةةرى لةةة  دةةلاوة دمةة  ذلةةك، . ةةمن المجةةعضت المحةةددة الةةثلاث( بعلوسةةطع )المرتبطةةة 

 (.3من اضستقرار المطمع ا ظر الجدوم )  اعئيةض مسعحعتتممك الطرائع أي ع 
88.02أجةةم مةةن ( م ةةعطع اضسةةتقرار المطمةةع 3صةةف الشةةكم)ي           t،96.03 t 1 ةو لةةيم مختمءةةة لةةt. 

4601143172673164601 لمطريقةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةاضسةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةتقرار المطمةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةع  ة حةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةدد م طقةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةو  .t  ،0.52 t ،
539885827326835303 .t  (2في الشكم). 

 مناطق لانهائية من الاستقرار المطمق حدد(  بعض المجالات التي ت2لجدول)ا
 

0.51 1t  0.999 132  tt  

0.6 1t  0.981 132  tt  

0.7 1t  0.957 132  tt  

0.8 1t  0.925 132  tt  

0.85 1t  0.9 132  tt  

0.888 1t < 132  tt  
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88.02أجل من   مناطق الاستقرار المطمق (2الشكل ) t،96.03 t 1 و قيم مختمفة لاt. 

 

 

 
4646011430.172673161 لمطريقةالاستقرار المطمق  ة(  منطق8الشكل ) t ،0.52 t ،535398850.827326833 t. 

 
4601143172673164601) مطريقةةةة الشةةةرائحيةلاضسةةةتقرار المطمةةةع  ةن م طقةةةإ  (0ملاحظاااة) .t  ،0.52 t ،

539885827326835303 .t ( (2في الشكم )ويبمة  طولاةع دمة  المحةور المظممةة داخم الةدائرة الوال ة م الم طقة طتش
181034033.2الحقيقي  . 
 

( فةةةي الء ةةةع  8)لرسةةةم الشةةةكم 1810/1والمقيةةةعس ( 3لرسةةةم الشةةةكم) 310/1مقيةةةعس ال  تةةةم اسةةةتخدام (4ملاحظاااة)
 ال قدي.
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  النتائج العددية
المرتبةةة  مةةنوالمقعر ةةعت ال دديةةة لمسةةعئم فةةي الم ةةعدضت التءع ةةمية الخطيةةة اضختبةةعرات ب ةةض  فةةي هةةذه الءقةةرة قةةدم 

لتمك  ع  تحميمية حموض المذكورةتممك المسعئم  المقدمة. ةقيحمولاع في أبحعث مختمءة وذلك لقيعس ف علية الطر  تتراكم الثعلثة
||||max||)()(||الترميةةز   سةةتخدم. الء ميةةةأخطعئاةةع حسةةعب مةةن  )()()( xuxSE kKk  ،k=0,1,2,3 فةةي ب ةةةض ،

تجةدر و  .المشةتع درجةة يرمةز إلة  (k)، حيةث شير إل  أكبر اقخطع  المطمقة دم  كعمم مسةعر الحةم ال ةددييالمسعئم ل
 إ جةعز ال تةعئ  ال دديةة تةم أي ةع ، كمعالتحميميةالجوا ب في دراسة  Mathematica5بر عم  إل  أ ه تم استخدام  الإشعرة

 .وب ءس الدلة الم تمدة في اقبحعث اقخرى( double precisionالدلة الم عدءة )في  1 بعسكعم لطةعستخدام ب
   [2]لتكن لدي ع مسقلة القيمة الحدية الخطية التعلية ( 2مسألة )

xexxxxuxxu )352()()( 23  ,     10  x ,  
 م  الشروط الحدية 

0)1(,1)0(,0)0(  uuu , 

u(x)=x(1-x)e   التحميمةةةيوالحةةةم 
x .(تةةةعئ  ددديةةةة8 مخةةةص فةةةي الجةةةدوم  ) فةةةي الحةةةم قكبةةةر اقخطةةةع  المطمقةةةة 

 t1=0.172673164646، t2=0.5) مةةةةةةةةةةن أجةةةةةةةةةةم مطريقةةةةةةةةةةة المقترحةةةةةةةةةةل حتةةةةةةةةةة  الدرجةةةةةةةةةة الثعلثةةةةةةةةةةة ومشةةةةةةةةةةتقعته ال ةةةةةةةةةددي
،t3=0.8273268353)   شةرائتت تمةد دمة  طريقةة أكبةر اقخطةع  المطمقةة فةي الحةم ال ةددي لم   تةعئ-B  المرتبةةمةن 

 .[2]شرائحية من الدرجة الخعمسة  كثيرات حدود ستخدم، وطريقة ثع ية ت[17] الراب ة
 

 .تينشرائحي تينقيمع طر  ائق المقدمةطر لإحدى ال( 2لممسألة) [0,1] في المجال نتائج عددية لأكبر الأخطاء المطمقة ( 8الجدول)

h 

fourth-degree 

B-spline 

functions 

[17, 1999] 

fourth-order 

method 

using quintic 

splines 

[2,2003] 

Presented method 
t1=0.172673164646, t2=0.5, 

t3=0.8273268353 

||E|| ||E|| ||E|| ||E
(1)

|| ||E
(2)

|| ||E
(3)

|| 

1/4 --- --- 1.10E−09 2.11E−08 2.29E−08 5.34E−10 

1/8 8.36E−02 1.84E−06 4.36E−12 8.30E−11 9.30E−11 2.40E−11 

1/16 4.22E−02 1.04E−07 1.71E−14 3.25E−13 3.65E−13 9.86E−15 

1/32 2.146E−02 6.32E−09 2.85E−16 1.23E−15 7.94E−15 2.11E−16 

 

  [4] ة الحدية الخطية التعليةلتكن لدي ع مسقلة القيم ( 8مسألة )
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xu
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 ,     21  x , 

 م  الشروط الحدية 
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)2log(40
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)2(log26

104

99
)1(

2

 uuu . 

   وحيدالالتحميمي حم الدائرية محممة الجع ب تممك هذه المسقلة الحدية اض ح ع  المت عسع لصءيحة تصف 
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 [1,2]قكبر اقخطع  المطمقة لمحم ال ددي ومشتقعته حت  الدرجة الثعلثة في المجعم  تعئ  ( 1جدوم)في ال دون 
ة طريقةةةةممعثمةةةةة لمةةةة   تةةةةعئ   (t1=0.172673164646 ،t2=0.5 ،t3=0.8273268353) مةةةةن أجةةةةم ة المقدمةةةةةطريقةةةةمل

Cفي الء ع  من مرتبة دعلية  B-شرائت  تمد دم ت مجم ة
 .r=3/5 [4,2007]طولاع وفترات  قعط التجمي  أ 3

 
 (.8لممسألة) [1,2]ومشتقاته حتى الدرجة الثالثة في المجال الحل العددي الأخطاء المطمقة عمى كامل مسار  أكبر(  0الجدول)

h 

C
3
 A high order B-spline collocation 

method with r=3/5 [4, 2007] 
Presented method 

t1=0.172673164646, t2=0.5, 

t3=0.8273268353 
||E|| ||E

(1)
|| ||E

(2)
|| ||E

(3)
|| ||E|| ||E

(1)
|| ||E

(2)
|| ||E

(3)
|| 

1/5 3.13E−05 3.65E−05 2.31E−04 3.74E−03 2.41E−10 1.36E−10 8.84E−11 1.57E−10 

1/7 8.22E−06 9.52E−06 6.79E−05 1.45E−03 1.74E−11 9.89E−12 8.32E−12 1.31E−11 

1/9 3.02E−06 3.48E−06 2.76E−05 7.96E−04 2.40E−12 1.37E−12 1.35E−12 1.97E−12 

 

   [1]الشعذة لتكن الم عدلة التءع مية الخطية ( 0مسألة )
1)(2  xuuLu  ,     0< x <1, 

 التي تخ   لمشروط الحدية 
1)1(,1)0(,1)0(  uuu , 

   التحميميوتحقع الحم 

)/(][ 44)44()46()(
2

22
2)1(22





  exxexxeeexu

xxxx

 

والخطةةق المطمةةةع فةةي الحةةةم ال ةةةددي الحةةةم ال ةةةددي ( 1دةةةدد حقيقةةي موجةةةب صةةةطير.  ةةدرج فةةةي الجةةدوم) حيةةث 
مطريقةةةةة ل ممعثمةةةةةمةةةة   تةةةةعئ   (t1=0.172673164646 ،t2=0.5 ،t3=0.8273268353) مةةةةن أجةةةةم ة المقدمةةةةةطريقةةةةمل

 ة مةن أجةم      المقدمة ةلمطريقةوالخطق المطمع (  قدم أي ع الحم ال ددي 5الجدوم) . وفي410قجم  [1]ال ددية في 
(t1=0.38 ،t2=0.8 ،t3=0.99) و(t1=0.172673164646 ،t2=0.5 ،t3=0.8273268353) 510 ، و. 

 
 .(0لممسألة)والحل الحقيقي الحل العددي والخطأ المطمق في الحل العددي (  4الجدول)

x 

A computational method 

[2002,1] 
410  

Presented method 

(t1=0.172673164646, t2=0.5, 

t3=0.82732683535), 
410  

 الخطق المطمع الحم الدليع الحم ال ددي الخطق المطمع الحم ال ددي
0.100 1.147979 1.124173E−04 1.14747499999984 1.14747500000 1.60094E−13 

0.200 1.290673 3.622702E−04 1.28997499999984 1.28997500000 1.59872E−13 

0.300 1.428371 6.121230E−04 1.42747499999984 1.42747500000 1.1382E−12 

0.400 1.561071 8.619561E−04 1.55997499999984 1.55997500000 1.60094E−13 

0.500 1.688774 1.111791E−03 1.68747499999984 1.68747500000 1.60094E−13 

0.600 1.811481 1.361662E−03 1.80997499999984 1.80997500000 3.13238E−12 

0.700 1.929190 1.611532E-03 1.92747499999984 1.92747500000 3.34621E−12 

http://www.sciencedirect.com/science?_ob=MathURL&_method=retrieve&_udi=B6TY8-4N3GFCV-6&_mathId=mml64&_user=638439&_cdi=5612&_rdoc=4&_ArticleListID=615107985&_acct=C000009002&_version=1&_userid=638439&md5=37c3d194fef8b22c6e3f7a2353abf337
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0.800 2.041902 1.861400E−03 2.03997499999984 2.03997500000 1.59872E−13 

0.900 2.149618 2.111204E−03 2.14747499999984 2.14747500000 1.59872E−13 

1.000 2.252336 2.361072E−03 2.24997499999984 2.24997500000 1.59872E−13 

 
 .(0لممسألة) 510 لأجل الحل العددي والخطأ المطمق في الحل العددي والحل الحقيقي(  2الجدول)

x 

Presented method 

t1=0.38, t2=0.8, 

t3=0.99 

Presented method 

t1=0.172673164646, t2=0.5, t3=0.82732683535 

 الخطق المطمع الحم الدليع الحم ال ددي الخطق المطمع
0.100 2.19732 E−07 1.14749750006206 1.1474975000 6.17433E−11 

0.200 2.19803 E−07 1.28999750003131 1.2899975000 1.32664E−10 

0.300 2.19766 E−07 1.42749750000328 1.4274975000 9.50899E−11 

0.400 2.19811 E−07 1.55999749997839 1.5599975000 1.40472E−10 

0.500 2.19791 E−07 1.68749749995673 1.6874975000 1.19606E−10 

0.600 2.19713 E−07 1.80999749993829 1.8099975000 4.23621E−11 

0.700 2.19710 E−07 1.92749749992342 1.9274975000 3.89226E−11 

0.800 2.19825 E−07 2.03999749991270 2.0399975000 1.54381E−11 

0.900 2.19766 E−07 2.14749749990605 2.1474975000 9.50098E−11 

1.000 2.19766 E−07 2.24999749990387 2.2499975000 9.50098E−11 

 

 

   [5,6,7,8,9,10]الممثمة وفع ال ظعم التعليالمت ددة الحعضت،  الخطية لتكن لدي ع الم عدلة التءع مية ( 4مسألة )
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  من الشكم لشروط حدية ة  عخالو 
110 )(,)(,)( bbuaauaau  , 
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 ،a1=0.24391096222648،a2=0.11525244860537857،a3=0.8745473677079637حيةث  

a4=0.478030291153926           ،  a5=0.24213890868443، a6=0.06537630092111. 
ودة مجمم   (1t3=0.75, t2=0.5,t1=0.2) من أجم دمةالمق ةمقعر عت لمطريق تعئ  ك( 6الجدوم) مخص في  

 والثعلثةةةة، [6] مةةةن الدرجةةةة الراب ةةةةشةةةرائحية بحةةةدوديعت  والثع يةةةة [5] تك يبيةةةةشةةةرائحية بحةةةدوديعت  اقولةةة   ائةةةعطر مةةةن ال
مةن الدرجةة الراب ةة  B-شةرائتتسةتخدم والراب ةة ، [7]حةدود الكثيةرات  مةن الدرجةة الراب ةة مةن ةيةرتستخدم دوام شرائحية 

، واقخيرة شةرائحية تسةتخدم دالةة مةن الدرجةة الراب ةة ت تمةد [9]ع الم تاية ، والخعمسة طريقة مطورة دن طريقة الءرو [8]
 .cos [10]و  sinدم  دالتي الة 

 

 (.4أكبر الأخطاء المطمقة عمى كامل مسار الحل العددي لممسألة)(  6الجدول)
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h 
Cubic 

spline 

[5,2003] 

Quartic 

spline 

[6, 2004] 

non-poly. 

spline 

[7,2005] 

Quartic 

B-spline 

[8,2006] 

AL-SAID 

et al. 

[9,2007] 

Quartic 

non-poly. 

spline 

[10,2007] 

Presented 

method 
t1=0.25, 

t2=0.5,t3=0.75 

||E|| ||E|| ||E|| ||E|| ||E|| ||E|| ||E|| 

1/16 1.23E03 1.15E03 7.12E04 1.13E03 ---- 7.302E07 8.87667E13 

1/32 5.53E04 5.32E04 4.05E04 5.30E04 2.98E05 1.829E07 1.60564E13 

1/64 2.61E04 2.56E04 2.24E04 5.52E04 7.44E06 4.574E08 7.07916E15 

1/128 1.27E04 1.26E04 1.15E04 1.23E04 1.86E06 1.143E08 3.79877E15 

 
  الاستنتاجات والتوصيات

Cالمرتبة السعب ة في الء ع  شرائحية مجم ة من  يقةلدم ع في هذا البحث طر  
، استخدمت لحم مسةعئم القةيم 3

 .تطبيقعت هعمة في الءروع ال ممية المرتبة الثعلثة التي لاع منالحدية في الم عدضت التءع مية الخطية الم ممة 
بةة ومتقعر  ومت عسةقةموجودة بشكم وحيد د دمع تطبيع لمثم هةذه المسةعئم وهةي مسةتقرة  يقةالدراسة أن الطر  أظارت

(. كمةةع تةةم تقكيةةد الدراسةةة ال ظريةةة فةةي فقةةرة 8( و)3مةةن اضسةةتقرار المطمةةع فةةي الء ةةع  ال قةةدي الشةةكمين )  طعلةةعوتططةةي 
التةي تةداوم حماةع فةي تمةك المسةعئم  ،ةال تعئ  ال دديةة خةلام حةم مجمودةة مت ودةة مةن المسةعئم وفةع شةروط حديةة مت ودة

 يقةةمة   تةعئ  لطرائةع أخةرى إلة  ف عليةة وكءةع ة الطر  ق ةعيل تةعئ  طر دية المقعر عت ال د أشعرتال ديد من المراج  الحديثة. 
 مةةةةةةةةةن أجةةةةةةةةةم  جةةةةةةةةةد أن الطريقةةةةةةةةةة الشةةةةةةةةةرائحية المقدمةةةةةةةةةة )1(و )1(و )1(و )8(المقدمةةةةةةةةةة، فمةةةةةةةةةثلا بمراج ةةةةةةةةةة الجةةةةةةةةةداوم 

(t1=0.172673164646, t2=0.5, t3=0.82732683535) فةةي اقدمةةعمفةةي الدلةةة الطرائةةع الشةةرائحية  تجةةعوزت      
هةةي أي ةةع أكثةةر دلةةة مةةن  (t1=0.25, t2=0.5, t3=0.75) مةةن أجةةم المقدمةةة ، وأن الطريقةةة الشةةرائحية[1,2,4,17]

فةةةي حةةةم المسةةةعئم  تاةةةعف عليالطريقةةةة أثبتةةةت  ن إوأخيةةةرا يمك  ةةةع القةةةوم  .[5,6,7,8,9,10]الطرائةةةع المةةةذكورة فةةةي اقدمةةةعم 
 .(1قلة( والمسعئم الحعئمة )مس1المطروحة وخعصة المسعئم القعسية )مسقلة
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