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 الممخّص  
 

إيجادًالمعاملاتًالواحديةًفييًًونظريةًالبيانًًوالتوافقياتًتطبيقاتًمثلًالعديدًمنًالفيًلأهميةًدائمًمصفوفةًًنظراًً
ًبالبحيي ًدأحًالبيياحثونًوغيرهييا ًتوًنظريييةًالتاييوينًواءحصيياتًوااحتميياابيييانًًفيييحسيياحًحاقيياتًهيياماتونًوًًبيييانًموجيي 

لحسييياحًالقيميييةًالدديقيييةًليييدائمًمصيييفوفةًإاًأنًحسييياحًهييي ذًالصييييحًصيييعحًلا اييييةًوً لييي ًنظيييراًلا افيييةًصييييحًتحاياييييةًعييينً
وجيدًطرائيفًفعاليةًلحسياحًالحسابيةًالعاليةًلدىًتطبيقهاًعندًحساحًدائمًمصفوفة.ًوً مياًهيوًالحيالًفييًالمحيددًف ني ًاًت

نًتر زًتطبيفًهي ذًالطرائيفًعايىًمصيفوفاتً والتييًتاعيحًدوراًهامياًجيداًفييًنظرييةًالبييانًوًً(0,1)دائمًمصفوفةًحتىًوا 
الأشجارًوًل ل ًاًتزالًالمسألةًمفتوحةًمماًيجعاهاًمجااًهاماًوًأرضيةًخصبةًلابح .ًله ذًالأسيباح ًنصيفًفييًهي ذً

تعتميدًهاتييانًالخوارزميتيانًعاييىًً.nًمينًالمرتبييةAًًينًفعييالتينًءيجيادًدائييمًمصيفوفةًمربعييةًالمقالية ًخييوارزميتينًجدييدت
ا يييالًالعددييييةًفعالييييةً يييلًمييينً.ًأخييييرا ًنبيييينًمييينًخيييلالًبعييي ًتجيييارحًالمحAالموافيييفًلامصيييفوفةAGًًالبييييانًالموجييي ً

ًوًنقارنًالنتائجًالحاصاةًبخوارزميةًبا سًوًفران اين.ًً++Cالخوارزميتينًبا ةًالبرمجةً
 
 

ً اماتًمفتاحية:
ًمصفوفةً ثيرلًالأصفار.ً ًبيانًموج ً ًدائمًمصفوفةً
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  ABSTRACT    

 
We describe in this paper two efficient algorithms for finding the permanent of a 

square  matrix A  of order n . These algorithms depend on the digraph corresponding to the 

matrix A . Because of the importance of matrices permanents in several applications such as 

Combinatorics, Graph theory, Statistics and Probability, the researchers started to find 

closed and analytical forms for computing the permanent of matrix. But computing the 

permanent is a difficult problem. For these reasons, in this paper, we describe two efficient 

algorithms for finding the exact value of the permanent of a square matrix A  of order n . 

These two algorithms depend on the digraph corresponding to the matrix A . Finally, some 

numerical experiments are carried out on an Compatible PC with C++ codes to illustrate the 

efficiency of the proposed algorithms. The obtained results have been compared with those 

obtained by the algorithm proposed by Bax and Franklin.  
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 :. مقدمة1
ت نًليييًًً ijaA ًًالمرتبيييةًمصيييفوفةًمربعيييةًمييينnً.ًًدائيييمًمصيييفوفةيعيييرفAًًوًنرميييزًلييي ًبيييالرمز APerً

ًبالصي ةًالتالية:
 

       


 nnaaaAPer ...2211                                (1) 

لامجموعةًلًتبديnً!التيًعددهاًًيتمًالجمعًعاىًجميعًالتباديلًحي ً n,...,2,1ً.ًدائيمًأنًًمينًالتعرييفينتج
إاًأنًجمييييعAًًالتيييًيعييرفًفيهيياًمحييددًمصييفوفةًًةبالضييبطًبيينفسًالطريقيييعييرفnًًًالمرتبييةًميينAًًمربعييةًًمصييفوفة
مزيدًمنًالمعاوماتًعنًخواصًاليدائمًوالمحيددًوالفيرفًبينهمياًيم ينًااطيلاعًعايىًتأخ ًإشارلًموجبة.ًوًلً(3)ًفيالحدودً
ً.[1,2,3,4]المراجعً
3238ًفيًعامًً(Cauchy)دبلً وشيًًمستقلًمن(ًأولًمنًأدخلًتعريفًالدائمًوًبش لBinetًلقدً انًبينيتً)ً

ًفيييًالسييينواتدائييمًمصييفوفةًنظريييةًًالرئيسيييةًفيييًوراتطييتالعييلاولًعاييىً ليي  ًجييرتًًبقايييل.ًأوًبعييدذًدبييلًتعريييفًالمحييدد
فيييًعيييدلًتطبيقيياتًمثيييلًًتييي وًفائدًمصييفوفةًمفادهييياًأنيي ًتبيييينًأهميييةًدائيييمحقيقييةًإليييىًًيعييودًوًمييردً لييي نًالأخييييرل.ًيالعشييرً

فييًبييانًحساحًحاقاتًهاماتونًوًًً[[7إيجادًالمعاملاتًالواحديةًفيًبيانًموج ًًوً[1نظريةًالبيانً]ًوً[61,التوافقياتً]
ً.ًوًغيرها[9ً]ًت[ًواءحصاتًوااحتماا2وينً]وًنظريةًالتا

هييوًمسييألةًصييعبةًبدرجييةًمربعييةًعمايييةًفيي نًإيجييادًدائييمًمصييفوفة3nًًفيييAًًبينميياًيم يينًحسيياحًمحييددًمصييفوفةً
ًتيامPً#(ًهييًمسيألةً,31نًمسيألةًحسياحًدائيمًالمصيفوفاتً)إ[1ً(ً]Valiant)ًفالينت[.ًبين33ًصعوبةًحساحًالمحددً]

[7]ً(NP-Complete)ًًإنًمسألة.#P لآاتًبيزمنًحيدوديًفييًاهوًصفًالتوابعًالتيًتحسحًعيددًمسياراتًالقبيولًًتام
ً(.NPًًحتميً)آاتً

لحسياحًالقيميةًالدديقيةًليدائمًصييحًتحاياييةًفييًالبحي ًعينًدأحًالبياحثونًًفقيدًنظراًلأهميةًتطبيقاتًدائيمًمصيفوفةوً
إاًأنًحساحًه ذًالصيحًصعحًلا ايةًوً ل ًنظراًلا افةًالحسابيةًالعاليةًلدىًتطبيقهاًعنيدًً [5,3,4,7,9,10]مصفوفةً

نًتر زًتطبيفً حساحًدائمًمصفوفة.ًوً ماًهوًالحالًفيًالمحددًف ن ًاًتوجدًطرائفًفعالةًلحساحًدائمًمصفوفةًحتىًوا 
المسيألةًمفتوحيةًًفي نالبييانًوًالأشيجارًوًلي ل ًًوالتيًتاعحًدوراًهاماًجداًفيًنظرييةً(0,1)ه ذًالطرائفًعاىًمصفوفاتً

 Bax and)ً[8]ًفران اينًبا سًومماًيجعاهاًمجااًهاماًوًأرضيةًخصبةًلابح .ًوًلعلًأفضلًه ذًالطرائفًماًأوجدذً

Franklinًًتييتاخصًهيي ذًالخوارزميييةًبحسيياحًجميييعًالحييدودًفيييًمنشييورًدائييمًالمصييفوفةًثييمًحيي فًجميييعًالحييدودًالتييي.)
الصييفرً)وًنييدعوهاًالحييدودًالصييفرية(ًوً ليي ًبهييدفًتسييريعًالحسيياحًوًتخفييي ًتعقيييدًالخوارزمييية ًإاًأنًًديمتهيياًتسيياوي

وًميينًجهييةًأخييرىًإ اً ييانًعييددًً الييزمنًالييلازمًلحيي فًالحييدودًالصييفريةً بيييرًجييداًإ اً انييتًالمصييفوفةًميينًمراتييحًعايييا
لةًنصفًخوارزميتينًجديدتينًلحساحًدائمًمصفوفةًمماًيجعلًالخوارزميةًغيرًفعالة.ًفيًه ذًالمقاًاًًالحدودًالصفريةً بيرً

.ًًباسيتخدامًهياتينAًالموافيفًلامصيفوفةAGًً.ًتعتمدًهاتانًالخوارزميتانًعاىًالبيانًالموجي nًمنًالمرتبةAًًمربعةً
الحيدودًاللاصيفريةًفييًمنشيورًدائيمًمصيفوفةًدونًالحاجيةًلحسياحًالحيدودًالصيفريةًوً لي ًبيأنًًنحسيحًرزميتينًفقيطالخوا

نقصرًالحساحًعاىًالعناصرًاللاصفريةًفيًالمصفوفةًب يجادًنظامًتخيزينًجدييدًيقيومًبحصيرًتطبييفًالخيوارزميتينًعايىً
التعامييلًمييعًأصيييفارًوًهيي اًبييدورذًييييوفرًلنيياًجهيييداًًالعناصييرًاللاصييفريةًفييييًالمصييفوفةًمميياًيسييياعدناًفيييًتجنييحًالعميييلًو

حاسوبياًوًفسحةًفييً ا يرلًالحاسيوحًالمخصصيةًلتخيزينًعناصيرًالمصيفوفة.ًأخييراًنجيريًبعي ًالتجيارحًالعددييةًعايىً
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عاييىً ++Cمصييفوفاتًمولييدلًعشييوائياًوًنوضييبًالفييرفًبييينًتنفييي ًهيياتينًالخييوارزميتينًوخوارزميييةًبييا سًوًفييران اينًبا ييةً
ً.512ب ا رل4ًًمًحاسوحًبنتيوً

ًًً
   :أىدافوأىمية البحث و . 2

.ًلي اًدأبنياًًالدراسيةياعحًدائمًمصيفوفةًدوراًهامياًفييًالعدييدًمينًالتطبيقياتًفييًحياتنياًالوادعييةً مياًأشيرناًفييًمقدميةً
نظيراnًًمينًالمرتبيةAًًمصيفوفةًمربعيةًًتعتبرًخوارزمياتًفعالةًلحساحًالقيمةًالفعايةًليدائمحاسوبيةًالبح ًعنًطرائفًب

لتع رًإيجادًصي ةًتحايايةًتعطيًالقيمةًالفعايةًلحساحًدائمًمصفوفة.ًدبلًأنًنبيدأًبعير ًالخوارزميياتًالمطيورلًابيدًمينً
ًتقديمًخافيةًنظريةًلأهمًالمفاهيمًالأساسيةًفيًنظريةًالبيانًوالمصفوفاتًالمستخدمةًفيًالمقالة.

ًً
  :طريقة البحث و مواده. 3

ًمفاهيمًأساسيةًفيًنظريةًالبيانًوًالمصفوفات.1.3ً
(Basic Concepts in Graph Theory and Matrices) 

يوازيًدائمًمصفوفةًدائيمًبييانًيمثيلًهي ذًالمصيفوفة.ًعملًبالبياناتًالموجهة.ًدائمًمصفوفةًاليوازيً ثيراًمنًالعملًب
لبيانًهمياًموضيوعانًمتشيابهان.ًيم ينًأنًيمثيلًنميو فًمصيفوفةً ثييرلًالأصيفارً)نقيولًالبنيةًالصفريةًلمصفوفةًوًنظريةًا

عنًمصفوفةًإنهاً ثيرلًالأصفارًإ اً انًمعظمًعناصرهاًأصفارا(ًمربعةًببيانًوعندئ ًيم نًأنًتستخدمًالنتائجًمنًنظرييةً
اهيمًالأساسيةًفيًنظريةًالبيانًوًنظريةًبع ًالمفه ذًالفقرلًالبيانًلاحصولًعاىًنتائجًمصفوفةً ثيرلًالأصفار.ًنقدمًفيً

.ًدبييلAًالموافييفًلامصييفوفةAGًًالبيييانًالموجيي ًًوnًمربعييةًميينًالمرتبييةAًًمصييفوفةًالعلادييةًبييينًالمصييفوفاتًوًنبييينً
ًً:[13 ,12]ًلضروريةًالتاليةمفاهيمًاندخلًالAًالمواففًلامصفوفةAGًًتعريفًالبيانًالموج 

ًًً(Directed graph):لبيانًالموج اًً-1
يتألف البيان الموجه   EVG مةه الأواا  المرتبةة مةه الشة    Eمع مجموعةة  مه العناصر تدعى العقد Vمه مجموعة  , ji, 

 .V إلى jا iتنتمي  تدعى الأقواس الموجهة، حيث

 :(Subgraph)الجزئيًالبيانًً-8ً

البيييانًالجزئيييًميينًبيييانًموجيي ً EVG بيييانًموجيي ًًهييوً, sss EVG ًانمجموعتييميياًهsEًوsVًًًبحييي ًأنً,
VVsعاىًالترتيح.ًإ اً انتEًوVًًمنًًتانجزئي ًًفيدعىًالبيانًالجزئي sss EVG  بالبيانًالجزئيًالأساسيًً,

(Spanning subgraph)ًًالبيانًمن EVG ,.ً
 :(Labeled graph)ًالبيانًالمرمز -3

ً.nًإلى1ًًبالأعدادًالصحيحةًمنGًًإن ًبيانًمرمزًإ اًرمزتًعقدًالبيانًالموج Gًًنقولًعنًبيانًموج  
 :(Weighted graph) الموزون البيان-4

هوًبييانًموجي ًيحميلً يلًديوسًموجي ًفيي ًوزنيا.ًنرميزًبيالرمزGًالبيانًالموج ًالموزونً  jif لايوزنًالميرتبطًً,
بالقوسًالموج  ji,ًًمنGًًإ اً ان.sGًالبيانًبياناًجزئياًمن Gًًف نناًنعنيًبالرمز sGfً:ًماياي

(2)ً                                           
 

 







 





otherwise,

G,j,if

Gf
s

Gj,is s

0



 

 امةًأخرى ًيرمزب  sGfًًإلىًجداتًالأوزانًالمرتبطةًبالأدواسًالموجهةًلابيانًالجزئيsG.ً
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 : (Path) المسارً-5ً
}{المسار vu  مينًصياةفييًبييانًموجي ًهيوًمتتالييةًمينًالعقيدًالمتميايزلًوالأديواسًالموجهيةًالمت uًًإليىvًحيي ًب

ًهيًمسارًيبدأًوينتهيًفيًنفسًالعقدل. (Circuit or Loop)أن ًليستًهنا ًأدواسًموجهةًم ررل.ًالدارلً
   :(Outgoing and Incoming degree of a node)ًلعقدلًالخارجةالدرجةًًلدرجةًالداخاةًواًً-6ً

هييًالعيددGًًفييًبييانًموجي iًًًالدرجةًالخارجةًلعقدل id ًًمينًالأديواسًالموجهيةًالتييًتماي ًالعقيدلiًًعقيدل 
هيييًالعييددًفGًفيييًبيييانًموجيي iًًالدرجييةًالداخاييةًلعقييدلًأميياًًابتدائييية. id ًالتيييًتمايي ًالعقييدلًًميينًالأدييواسًالموجهييةiً

ً.Gفيًً عقدلًطرفية
 (Regular graph):ًلبيانًالمنتظماً-7ً

إ اً ييانkًًإنيي ًمنييتظمًميينًالدرجييةGًًنقييولًعيينًبيييانًموجيي ً    d i d i k  ًًميينًأجييلً ييلًعقييدلiً.
 .1وه  اًف نًالدارلًالموجهةًهيًبيانًموج ًمنتظمًمترابطًمنًالدرجةً

 :(Digraph of matrix) البيانًالموج ًلمصفوفة:1ًتعريفً
هيوًبييانAGًًونرمزًل ًبالرمزAًًاففًلامصفوفةً.ًالبيانًالموج ًالموnًمصفوفةًمربعةًمنًالمرتبةAًًلت نً 

بحي ًأن ًيوجدًدوسًموج عقدلً nو موج ًموزونًمرمزً ji, بوزنija 0إ اً انija  ًأجيلًمينnji ,...,2,1, ً
ً.Aًلمصفوفةًفيًاوالع سًبالع س.ًاحظًأنًالبيانًالموج ًمستقلًعنًديمةًالعناصرًاللاصفريةً

ً:4مصفوفةًمربعةًمنًالمرتبةAًًلت نً :(Example)   1 مثال

(3)ًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًً




















4441

3331

2322

1411

00

00

00

00

aa

aa

aa

aa

Aً

ً.ً(1)ًمبينًفيًالش لهوً ماًً(3)المواففًلامصفوفةAGًًالبيانًالموج يعطىً
 

ًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًً33a                             11a                          44a                              

                                                               31a                      14a                                           

                                                                        ً                               

ًًًًًًًًًًًًًًًًًًًً                     4     4                                    1                               3           

                               ً
                                     23a                                             41a       ًً                                    

ًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًً         22aً ً
ًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًً                                                                                                2 

                         ً
 .(3)الموافق  لممصفوفة  AGالبيان الموجو  (:1) الشكل

 
 
 
 

 :(Computing Permanent of a Matrix) .ًحساحًدائمًمصفوفة2.3
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وnًًميينًالمرتبييةAًًفيييًمنشييورًدائييمًمصييفوفةًمربعييةًةنبييينًفيييًهيي ذًالفقييرلًالعلادييةًالوطيييدلًبييينًالحييدودًاللاصييفري
أواً.ًدبلًأنًنبدأًب يجادًه ذًالعلادةًنعرفAًالمواففًلامصفوفةAGًًأنواعًمعينةًمنًالبياناتًالجزئيةًفيًالبيانًالموج ً

ً ماًياي:ًG  (Permanent of digraph )دائمًبيانًموج ًوًمنًثمًً(factor-1)ًالمعاملًالواحدي
والي يGًًهيوًبييانًجزئييًأساسييًمينGًًالمعاميلًالواحيديًفييًبييانًموجي ً .(factor-1)ًً:ًالمعاملًالواحدي2تعريفً

هيوًمجموعيةًمينًاليداراتًالموجهيةًالمنفصياةًالتييًتشيملً يلًأوًبشي لًآخير ًالمعاميلًالواحيديًً.1ًمنيتظمًمينًالدرجيةهوً
ً.Gًعقدًالبيان
Perونرمزًل ًبالرمز Gًبيانًموج ًًدائميعرفً:ً(Permanent of digraph)ً:ًدائمًبيانًموج 3تعريفً G ً

ًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًً(4)      ًًًًًًبالصي ةًالتالية: 
h

Per G f hً

يرمزًًوGًهوًمعاملًواحديًفيhًًحي  hfًًًجداتًالأوزانًالمرتبطةًبالأدواسًالموجهيةًلامعاميلًالواحيديإلى
hً.ً(2)ًفيًالش لً(1)ًعطىًالمعاملاتًالواحديةًمنًالش لب ر ًالتوضيبًت.ً

ًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًً               33a          22a                          41a     ًًً
         ً

                                                            ًً1ًًًًًًًًً8ًًً3ًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًً1ًً
                                                                                                                                          

                                                                                                    14aً
                        ً

ًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًً          22a          33a             44a           11a      ً                            

  

 

 

                                 1               4                 3             2                                                             ً
 

 .(1)مجموعة المعاملات الواحدية من الشكل  (:2 ) الشكل
ً

هي ذًالعماييةًبطيئيةًجيداًومعقيدلًوحتيىًأني ًمينًإاًأنًبحي فًغياوس.ًمصيفوفةًبييانًموجي ًميرتبطًبًدائميم نًتقديرً
معطيالًبالشي لًالرميزيًولييسًبالشي لًالعيددي.ًبينمياًتناسيحًالعلاديةًعناصيرًالمصيفوفةًغيرًالمم نًالقيامًبي ل ًإ اً انيتً

ب اتًال هربائيييةًوالييداراتًاال ترونيييةًوبنيياتًعاييحًالسييرعًالأرضيييةًنصييادفًفيييًتطبيقيياتًعديييدلً الشييًهيي ذًالحيياات.ً(4)
وشب اتًالنقيلًوغيرهياًمصيفوفاتًتعطيىًعناصيرهاًبداليةًرميوزًتمثيلًوسيطاتًالنظيامًالميدروسًوالميرادًمعرفيةًسياو  ًب ييةً

ًًتطويرًوالتنبؤًبالنظام.الفهمًوًال
متطابقييان.ًيم يينًالحصييولًعاييىًالييرابطAًًًليي ًالمصييفوفةًالموافقييةًدائييمًوAGًبيييانًموجيي ًًدائييمأنًًنبييينًفيميياًياييي

ًم:دائبالعودلًإلىًتعريفًالAGًوالبيانًالموج Aًالمصفوفةًًدائمالأولًبينً
(5)ًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًً

 
1 21 2 ...

nj j nj

j

Per A a a aً

المجموعًًيؤخ ًحي 
 

j

منًالمجموعةnً!اديلًعاىً لًالتبً 1,2,...,nً.ً

ًوnًمينًالمرتبيةAًًًمربعيةًمصيفوفةًدائيمتبينًالمبرهنةًالتاليةًالعلادةًالوطيدلًبيينًالحيدودًاللاصيفريةًفييًمنشيورً
ً.AGالمعاملاتًالواحديةًفيًالبيانًالموج ًالمواففًبينً
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ً:1 (Theorem)مبرهنة
ًعندئ :.nًمنًالمرتبةAًالبيانًالموج ًالمواففًلمصفوفةًمربعةAGًًلي نً  
ً

(6)ًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًً 
h

Per A f hً

ً.AGًمعاملًواحديًفيهوhًًي ًح
ً ًلي ن:(3):ًمنً(Proof) البرىان

(7)ًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًً0...
21 21 

nnjjj aaaً
الموافيفًلهي اًالحيدًاللاصيفريًيتيألفًمينًالأديواسAGًًمينًالبييانhًًمنًأجلًتبيديلًميا.ًواضيبًأنًالبييانًالجزئييً

ًالموجهيية     njjj n ,,...,2,,1, بالضييبطًميييرتينًفيييًهييي ذًالمتتالييية ًمييرلً مر بيييةًأولييىًليييزوفkًً.ًتظهييرً يييلًعقييدل21ً
مرتحًوثانياً مر بةًثانيةًلزوفًمرتح.ًه اًيعنيًأن ًفيًالبيانًالجزئيًالمؤليفًمينًالأديواسً     njjj n ,,...,2,,1, 21ً

AGًهيوًبييانًجزئييًأساسييًمينًالبييانhًًه ي اًفي نًً لاهماًمساوًلاواحيد.ًوhًالدرجةًالداخاةًوالخارجةًل لًعقدلًمنً
.ًوبييالع س ًواضييبًأنيي ًميينًأجييلً ييلًمعامييلAGًًفيييهييوًبيييانًمنييتظمًميينًالدرجييةًالأولييىًأيًأنيي ًمعامييلًواحييديًاليي يًوً

اصييييفريًوحيييييدًولييييي نًًحييييدًهنييييا AGًًًفيييييhًواحييييديً
nnjjj aaa ...

21 .ًوه يييي اًهنييييا ًتقابييييلًبييييينًالحييييدودً(3)فييييي21ًً
ًً□نًًًًًالبرهاًب ل ًيتمًوAGًوالمعاملاتًالواحديةًفيًً(3)فريةًفيًصاللا

مينًالمستحسينًاسيتخدامًلي ل ًفجيداًًعددًالمعياملاتًالواحدييةًهيوًعيادلً بييرف نً AGًمنًأجلًبيانًموج ًمعقدًوً
العلاديةًدائيمًمصيفوفةًباسيتخدامًتر ًحدوداًفيًحساحًمنشورًاًنلتحديدًه اًالعددًمسبقاًبحي ًً[6]ًصي ةًدائمًمصفوفة

(4)ً.ً
ً:1 (Corollary)نتيجةً

1ijcًالتيًفيهياACًًمساوًلدائمًالمصفوفةAًلمصفوفةًمربعةAGًًعددًالمعاملاتًالواحديةًفيًبيانًموج ًً
إ اً يانً ji,ًًًفييدييوسًهيوAGًً0وijcًً. لنأخي ًالبيييانًالموجي ًلاتوضيييبخييلافً ليAGًًًيعطييىً(1)ميينًالشي ل.

ًبالصي ة:AGًعددًالمعاملاتًالواحديةًفيً

2

1001

0101

0110

1001





















 PerCPer Aً

يعطيىً مياًً(3)ًدائيمأنً(4) ووفقياًلاصيي ةًً(2) مياًهيوًمبيينًفييًالشي لAGًًينيتجًمينًالمعياماينًالواحيديينًفييً
ًياي:

(8)                        11 22 33 44 14 41 22 33Per A a a a a a a a a ً
ميينAًًبعييدًأنًدييدمناًمبرهنييةًتوضييبًمييدىًالعلادييةًالهامييةًبييينًالحييدودًاللاصييفريةًفيييًمنشييورًدائييمًمصييفوفةًمربعييةً

نصفًفيماًيايًخوارزميتينًتعتمدانًعايىAًًالمواففًلامصفوفةAGًًوًالمعاملاتًالواحديةًفيًالبيانًالموج nًًالمرتبةً
ًماوردًفيًه ذًالفقرلًلحساحًدائمًمصفوفةًوهماً ماًياي:

ً:(First Algorithm).ًالخوارزميةًالأولى1ً
ًبالخطوتينًالتاليتين:nًمنًالمرتبةAًًتتاخصًه ذًالخوارزميةًلاحصولًعاىًدائمًمصفوفةًمربعةً
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ً.AالمواففًلامصفوفةAGًتوليدًالمعاملاتًالواحديةًفيًالبيانً .3
 .Aلحساحًدائمًالمصفوفةً(6)تطبيفًالصي ةً .8

ًيم نًأنًنشرحًهاتينًالخطوتينًفيًالخوارزميةًالتالية:
ً:(Algorithm)1ًخوارزميةً

ً ماًياي:ً(6)باستخدامًالصي ةAًًمصفوفةًمربعةًيعطىًدائمً
ًًً( i ) ًحساحً لًالداراتًالموجهةًفيAGً:ماًياي ً

ًًًًًًًًًً(a)ًًحساحًالدرجةًالداخاةًلاعقدلiًً حيn,...,,i 21. 

ًًًًًًًًًً(b)ًًلًالداراتًالموجهةًالتيًتحويًالعقدلًإيجاد i ً حيn,...,,i 21. 

ًًً( ii )ً.ًح فًالداراتًالموجهةًالم ررل
ً.AGعددًالداراتًالموجهةًفيnumxloopًًلي ن .1
نعرفً .8 numxloopF ,...,2,1ًًةً لًالداراتًالموجهةًفيًمجموعبأنهاAG. 

 .Fنحسحًطولً لًالداراتًالموجهةًفي .0

ًنقومًبماًياي:Fiًمنًأجلً لًدارلًموجهة .4
ًًًًًًًًًًً4.1ً do numxloopً  to 1 ik For ً

ًمتطابقين.ًعندئ kًوiًًإ اً انًطولًالدارتينً.(4.1.1)ًًًًًًًًًًًًًً
ً.ًعندئ iتبديلاًلادارلkًًإ اً انتًالدارل.ً(1)ًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًً

ً.kنح فًالدارل.ً(1.1)ًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًً
ًًً( iii ) .ًإيجادًالمعاملاتًالواحدية:ً

ًعددًالداراتًالموجهةًبعدًح فًالداراتًالم ررل.numloopًلي ن .1
نعرف .8 numloopF ,...,2,1ˆ ًًمجموعةً لًالداراتًالموجهةًبعدًح فًالداراتًالم ررل.بأنها 

Fiمنًأجلً لًدارلًموجهةً .0 ˆً: ًعندئ
اًنحسحًديمةًالمعاملًالواحديًالناتجًًمعاملاًواحديا.ًعندئ iًإ اً انتًً.(3.1)ًًًًً ًوا 

(1) ً.ًiS ً
(8) ً. do numloopً  to 1k  For ً

إ اً انًً.(2.1)ًًً   kS ًعندئ.ً
ًًًًًًًًًًًًًًًًًًًً( i )              ً kSS ً
ًًًًًًًًًًًًًًًًًًً( ii )               ًًإ اً انتSً ًمعاملاًواحديا.ًعندئ

ًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًً(a)            ً.ًنحسحًديمةًالمعاملًالواحديًالناتج
ًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًً(b)  kSS .ً

 (Second Algorithm):  .ًالخوارزميةًالثانية8
نقدمًفيًالمبرهنةًالتاليةًخوارزميةًأخرىًلحساحًالمعاملاتًالواحديةًوالتيًهيً ماًسبفًوبرهناًأنهاًتمثلًالحدودً

ً.nبةمنًالمرتAًاللاصفريةًفيًمنشورًدائمًمصفوفةًمربعةً
ً:(Algorithm)2ًخوارزميةً
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iS ًولنرميزًبيالرمزnًمينًالمرتبيةAًالبييانًالموجي ًالموافيفًلمصيفوفةًمربعيةAGًًليي نً: 2 (Theorem)  مبرهنية ً
iSبيالرمزً عقيدلًابتدائييةًلهياًوًلنرميزًأيضياiًًالتييًتماي ًالعقيدلAGًًالبييانًًلمجموعةًرموزًأدواس ًًلمجموعيةًرميوز

يم يينًحسيياحًمجموعييةًالمعيياملاتًالواحديييةًًعندئيي ًي(ًلهييا. عقييدلًطرفيييةً)نهييائiًالتيييًتمايي ًالعقييدلAGًًأدييواسًالبيييانً

ًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًبالصي ةًالتالية:
1 1

n n

k i

k i

X S S 

 

   
    
   
 ً

ًحي ًترمزًالجداتاتًإلىًالجداتاتًالدي ارتيةًلامجموعات.
ً:(Proof)البرهانً

فييييي نAGًًمييييينًالبييييييانjًًدونًفقيييييدانًعمومييييييةًالبرهيييييان ًلنفييييير ًأنييييي ًمييييينًأجيييييلً يييييلًعقيييييدلً  0d j ًًو

  0d j ًًبماًأنً لًعنصرًمن.
1

n

k

k

S 



 
 
 
ًمنًالبيانًًاًًأساسيًاًًجزئيًاًًيواففًبيانAGًًبحي ًأنًالدرجةًالخارجة

تساويًالواحد ًأيًأنًل لًعقدلًمنًعقدذً  1d t ًًو ل ًأياً انيتًالعقيدلtًًمينًعقيدًالبييانًالجزئييًالأساسييًمين

.ًمنًجهةًأخرى ً لًعنصرًمنAGًالبيانً
1

n

i

i

S 



 
 
 
ًمينًالبييانًًسيطحياًًًاًًجزئييًاًًيوافيفًبيانيAGًًبحيي ًأنًالدرجية

الداخاةًل لًعقدلًمنًعقدذًتساويًالواحد ًأيًأنً  1d u ًًو لي ًأيياً انيتًالعقيدلuًًمينًالبييانًالجزئييًالأساسيي
.ًوبيي ل ًيييتمXًهيييًالتيييًتظهييرًفقييطًفيييAGًً.ًمميياًسييبفًينييتجًأنًالمعيياملاتًالواحديييةًميينًالبيييانAGًميينًالبيييانً

ًالبرهان.ًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًًً
ً:(3)ًلنأخ ًالبيانًالموج ًالمعطىًفيًالش لً:2ً(Example) مثال

ً
 .2بيان موجو لتوضيح توليد المعاملات الواحدية وفق الخوارزمية  (:3)الشكل 

 

ًبماًأن:
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         
5

5 13 1 7 2 6 8 10 12 9 3 4 11 14

1

, , , , , , , , ,k

k

S e e e e e e e e e e e e e e



 
     

 
ً

ًوأن:

         
5

1 4 12 2 8 7 9 11 13 5 6 14 3 10

1

, , , , , , , , ,i

i

S e e e e e e e e e e e e e e
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ً

جييداتاتًالدي ارتيييةًبشيي لً امييلًدبييلًأنًنأخيي ًعماييياتًاًبييدًميينًاءشييارلًهنيياًأنيي ًميينًالمستحسيينًأنًاًننشييرًال
تقاطعًمجموعتينًفيًالش لًالدي ارتيًو ل ًبهيدفًتخفيي ًالجهيدًالحسيابيًإ ًيم ينًأنًنحي فًمسيبقاًجمييعًالعناصيرً

ًالتيًتقعًفيًإحدىًالمجموعاتًوليسًفيًالأخريات.
ًفيًه ذًالمقالةًوًه اًالنظامًهوً ماًياي:ًرلطوًلتنفي ًالخوارزمياتًالمًاًًنقدمًفيًالفقرلًالتاليةًنظامًتخزينًجديد

ً(Storage scheme)ًالتخزيننظامً.3.3ً
عنصيييراًاصيييفريا.ًبنييييةًالمعطيييياتًالمسيييتخدمةnaًًتماييي nًًمييينًالمرتبيييةAًًًًمربعيييةلنفييير ًأنييي ًليييديناًمصيييفوفةً

سييطراًوفيييً ييلًسييطرًتخييزنًالعناصييرًً-ًسييطراًفيهيياًالعناصييرًاللاصييفريةتخييزنًيًطريقييةًجديييدلًهييAًًالمصييفوفةًلتمثيييل
ًًًًًً ًونشرحهاً ماًياي:اللاصفريةًوفقاًلتزايدًأدلةًأعمدتها

JA وVAً ًميامتجهتيينًهًجدييدلوفيفًطريقيةًالتخيزينًالAًًالمعطيالمصيفوفةًاليتطايحًتخيزينً تحيويً يلًمنهمياً 
na ًًحي عنصراnaًًهوًعددًالعناصرًاللاصفريةًفيًالمصفوفةA.ًً يحتويًالمتجVAًًاعناصرًالقيمةًالعدديةًلعاى

عايىًأدليةًالعميودًالموافقيةًلاعناصيرًاللاصيفريةJAًًالمتجي ًًسيطراًويحتيويً-ًالمخزنةًسطراAً صفوفةلمفيًااللاصفريةً
Aًتخيزينًالمصيفوفةًًإ نًيحتيافب شيارلًسيالبة.JAًًنبدأًدليلًالعميودًالأولًفييً يلًسيطرًفييً.VAًفيًالمتج المخزنةً

2nبداًمنna2ًًإلىً
ً(3)فميثلاًمينًأجيلًً.وًهي اًتخفيي ً بييرًجيداًفييًالي ا رلً مصيفوفةً ثيفيةAًفيًحالًتخيزينًًًً

ًهيً ماًياي:Aًلامصفوفةًًطريقةًالتخزينًالجديدل

ً
                       ًًًً
ًالجديدلًالم  ورلًأعلاذ.باستخدامًطريقةًالتخزين2ًًًوً 3تانًالخوارزمينف ًفيًه ذًالمقالةًت

ً.Aًالمصفوفةًمنً(أوًالسفاي)متناظرلًفي فيًتخزينًالجزتًالعاويAًً:ًإ اً انتًالمصفوفة1ً (Notice)ملاحظةً
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ً:(Numerical Experiments.ًالتجارحًالعدديةً)4.3
 512و4ًًعايىًحواسييحًبنتييومًً++Cالتيًتعتمدًعاىًالبياناتًالموجهيةًحاسيوبياًبا يةًالخوارزمياتًالمقترحةًننف ً

RAMً.ًلخوارزمييياتً.ًنفيي تًا4نخييزنًفقييطًالعناصييرًاللاصييفريةًفيييًالمصييفوفةًباسييتخدامًنظييامًالتخييزينًالجديييدًميينًالفقييرل
بنجاحًعاىًالتجارحًالعدديةًالتييًحصياناًعايىًعناصيرًمصيفوفاتهاًباسيتخدامًالموليداتًالعشيوائية.ًوًنيوردًهنياًفقيطًمرتبيةً

ًالمصفوفةًوًعددًالعناصرًاللاصفرية.ً
وًمينًتطبييفًخوارزمييةًبيا سًوًفيران اينًفيي2ًًو1ًًدونتًالنتائجًالحاصاةًمنًتطبييفًالخيوارزميتينًالجدييدتينً

وًأيضيياًميينًخوارزمييية2ًًأفضييلًب ثيييرًميينًالخوارزمييية1ًًميينًالجييدولًيتضييبًأنًزميينًتنفييي ًالخوارزميييةً(.1ًلً)الجييدوً
عييلاولًعاييىً ليي ًفيي نًمييرات.1ًًأسييرعًميينًخوارزميييةًبييا سًوًفييران اينًبحييوالي3ًًإ ًأنًالخوارزميييةًبييا سًوًفييران اين.ً

هيييًأسييرعًميينًالخييوارزميتينًالأخييريين1ًًخوارزميييةًأسييرعًميينًخوارزميييةًبييا سًوًفييران اين.ًوًه يي اًفيي نًال2ًالخوارزميييةً
والبيياحثينًاليي ينًمميياًيجعاهيياًطريقييةًحاسييوبيةًتسييتحفًااهتمييامًلحسيياحًدائييمًمصييفوفةًمربعيية.ًوًليي ل ًننصييبًالمهتمييينً

يم ينًأن2ًًو1ًًباعتمادها.ًمنًجهةًأخرىًوًنظراًلسرعةًزمينًتنفيي ًالخيوارزميتينًيتطاحًعماهمًحساحًدائمًمصفوفةً
ً:اءضافيةًفيًمجااتًأخرىًأهمًتطبيقاتهماًن  رًبع 

ً.2و1ًًحساحًمحددًمصفوفةًمربعةًبعدًإجراتًتعديلاتًبسيطةًعاىًالخوارزميتينً .1
 حساحًالمعاملاتًالواحديةًفيًبيانًموج . .8

 حساحًعددًالحدودًاللاصفريةًفيًمنشورًمحدد. .0

 حساحًجميعًالداراتًالموجهةًفيًبيانًبماًفيهاًدارلًهاماتون. .4

 شجارًالأساسيةًفيًشجرلًالمصفوفةًالموافقة.إيجادًالأ .5

لحساحًدائمًمصفوفةًمربعةً اتًتوزيعًمعينًلعناصرهاًاللاصفريةًأوً ات2ًًو1ًًيم نًتطبيفًالخوارزميتينً .6
 توزيعًعشوائيًبعدًإجراتًتعديلاتًطفيفةًعايهما.

صييفوفةًااتصييالًفيييًالبيييانًالموجيي ًالموافييفًلمً(Complete matchings)حسيياحًعييددًالتميياثلاتًالتامييةً .7
ً.ACًالممثاةًبالمصفوفةً

 و خوارزمية باكس و فرانكمين 2و  1زمن تنفيذ الخوارزميتين  :(1الجدول )
 مأخوذا بالثواني لحساب دائم المصفوفات المولدة عشوائيا.

ردمً
ًالمسألة

مرتبةً
nًالمصفوفةً
ً

عددًالعناصرً
naًصفريةًاللا

زمنًتنفي ً
1ًالخوارزميةً

زمنًتنفي ً
2ًالخوارزمية

زمنًتنفي ًخوارزميةً
ًبا سًوًفران اين

1 1000 396 3.33ً0.02 0.05 

2ً1333ً1725 0.30 0.50 1.05 

3 11333ً6218 2.52 4.35ً6.27 

4 13333ً13481 4.05 6.22 11.75 

5 333333ً23139 7.55 11.05 21.25 

6 313333ً37542 11.54 17.68 33.85 

7 133333ً71133ً35.04 39.25 331.8.ً

ً:ًً(Conclusions and Recommendations)والتوصيات  ت. الاستنتاجا5.3
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nًمرتبيةًمينًالAًفيًمبرهنةًهامةًالعلادةًالوطيدلًبينًالحدودًاللاصفريةًفيًمنشورًدائيمًمصيفوفةًمربعيةًًابين
.ًدعونيييياًهيييي ذًالبيانيييياتًالجزئيييييةAًالموافييييفًلامصييييفوفةAGًًوأنييييواعًمعينييييةًميييينًالبيانيييياتًالجزئيييييةًفيييييًالبيييييانًالموجيييي ً

خيييوارزميتينًفعيييالتينًًالدراسيييةفييييًهييي ذًًناصيييفو1ًًبالمعييياملاتًالواحديييية.ًووفقييياًلهييي ذًالتسيييميةًوبااعتميييادًعايييىًالمبرهنيييةً
و1ًًءيجادًالقيمةًالدديقةًلحساحًدائمًمصفوفةًمربعية.ًأجرينياًبعي ًالتجيارحًالعددييةًباسيتخدامًالخيوارزميتينًجديدتينً

.ًدوناًالنتائجًفيًجدولًفتبيينًلنياًأن512ًوًب ا رل4ًًعاىًحواسيحًبنتيومًً++Cوًخوارزميةًبا سًوًفران اينًبا ة2ًً
.ًوًأخيييييراًدييييدمناًبعيييي 1ًأسييييرعًب ثيييييرًميييينًخوارزميييييةًبييييا سًوًفييييران اينًوًخاصييييةًالخوارزمييييية2ًًو1ًًميتينًالخييييوارزً

ً.2و1ًًالتطبيقاتًاءضافيةًمنًجراتًتطبيفًالخوارزميتينً
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