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   *دریباتي الدكتور محمد حسن

  
 

  )18/9/2003( قبل للنشر في  
  

 الملخّص   
  

  
ونقــوم بتطبیــق تلــك الصــیغ لحســاب قیمــة تقریبیــة لتكامــل ، نبنــي فــي هــذه المقالــة بعــض الصــیغ التربیعیــة المثلــى

نثبــت مبرهنــة واحــدة بهــذا ، و جــاكوبي -صــیغ غــوص، و تشیبیشــیف –هــذه الصــیغ هــي صــیغ غــوص . محــدد مــع وزن
  هي جذور الحدودیات :   kxالعقد . الخصوص
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  حیث :  

 ( ) ( )xUxT nn ـــــــــــــوعین الأول والثـــــــــــــاني أمـــــــــــــا   ,  هـــــــــــــي حـــــــــــــدودیات تشیبیشـــــــــــــیف مـــــــــــــن الن

( ) ( )xJxJ
÷
ø
ö

ç
è
æ -÷

ø
ö

ç
è
æ -

2
1,

2
1

2
1,

2
1

  حدودیات جاكوبي .  - ,
  
صیغة التربیعیة بدلالة التقریب الأفضـل نتعرف على التقریب الأفضل ونحصل على تقدیر من الأعلى لخطأ ال 

.  
كما نورد بعض الأمثلة كتطبیق للصیغ التـي حصـلنا علیهـا فـي حسـاب بعـض الـدوال الخاصـة مثـل دوال بسـل  

10 , JJ  . والتكاملات الناقصیة  
  

  
  
  

                                                 
  سوریة . –اللاذقیة  –جامعة تشرین  –كلیة العلوم  –یات مدرس في قسم الریاض  *
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  ABSTRACT    

 
In this paper we establish some best quadrature formulas and apply them to 

compute approximation value of definite integral with weight function.These formulas 
are Gauss – Chebyshev and Jacobi – Chebyshev formulas, we prove one theorem  in 
relation with this topic . 

The nodes kx  are roots of polynomials  
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where ( ) ( )xUxT nn ,  are Chebyshev polynomials of the first and second 

kind  , ( ) ( )xJxJ
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,  - Jacobi polynomials  
We define the best approximation and obtain above estimation for error of 

quadrature formula by means of the best approximation, we also give some examples 
for applying to the formulas which we obtained in the calculation of some special 
functions like Bessel functions and elliptic integrals.  

                                                 
* Lecturer  Department of Mathematics, Faculty of Sciences, Tishreen University, Lattakia, Syria 
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 
 من الشكل :    (Quadrature Formulas)ترجع دراسة الصیغ التربیعیة 
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  n  £ 7أنه عندما تكـون   ) Chebyshev( إلى القرن السابع عشر ، وقد أثبت الریاضي الروسي تشیبیشیف
التــي تقــع علــى مســافات متســاویة فیمــا بینهــا بحیــث مــن أجــل أي ) kx )Quadrature nodesعندئــذ توجــد العقــد

)(حدودي  xp n من الدرجةn    : على الأكثر تكون العلاقة التالیة محققة  

 )2 (          
ò å

=

=
1

0 1

)()(
n

k
knkn xpadxxp

  

فــإن المســألة غیــر قابلــة  n=8، أمــا مــن أجــل  n=9تعمــیم الدراســة لتشــمل الحالــة التــي تكــون فیهــا  تــم بعــد ذلــك
  . ] 1[للحل 

لأجـل ) 2( بحیث تتحقق العلاقة ] 0,1 [في المجال  kxقادت سلسلة البحوث والدراسات إلى عدم وجود عقد 
)(أي حـدودي  xp n 10تكـون  وذلـك عنـدما ³  n  وتبـین الدراسـة أن المعـاملات ،ka  تكـون سـالبة فـي صـیغة

  التالیة : ) Newton-Cottes( كوتس –نیوتن 
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محققـة ) 2( ،بحیـث تكـون العلاقـة ] 1 [) 1( علاوة على ذلك تم إعطاء طریقة لبناء صیغة تربیعیـة مـن الـنمط

  هي أعداد عادیة.  kxوالعقد  ka، كما أن المعاملات   xpn)(من أجل جمیع الحدودیات 
مســـألة أفضـــل صـــیغة تربیعیـــة علـــى ) Nikolskii,S.M,1950( درس الریاضـــي الروســـي س. م ، نیكولســـكي

حیــث قــادت سلســلة بحوثــه إلــى حــل المســألة الآنفــة الــذكر مــن أجــل بعــض صــفوف الــدوال ، . mدوال معطــى  صــف
ودرس إمكانیــة أن یصــبح هــذا المقــدار فــي ) 1( حیــث كــان قــد أخــذ الحــد الأعلــى الأصــغري لخطــأ الصــیغة التربیعیــة

  . نهایته الصغرى

)بحیـــث یحقـــق المشـــتق  ] 0,1 [المعرفـــة علـــى المجـــال  fصـــف الـــدوال  rwلـــیكن  )xf r )1( علـــى هـــذا  -
  وتتحقق الشروط : ) Lipschitz,s Condition( المجال شرط لیبشتس

1,..1,0,)0()( -="= rvovf  
اجها نعطي في الفقرة الأولى بعض التعاریف والمصطلحات إضافة إلى بعض التمهیدیات المسـاعدة التـي سـنحت

  في دراستنا .
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) Gauss-Chebyshev( تشیبیشـیف –أما في الفقرة الثانیة ، فسندرس الصیغ التربیعیة من نمط صیغ غوص 
علــى  f) وذلـك مـن أجـل الحسـاب التقریبـي لتكامـل الدالـة Jacobi- Chebyshev( تشیبیشـیف –وصـیغ جـاكوبي 

  أي التكامل من الشكل :  xw)(مع وزن  ] -1، +1 [المجال 

 )4 (                   ò
+
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=
1

1

)()()( dxxfxwfI  

)*) تـدعى الدالــة غیــر الســالبة  )( ) ( )xwxw  Weight ] دالــة وزن -1+ ، 1المعرفــة علــى المجــال [ 0³

Function)  (إذا كانت كمولة على هذا المجال .  
هنة واحدة تجمع الصیغ التربیعیة من نمط غوص وعلاوة على ذلك نحصـل علـى نقوم في هذه الفقرة بإثبات مبر 

بحـدودیات  fللدالة ) Best Approximation( التربیعیة بدلالة التقریب الأفضلتقدیر من الأعلى لخطأ الصیغة 
  . 2n-1من الدرجة 

  
І : تعاریف ومصطلحات ، تمهیدیات مساعدة .  

راهن من الممكن تقسیم مسائل نظریة التقریب إلى ثلاثة أنواع تعتبر بحد ذاتهـا الخطـوات الأساسـیة في الوقت ال
  ] . X  ]2لتطور مختلف الدراسات ولنبدأ بصیاغة هذه المسائل في فضاء خطي منظم 

i( هي تقریب عنصر مثبت  المسألة الأولى:xX  . Xمن الفضاء  Fبدلالة مجموعة مثبتة  '

  نسمي المقدار الآتي :   
( ) uxFxE

Fu
-=

Î
inf,  

xXالتقریب الأفضل للعنصر  FXبدلالة المجموعة  ' Ê . 

ii(  مــن مســائل نظریــة  التقریــب المســألة الثانیــة:تنحصــر )Approximation theory ( فــي كیفیــة تقریــب
 . Fمن المجموعة  fة مجموعة مثبتة بدلال Xمن الفضاء  mمجموعة مثبتة 

 نضع في حالتنا هذه :

( ) ( ) ( )6infsup,sup, uxFxEFmE
Fumxmx

-==
ÎÎÎ

  

iii( :هي مسألة تقریب مجموعة مثبتة  المسألة الثالثةm  من الفضاء X بدلالـة صـف مجموعـات معطـى{ }F 
جموعـــة مـــا مـــن هـــذه عندئـــذ یطلـــب اختیـــار م Fوبتعبیـــر آخـــر إذا كـــان لـــدینا صـــف مجموعـــات مـــا  Xمـــن الفضـــاء 

 . [2]أصغر ما یمكن   mالمجموعات بحیث یكون انحرافها عن المجموعة 

]نرمـــز بــــ  ]1,1 +-aHW r  لصـــف جمیـــع الـــدوالf  مـــن الصـــف[ ]1,1 +-rC  والتـــي مـــن أجلهـــا یحقـــق
)المشتق  )( )xf r  ] 1الشرط الآتي:[  

( )( ) ( )( ) 10; £<-£- aayxyfxf rr
  

  تسمى كل عبارة من الشكل : *)
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)وذلــك مــن أجــل الحســاب التقریبــي للتكامــل  )fI بصــیغة تربیعیــة () 4( الــوارد فــي العلاقــةQuadrature 

Formula ( تســـمى النقــاط ، وkx  مــن المجــال[ ]1,1 ، ) Quadrature nodes) (7( بیعیــةعقــد الصــیغة التر  -+
  .   k=1,2,... .,n      [3]حیث ) Weights( وهـي معاملات موجبـة تدعى أوزانـا أو أثقالا kAأمـا المعاملات 

)نكتب من أجل الحساب التقریبي للتكامل  )fI : العلاقة الآتیة  

( ) ( )fRfSdxxfxwfI nn +== ò
+
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1

1

)()()(  

  حیث :   
  ( )fRn  ) 7خطأ الصیغة التربیعیة( )Truncation Error.(  

مـن أجـل جمیـع الحـدودیات ) Precision Formula( ) صـیغة دقیقـة أو مضـبوطة7تدعى الصیغة التربیعیـة (
( )xPn  من الدرجةn : على الأكثر إذا تحققت المطابقة الآتیة  

)8         ()()().()( 1

1

1
knk
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]من المجال  kxوذلك أیا كان اختیارنا للعقد  ]1,1 +- .  
]عندئذ نضع  a=1لتكن  ] [ ]1,11,1 11 +-=+- +

¥
rr WHW  

  ولتكن : 
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]حیـــث  fوع فورییـــه ـ تشیبیشـــیف للدالــة متوســـطات مجمــ - l*هــي متتالیــة  ]1,11 +-Î ¥Wf  عندئــذ أثبـــت
  ]:4صحة التمهیدیتین الآتیتین [ ( Nikolskii,S.M 1946)الریاضي الروسي 

1),,(: إذا كان  ) Lemma( ) 1تمهیدیة مساعدة ( xfVn
*

- l  هو*l- المتوسـط الحسـابي لمجمـوع فورییـه 
  ـ تشیبیشیف عندئذ تتحقق بانتظام المتراجحة الآتیة :

)10                    (2
1 1.

2
),,()( x

n
xfVxf n -£- *

-
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l  

]وذلك أیا كانت  ]1,11 +-Î ¥Wf  
1)(] و 4[ (Bernoulli Function)دالة برنـولي  Br(t)) : لتكن 2تمهیدیة مساعدة ( tn-t  حـدودي مثلثـي

]من المجال  eعندئذ تتحقق من اجل كل  n-1من المرتبة  ]po   العلاقة الآتیة :   ,

)11                    (÷
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æ=- -ò rnr n

dtttB 1)()( 1 ot
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e

  

  إلى اللانهایة . nوذلك عندما تنتهي 
  ) تحقق العلاقة الآتیة :2ینتج عن التمهیدیة (
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  )  Favard's constantترمز لثوابت فافار ( rKحیث 
نقـــــــــــــدم فـــــــــــــي التمهیدیـــــــــــــة المســـــــــــــاعدة الآتیـــــــــــــة صـــــــــــــیغة عامـــــــــــــة تعتبـــــــــــــر تعمیمـــــــــــــاً لمطابقـــــــــــــة كریســـــــــــــتوفل                    

Identity) (Christoffl's  ] 5المعروفة [ .  
)إذا كانــت الــدالتان  ) :3تمهیدیــة مســاعدة ( ) ( )yfxf ii مجموعــة  x,yتحققـان مــن أجــل أي عــددین مثبتــین  ,
  العلاقات الآتیة : 

)13       (      ....1,0,2,2 1111 ±="+=+= +-+- ihhyhffxf iiiiii  
nkحیث  k,nعندئذ من أجل أي عددین صحیحین    تتحقق المطابقة الآتیة :  £

)14            (1111)(2 ++--
=

-+-=- å nnnnkkkki

n

ki
i hfhfhfhfhfyx  

   الإثبات :
  ات التمهیدیة نستخدم فرضیة الاستقراء الریاضي .لأجل إثب

  ) على النحو الآتي  : 13) یكتب اسـتناداً إلى العلاقات (14فإن الطرف الأیمن من العلاقة ( n=kإذا كانت 
( ) ( )

( ) kkkkkk

kkkkkkkkkkkkkk

hfyxhyfhxf
hhfhffhfhfhfhf

-=-=
=+-+=-+- +-+-++--

222
11111111  

   n=k) صحیحة من أجل 14الأمر الذي یؤدي إلى أن العلاقة (
  عندئذ یكون الحد الأخیر من الطرف الأیسر مساویاً لـ :  n+1بـ  n) كل 14نبدل في العلاقة (

( ) ( )
( ) 111111

2112211211

222 ++++++

++++++++++

-=-=
=+-+=-+-

nnnnnn

nnnnnnnnnnnnnn

hfyxhyfhxf
hhfhffhfhfhfhf

  فإننا مع اعتبار المساواة الأخیرة نستطیع أن نكتب : n=kلما كانت المطابقة صحیحة من أجل  

( ) ( )å
=

++++--++ -+-=-+-
n

ki
nnnnkkkknnii hfhfhfhfhfyxhfyx 2112111122  

  بالتالي :

( )å
+

=
++++-- -+-=-

1

2112112
n

ki
nnnnkkkkii hfhfhfhfhfyx  

، وبالتالي حسب فرضیة الاستقراء الریاضي یتم  n+1أجل القیمة  ) صحیحة من14مما یدل على أن العلاقة (
  المطلوب إثباته .

  ) : 1نتیجة (
)(,)(لــتكن  xUxT nn ] عندئــذٍ نحصــل فــي 4حــدودیات تشیبیشــیف مــن النــوعین الأول والثــاني علــى الترتیــب [

)()(,)()(,0حالة خاصة عندما  === kxTxfyTyf iiii  : على المطابقة الآتیة  

å
=

++ -=-+-
n

i
nnnnii yTxTyTxTyTxTyxyx

1
11 )()()()()()()(2)(  
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)()(,)()(و    k=0أما إذا كانت  xUxfyUyf iiii ==   
  ) یكون لدینا : 14فإننا استناداً إلى المطابقة (

)16             (å
=

++ -=-
n

i
nnnnii yUxUyUxUxUyUyx

0
11 )()()()()()()(2  

  
II- : دراسة العلاقة بین الصیغ التربیعیة والتقریب الأفضل  

كما نثبت . وص إذ أن هذه الصیغ تتمیز بدرجة عالیة من الدقةنبني في هذه الفقرة الصیغ التربیعیة من نمط غ
  لنضع أمامنا المسألة الآتیة : . 2n-1العلاقة بین خطأ الصیغ التربیعیة والتقریب الأفضل بحدودیات من الدرجة 

] والمعـــاملات -1+ ، 1[مـــن المجـــال  kxعــــدداً طبیعــــیاً معطــــى عندئــــذٍ كیـــف یمكـــن اختیـــار العــــقد  nإذا كـــان 
kAnk ) دقیقـة مـن أجـل جمیـع الحدودیـــات مـن أعلـى درجـة 7لأجل أن تكون الصـیغة التربیعیـة ( "=2,1.......,,

فــي الصــیغة الــواردة فــي  Akالمعــاملات و  kxمــن الوســـطاء هــي العقــد  2nممكنــة ؟ إن حــل المســألة یعنــي تعیــین 
12)(علیه یكون الحدودي  بناءً . )7العلاقة ( xP n-  2من الدرجةn-1 على الأكثر هو الحدودي الذي یطلب تعیینه .  

  تعطي المبرهنة الآتیة جواباً واضحاً وصریحاً على السؤال المطروح : 
] عقـداً للصـیغة التربیعیـة -1 + ،1مـن المجـال [ kxإن الشرط اللازم والكافي لكي تكـون النقـاط  ) :1مبرهنة (

)) هــو أن تكــون هــذه النقــاط جــذوراً للحــدودي 7( )i

n

i
xxx -P=P

=1
) Pkالمتعامــد مــع كــل الحــدودیات  )( )nk £ 

  وفق العلاقات الآتیة :  Akعلاوة على ذلك ممكن حساب المعاملات  w(x)بالوزن 

(i)                        dx
xxx

xxwA
k

k

21

1 ))((
)()( ú

û

ù
ê
ë

é
-P¢

P
= ò

+

-

  

  ] بحیث یكون : -1+ ، 1في المجال [  cوتوجد نقطة واحدة على الأقل 

(ii)           
( ) ( ) [ ]ò

+

-

+££-P=
1

1

2
2

11,)().(
)!2(

)( cdxxxw
n

cffR
n

n  

  نحصل على التقدیر الآتي :  2n-1بحدودیات من الدرجة  fوبدلالة التقریب الأفضل للدالة 

(iii) ò
+

-
-£

1

1
12 )()(2)( dxxwfEfR nn  

  الإثبات :
 ,5]عندئـذٍ یعطـى الحـدودي  fللدالـة  ) Hermite's Interpolation( فاء هرمیـتحـدودي اسـتی H(x)لـیكن  

pp. 65-69 ] H(x)  : على النحو الآتي  

[ ]( ) ( ){ }

å

å

=

=

¢+=

¢-+-¢-=

n

k
kkkk

n

k
kkkkkkkk

xfBxfA

xfxLxxxfxLxxxLxH

1

1

22

)()(

)()()()()())((21)(
  

  
  المعرف بالعلاقة :  (Lagrange's Interpolation)حدودي الاستیفاء للاغرانج  xLk)(حیث 
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)()(
)()(

kk
k xxx

xxL
P¢-

P
=  

  وبناءً علیه یكون:  H(x)) هي صیغة دقیقة من أجل الحدودي 7رض أن الصیغة (نف

[ ]ò å
+

- =

¢+=
1

1 1

)()()()(
n

k
kkkk xfBxfAdxxHxw  

  نأخذ بعین الاعتبار شروط الاستیفاء لـ هرمیت فیكون لدینا  :
constant[ ] =P=- kxkxHxf ;)()()( 2  

  على النحو الآتي :  Gونعرف الدالة المساعدة 
[ ]2)()()()( xkxHxfxG P--=  

  أي أن :  kxهذه الدالة ومشتقتها في النقاط  تنعدم
nkxGxG kk ...,.........2,10)()( ="=¢=  

]نقطة من المجال  kxلتكن  ]nxx )(0تحقق  1, =kxH  : بالتالي یكون  

[ ]
( )a

x
xHxf

k
k

kk
2)(

)()(
P

-
=  

ــــى مبرهنــــة رول  ینعــــدم مــــن أجلهــــا المشــــتق أي  x=cنقطــــة مثــــل  (Rolle's Theorem)توجــــد اســــتناداً إل
( ) 0)(22 =+ cG n .  

  بالاشتقاق یكون :

( ) ( ) ( )
( ) ( )b
n

cfknkcf
n

n

!12
0!12

)22(
)22(

+
=Þ=+-

+
+  

  على العلاقة:  nبــ   n+1و  xبـ   kxبعد تبدیل  ) b( ) وaنحصل بمقارنة العلاقتین  (
  

( ) ( )
( )( )

( ) ( )[ ]2
2

.
!2

x
n

cfxHxf
n

P=-  

  
)نضرب العلاقة الأخیرة  بالوزن  )xw  نكامل على المجال و[ ]1,1  nRفنحصل مـن أجـل الخطـأ  -+

  على العلاقة :  ) 7( لصیغتنا التربیعیة

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( )( )
( ) ( ) ( )[ ] dxxxw

n
cf

dxxHxfxwfR

n

n

2
1

1

2

1

1

!2
P=

=-=

ò

ò
+

-

+

-
  

  ) المطلوب إثباتها .ii( وهي العلاقة
  .) 1( الواردة في نص المبرهنة ) i( إلى إثبات العلاقةننتقل 

  لما كان :
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( ) ( ) ( )
( )k

kk x
xxLxx

P¢
P

=-
  

  فإنه یكون :

( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0..1

.

.

1

1

1

1

1

1

1

2

=÷
ø

ö
ç
è

æ
P

P¢
=

P¢
P

=

=-=

åò

ò

ò

=

+

-

+

-

+

-

dxxaxxw
x

dxxL
x
xxw

dxxLxxxwB

n

k

k
k

k

k
k

kkk

  

)حیث الحدودي  )xP : متعامد مع جمیع الحدودیات من درجة أقل من درجته وبالتالي یكون  
kBK "= ,0  

  فإننا نكتب : kAلأوزان أما من أجل ا

( ) ( )( )[ ] ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )dxxLxw

BxLdxxLxw

dxxLxxxLxwA

k

kkkk

kkkk

ò

ò

ò

+

-

+

-

+

-

=

¢-=

=-¢-=

1

1

2

2
1

1

1

1

2

.2

21

  

  وبناءً علیه نكتب :

( ) ( )
( ) ( ) dx

xxx
xxwA

kk
k ò

+

-
ú
û

ù
ê
ë

é
P¢-

P
=

1

1

2

  

  .) 1( ) من المبرهنةiبذلك تم إثبات العلاقة (
  . في هذا العمل ة) الوارد1( نقدم في التمهیدیة الآتیة تعمیماً للتمهیدیة المساعدة

  إثباتها : و  ) وفیما یلي نص التمهیدیة1( من المبرهنة) iii( ثبات العلاقةهذه التمهیدیة تلزمنا لإ
  : ) 4( تمهیدیة مساعدة

]دالة تنتمي إلى الصف  fلتكن  ]1,11 +-HW r   عندئذ ممكن بناء متتالیة من الحدودیات المثلثیة
( )( )xfg n   وتتحقق بانتظام المتراجحة الآتیة :   f تتعلق خطیاً بالدالة -1,

( ) ( ) ( ) ÷
ø
ö

ç
è
æ+-£- - r

r

r
r

n n
x

n
kxfgxf 101, 2

1
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]ثوابت فافار    krحیث   ] ( )tsConssdFap tan'var66.,2  
  :) proof( الإثبات

ـــة   r=1إذا كانـــت ـــا نحصـــل علـــى العلاق ـــة المســـاعدة) 10( فإنن  K,3,2=rلـــتكن، ) 1( الـــواردة فـــي التمهیدی
]و ]1,11 +-Î Hwf r     

)بحیث یكون :  )( ) 1,,4,3,2,100 -="= rif i K   
txنضع  cos=         : بالتالي یكون  

( ) ( ) ( )ttfxf j== cos  
( ) ( ) ttft sin.cos¢-=¢j  

( ) ( ) ( ) ( ) ttfttft cos.cossin.cos1 22 ¢-¢¢-=¢¢j  
  بشكل عام یكون :

( )( ) ( ) ( )( ) ( )thttft r
rrrr +-= sin.cos1j  

  وعلاوة على ذلك :

( ) ( ) ( )( )å
-

=

=
1

0
cos

r

k

k
kr tftath  

)حیث  )tak . حدودیات مثلثیة _  
  : ] 2راجع  [  mمن المرتبة  rm,tإن الحدودي المثلثي المعطى وفق حدودیات مثلثیة 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )duuhut

uduufuta

rrm

rr
rm

r

¢-+

+-
-

+

ò

ò

+

p

p

t
p

t
p

2

0
1,

2

0
,

0

1

sincos1
2

  

  . fویتعلق خطیاً بالدالة  K,2,1=rهو حدودي زوجي أیاً كانت 

)عندئذٍ استنادا إلى علاقة    )( )trj    الواردة أعلاه نحصل من أجل الدالة الدوریةj  ذات الدورp2 
  على التمثیل الآتي :

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )

( ) ( )duuthuB

duututfuBatft

rr

rr
r

r

-¢+

+--
-

+==

ò

ò

+

p

p

p

p
j

2

0
1

2

0

0

1

sincos1
2

cos

  

  بالتالي نستطیع أن نكتب :
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ] ( )

( )[ ] ( )

nn

rrnr

rr
rnr

r

n

II

duuthuB

duututfuBtfgtf

+=

=-¢++

+---
-

=-

ò

ò

+-+

--

p

p

t
p

t
p

2

0
1,11

2

0
,11

1

sincos1cos,cos

  

  ) یكون لدینا :12دالة محدودة عندئذٍ استناداً إلى العلاقة ( ¢rhلما كانت 

( ) 1
1

1
1 ..
11 +

+
+

+ =
+-

£ r
r

rrr
r

n n
kMM

n
kI  

)لدینا  ) ( )( ) 1cos £tf r   وبالتالي بتقدیرnI         : یكون لدینا  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

÷
ø
ö

ç
è
æ+=

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-+

+-£

åò

ò

=

-
-

-

r
r

r
r

r
r

rnr

rnr

r

n

n
t

n
k

duu
r

uuB

duuuB
t

I

10sin

sin.2

sin

1

2

0
,1

2

0
,1

u

u
p

p

u
t

p

t
p

  

  ) ما یلي :2) من التمهیدیة المساعدة (11تنادا إلى العلاقة (حیث یكون لدینا اس

( ) ( ) ( )

÷
ø
ö

ç
è
æ=

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
- åò

=

-
-

r

r
r

rnr

n

duu
r

uuB

10

sin.2
1

2

0
,1

u

u
p

u
t

p
  

--1في علاقة الفرق  نبدل ngf على نحصل :  

( ) ( ) ÷
ø
ö

ç
è
æ+£- - r

r
r
r

n n
t

n
ktfgtf 10sincos,cos 1  

xtعن  نعوض =cos  أن : ینتجالعلاقة الأخیرة  في  

( ) ( ) ( ) ÷
ø
ö

ç
è
æ+-£- - r

r
r
r

n n
x

n
kxfgxf 101, 2

1  

  . إثباتها لمطلوباالعلاقة  وهي
مـــن الصـــف  fكبیـــرة بمـــا فیـــه الكفایـــة ومـــن أجـــل أي دالـــة  nانـــه إذا كانـــت ) 4المســـاعدة ( التمهیدیـــةعـــن  ینـــتج

[ ]1,11 +-HW r : تتحقق المتراجحة الآتیة  
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( ) ( ) [ ]( ) ( ) r
r
rr

nn x
n
kHWExfgxf 21

1 11,1, -=+-£- -  

)لتكن  ) 1-= ngxH ) لدینا : ) یكون7بالتالي من أجل خطأ الصیغة التربیعیة  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )fEdxxwdxxHxffR nn 12

1

1

1

1

.2 -

+

-

+

-
òò £-=  

  . )1بهذا یتم إثبات المبرهنة (
  . )1ندرس فیما یلي ثلاث حالات خاصة من المبرهنة (

  الحالة الأولى :
  لیكن الوزن : 

( )
21

1

1

x
xw

-
=  

)هي جذور  kxعندئذ تكون العقد  )xTn  [6]  :  
( ) ( ) 1,arccos;cosarccoscos £=== xtxntxnxTn  

  بناء علیه یكون :

n
Ak

p
=  ،0,,.....2,1,.

2
12cos >"="

-
= nnk

n
kxk p  

  بالتالي:

( ) ( )1.
2

12cos
1

å
=

÷
ø
ö

ç
è
æ -

=
n

k
n n

kf
n

fS p
p

  

  عند ذلك:

( )
( )( )

( ) ( )2
2!2

.
12

2

-= n

n

n n
cffR p

  

( ) ( ) ( )3.2 12 fEfR nn -£ p  
)حیث ) Simple Number( عددا بسیطا Pلیكن  )P<2 ندئذ یكون :ع  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )å=+=
k

kpnpnnpn xf
pn

fSfSfS
p

fS p;1
  

)) تكــــــــــــــــــون عقــــــــــــــــــدا للصــــــــــــــــــیغة 1للصــــــــــــــــــیغة (  kxهــــــــــــــــــذا یعنــــــــــــــــــي أن العقــــــــــــــــــد  )fSpn   وحیــــــــــــــــــث
( ) pnkpk ££¹ 1,mod12  ـــــــــث ـــــــــق k2حی بالنســـــــــبة   1العـــــــــدد  ) Incongruent( لا تواف

  .  p  [7]للمودول 
  لثانیة :الحالة ا
  لیكن الوزن: 
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( ) 2
2 1 xxw -=  

)هـي جـذور ) 7( تكـون فـي هـذه الحالـة عقـد الصـیغة التربیعیـة )xU n )Chepyshev Polynomial of the 

second Kind :(  
  بالتالي یكون :

1,.....,2,1,0,0,
1

cos +="³"÷
ø
ö

ç
è
æ

+
= nkn

n
kxk
p

  

1
sin

1
2

++
=

n
k

n
Ak

pp

  
  وبالتالي :

)1   (

( ) å
=

÷
ø
ö

ç
è
æ

+++
=

n

k
n n

kf
n
k

n
fS

1

2

1
.cos

1
sin

1
ppp

  

)2   (         ( )
( )( )

( ) 11,
2!2

.
12

2

+££-"== + c
n

cffR n

n

n
p

  

)3       (               ( ) ( )fEfR nn 12. -P£  
  ولنضع : m£2عددا صحیحا حیث  mلیكن 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )fSfS
m

fS nmnnm 11
*

11
1

-+-+ +=
  

  حیث:

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 111,mod0
1

cos.
1

sin
1

2*
11

-+££¹

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+++

= å-+

nmimi
nm
if

nm
i

nm
fS

i
nm

ppp
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  نحصل على ما یلي : فإننا m=2كانت  فإذا

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )
( ) ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+
-

+
-

+
+=

=+=

å
+

=

++

p
p

12
12cos.

12
12sin

122
1

2
1

1

1

2

*
1212

n
if

n
i

n
fS

fSfSfS

n

i
n

nnn

  

ـــرة تتطـــابق مـــع جـــذور حـــدودي  ـــة الأخی ـــد فـــي المجمـــوع الثـــاني مـــن العلاق ـــه أن العق حیـــث ممـــا یســـهل ملاحظت
تشیبیشیف

 

( )xTn 1+ .  
  الحالة الثالثة :

)لیكن الوزن  )xw3 : حیث  

( )
x
xxw

+
-

=
1
1

3  

  عندئذ:

12
2cos

+
=

n
kxk
p

  

)- ) Jacobi( اعلاه هي جذور حدودي جاكوبي المعرفةkx العقد )xJ n
÷
ø
ö

ç
è
æ -

2
1,

2
1

   
  المعرف بالعلاقة :

( ) xtt

tn

xJ
n

n arccos,

2
sin2

2
12sin

2
1,

2
1

=

+

=÷
ø
ö

ç
è
æ -

  

 )1                  (nk
n
k

n
Ak ,....,3,2,1

12
sin

12
4 2 ="

++
=

pp
  

  بالتالي:

)2         (
( ) å

=
÷
ø
ö

ç
è
æ

+++
=

n

k
n n

kf
n
k

n
fS

1

2

12
.2cos

12
sin

12
4 ppp

  

( ) ( )
( )( ) ( )311,.

2!2
2

2 +££-"== ccf
n

fR n
nn

p
  

( ) ( ) ( )4.2 12 fEfR nn -£ p  
) هي صیغة دقیقة من أجل جمیع الحدودیات من 2تدل علاقة الخطأ أن الصیغة التربیعیة الواردة في العلاقة (

  . على الأكثر 2n-1الدرجة 
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عـــلاوة علـــى ذلـــك فـــإن الصـــیغ الـــواردة فـــي الحـــالتین الأولـــى والثانیـــة هـــي أیضـــا صـــیغ دقیقـــة مـــن أجـــل جمیـــع 
  على الأكثر .  2n-1الحدودیات من الدرجة 

)ملاحظة : إذا كان الوزن  )xw3 : معرف بالعلاقة  

( )
x
xxw

-
+

=
1
1

3  

xyعندئذ نجري تغییرا في المتحول بوساطة العلاقة    حیث یكون لدینا : =-

( ) ( ) ( ) xtt

tn

xJxJ
n

n
n

n arccos,

2
cos2

2
12cos

1 2
1,

2
1

2
1,

2
1

=

+

=-= ÷
ø
ö

ç
è
æ -÷

ø
ö

ç
è
æ -

  

لتربیعیة الثلاث التي حصلنا علیها في حساب بعض الدوال نعرض في نهایة هذا العمل طریقة لتطبیق الصیغ ا
10الخاصة مثل دوال بسل  , JJ وبعض التكاملات الناقصیة .  

  : 1مثال 
)احسب دالة بسل   )zJ   بتطبیق إحدى الصیغ الثلاث . 0

  الحل : 
12لــیكن  += mn كانــت الدالــة المكاملــة هــي دالــة زوجیــة وباســتخدام الصــیغ التربیعیــة  عــدداً فردیــاً عندئــذ لمــا

   نحصل على :) الحالة الأولى( )1(

( ) ( ) ]]
122

12coscos[21[
12

1
1

cos2
1

1

0
20 åò

=

+

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+

-
+

+
=

-
=

m

k m
kz

m
dx

x
zxzJ p

p  

  
  : 2مثال 

ـــــة الثانیـــــة( )1نطبـــــق الصـــــیغة التربیعیـــــة ( ـــــة للتكامـــــل ) الحال )مـــــن أجـــــل حســـــاب قیمـــــة تقریبی )zJ1  ـــــث حی
12 += mn : عندئذ نحصل بعد الدالة المكاملة زوجیة على ما یلي  

( )

å

ò

=

+

þ
ý
ü

î
í
ì

ú
û

ù
ê
ë

é
÷
ø
ö

ç
è
æ

++
+

+
=

-=

m

k m
kz

m
k

m
z

dxxzxzzJ

1

2

1

0

2
1

22
cos.

22
sin21[

22

1.cos2

pp

p
  

  : 3مثال 
10حیث ) Elliptic Integrals( ندرس الآن التكاملات الناقصیة << k :الآتیة  

( ) ò
+

- --
=

1

1
222 112

1
xxk

dxkK  
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( ) ò
+

- -

-
=

1

1
2

22

1
1

2
1

x
dxxkkE  

( ) ò
+

- --
=

1

1
222

2

112
1

xxk
dxxkD  

)) (الحالــــة الأولــــى) حیــــث 1هــــذه التكــــاملات الصــــیغة التربیعیــــة (نطبـــق لحســــاب مثــــل  )
21

1
1

x
xw

-
=  

12وبفرض أن  += mn . عددا فردیا  
  عندئذ بالأخذ بعین الاعتبار أن الدالة المكاملة في كل مرة هي دالة زوجیة نحصل بعد أن نضع :

( )pb
122

12cos
+

-
=

m
i

i  

  الناقصیة وذلك كما یلي :على قیم التكاملات 

( ) ( ) ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

-
+

+
» å

=

m

i ikm
kK

1
21

121
122 b

p
  

( ) ( ) ú
û

ù
ê
ë

é
-+

+
» å

=

m

i
ik

m
kE

1

211
122

b
p

  

( ) ( )å= -+
»

m

i i

i

km
kD

1
22

2

1122 b

bp
  

 أخیـــراً إن تطبیـــق الصـــیغ التربیعیـــة الـــواردة فـــي هـــذا العمـــل یســـمح ببنـــاء متتالیـــة عددیـــة تتقـــارب مـــن قـــیم الـــدوال
  التي نجري حسابها .) التكاملات(
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 
 
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