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 الملخّص   

  
نقطـة مـن  yو Mنقطة من لصـاقة  x) ولتكن Rn,d( مجموعة من نقاط الفضاء الإقلیدي نوني البعد Mلتكن 

M  . نقــول أن النقطــةx  تــرى النقطــةy  ضــمنM ) النقطــةy نقطــة مرئیــة مــن الx  ضــمنM ( إذا وفقــط  إذا كانــت
إذا وفقـط إذا وجـدت  Mضـمن  yتـرى بوضـوح النقطـة  xونقـول ان النقطـة  M[ محتواة في x,yالقطعة المستقیمة [ 

VMكـــل نقطـــة مـــن نقـــاط المجموعـــة Mتـــرى ضـــمن  xبحیـــث أن النقطـــة  yللنقطـــة  Vمجـــاورة مثـــل  Ç . نســـمي
بحیـث تكـون كـل نقطـة مـن نقـاط  x0نقطـة مثـل  Mجمیة إذا وفقط إذا وجد في لصـاقة مجموعة شبه ن Mالمجموعة 
 Mمجموعـة نجمیـة إذا وفقـط إذا وجـد فـي  Mبینما نسـمي المجموعـة  x0من النقطة  Mمرئیة ضمن  Mالمجموعة 
  . x0من النقطة  Mمرئیة ضمن  Mبحیث تكون كل نقطة من نقاط   x0نقطة مثل 

   : تین الآتیتینالنظر في هذا البحث أبرهن 
) عندئـذ تكـون كـل ثـلاث نقـاط لاصـقة R2,dمجموعة من نقاط الفضاء الإقلیدي ثنائي البعد ( Mإذا كانت -1

إذا وفقـط إذا كانـت  Mمـن نقطـة مشـتركة لاصـقة بــ  M) مرئیة بوضوح ضمن المجموعة R2,d( في Mبالمجموعة 
  . Mجزئیة من  محتواة في مجموعة شبه نجمیة Mكل مجموعة جزئیة محدودة من 

 M) وكانت كل ثلاث نقـاط لاصـقة بــ R2,dمجموعة من نقاط الفضاء الإقلیدي ثنائي البعد ( Mإذا كانت -2
  . تكون اجتماعاً لمجموعات شبه نجمیة Mفإن المجموعة  Mمن نقطة مشتركة لاصقة بـ  Mمرئیة بوضوح ضمن 
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  ABSTRACT    

 
Let M be a subset in Rn, and x be a point in closure of M (denoted M ) and y be a 

point in M. We say x sees y via M (y visible from x via M) if and only if the 
corresponding segment ]x,y] lies in M. And we say y is clearly visible via M from x if 
and only if there is some neighbourhood V of y such that x sees via M each point of 

MV Ç . Finally, set M is called starlike if and only if there is some point x0 in M  such 
that x0 sees via M each point of M. And set M is called starshaped if and only if there is 
some point x0 in M such that x0 sees via M each point of M.  

In this paper I prove the following results:   
1-Let M be a subset in (R2,d).  Every three points of closure M are clearly visible 

Via M from a common point of closure M if and only if each bounded subset of M lies 
in starlike set in M. 

2- Let M be a subset in (R2,d). Assume that every three points of M  are clearly 
visible via M from a common point of M . Then M is a union of starlike sets.  
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 
یختلــف مفهــوم نجمیــة المجموعــات عــن مفهــوم شــبه نجمیــة المجموعــات بشــكل عــام إذ أن المجموعــة النجمیــة 

 Mجموعــة ضــمن الم Mتــرى جمیــع نقــاط المجموعــة  oxتوجــد فیهــا نقطــة مثــل  Mبمفهومهـا الخطــي هــي مجموعــة 
بحیـث تكـون القطعـة ) واحـده علـى الأقـل( oxتوجد فیهـا نقطـة مثـل  Mبكلام آخر المجموعة النجمیة هي مجموعة (

x المســـــــتقیمة [ , ox ـــــــي یعنـــــــي أن هـــــــذا  MxÎوذلـــــــك مـــــــن أجـــــــل كـــــــل نقطـــــــة  M] محتـــــــواة بكاملهـــــــا ف
[ ] MxMxx Î"Í,o.(  

تــرى  oxبحیــث أن النقطــة  oxتوجــد نقطــة لاصــقة بهــا مثــل  Mأمــا المجموعــة شــبه النجمیــة فهــي مجموعــة 
بكــلام آخــر المجموعــة شــبه النجمیـــة هــي مجموعــة مــا توجــد فـــي ( Mجمیــع نقــاط المجموعـــة  Mضــمن المجموعــة 

x بحیث تكون القطعة المستقیمة [ oxتها نقطة مثل لصاق , ox محتواة فـي [M  مـا عـدا النقطـةox  وذلـك أیـاً كـان
MxÎ .  

  یتطابقان في حالة المجموعات المغلقة. لكن مفهومي المجموعة النجمیة والمجموعة شبه النجمیة 
   : من المعلوم أن العالم الروسي میخائیل كراسنسیلسكي وضع النظریة التالیة

تكـون نجمیـة إذا وفقـط إذا  Mمجموعة متراصة في الفضاء الإقلیـدي نـوني البعـد فـإن المجموعـة  Mإذا كانت 
ـــل M) نقطـــة مـــن n+1( كـــان مـــن أجـــل كـــل 121مث ,,.......,, +nn xxxx  توجـــد فـــيM نقطـــة مثـــلx0  بحیـــث یكـــون

[ ] { }1,.......,2,1,0 +Î"Ì niMxx i .   
إن النظریــة الســابقة شــغلت آلاف البــاحثین وخلقــت لهــم مناخــاً ملائمــاً لإیجــاد وبرهــان الكثیــر والكثیــر جــداً مــن 

ت مرادفــات وتعمیمـــات نظریــة كراسنسیلســـكي ومــا زالـــت تســتقطب اهتمـــام البــاحثین حتـــى الآن ولا تكــاد تخلـــو المجـــلا
مــن نمــط نظریــة كراسنسیلســكي ولكــن بــالرغم مــن الكــم الهائــل مــن مرادفــات  تحــوي نظریــاتالمتخصصــة مــن أعمــال 

نظریـــة كراسنسیلســـكي فإنهـــا تبقـــى قاصـــرة عـــن مناقشـــة الحـــالات التـــي لا تكـــون فیهـــا المجموعـــة المدروســـة مجموعـــة 
  . متراصة

تراصة مستخدماً مفهوم شبه النجمیة الذي هو لقد حاولت في هذا البحث دراسة أنماط من المجموعات غیر الم
التــي تعــد إضــافة جدیــدة فــي أحــد جوانــب نظریــة المجموعــات  بعــض النتــائجأعــم مــن مفهــوم النجمیــة فحصــلت علــى 

النجمیــة هــذا الجانــب الــذي لــم تشــمله نظریــة كراسنسیلســكي ومرادفاتهــا وســوف أعــرض فــي نهایــة هــذا البحــث مســألة 
  . مام الباحثین لدراستهاللبحث أملاً أن تستقطب اهت

 
  ]6] أو [5] أو [1انظر [: 1تعریف 
ــتكن  Rnمجموعــة كیفیــة مــن نقــاط  Mلــتكن   نقــول أن . Mنقطــة لاصــقة بالمجموعــة  xو Mنقطــة مــن  yول
وفقـط إذا كانـت ) إذا xمـن النقطـة  Mمرئیـة ضـمن  yأو أن النقطـة ( Mضـمن المجموعـة  yتـرى النقطـة  xالنقطة 

Myxأي أن  M[ محتواة بكاملها في x,yالقطعة المستقیمة [  Í],] .  
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  ]3] أو [1انظر [ : 2تعریف 
ضمن  yترى بوضوح النقطة  xنقول أن النقطة . Rnفي  Mنقطتین كیفیتین لاصقتین بالمجموعة  y,xلتكن  

M إذا وفقـط إذا وجـد للنقطـةy  مثـل  مجـاورةu ون جمیـع نقـاط المجموعـة بحیـث تكـuM Ç  مرئیـة ضـمنM  مـن
  . xالنقطة 

عــدداً حقیقیـاً مفروضــاً فإننــا نقــول أن  r<  0وكــان  Rnفـي  Mنقطتـین لاصــقتین بـــ  y,xوبشـكل مشــابه إذا كانــت  
إذاً وفقــــــط إذا كانــــــت كــــــل نقطــــــة مــــــن نقــــــاط المجموعــــــة  Mضــــــمن  xمرئیــــــة مــــــن النقطــــــة  -rنقطــــــة  yالنقطــــــة 

( )yNM rÇ  مرئیة ضمنM  من النقطةx  حیث( ) ( ){ }rr <Î= tydRtyN n ,:  
  ] 5] أو [1انظر [ : 3تعریف 

 x0نقطـة مثـل  Mإنها مجموعة شـبه نجمیـة إذا وفقـط إذا وجـد فـي لصـاقة Rnمن نقاط  Mنقول عن مجموعة 
وفي هذه الحالة نسمي المجموعـة  Mضمن  Mترى جمیع نقاط المجموعة  x0یث أن النقطة بح) واحده على الأقل(

M  شبه نجمیة بالنسبة للنقطةx0 .  
  : 4تعریف 

ــا تمدیــد  Mمجموعــة جزئیــة مــن  A) وكانــت Rn,d( مجموعــة مــن نقــاط الفضــاء Mإذا كانــت  فإننــا نقــول أنــه یمكنن
بحیـــث یكـــون  Bط إذا وجـــدت مجموعـــة شـــبه نجمیـــة مثـــل إلـــى مجموعـــة شـــبه نجمیـــة إذا وفقـــ Mفـــي  Aالمجموعـــة 

MBA ÍÍ .  
  ]3] أو [2] أو [1انظر [ : 5تعریف 

واحـده علـى (    x0نقطـة مثـل Mإذا وفقـط إذا وجـد فـي  Rnإنهـا مجموعـة نجمیـة فـي  Mنقـول عـن مجموعـة 
 Mلحالــة نقــول إن المجموعــة وفــي هــذه ا Mجمیــع نقــاط  Mضــمن المجموعــة     x0بحیــث تــرى النقطــة ) الأقــل

  . oxمجموعة نجمیة بالنسبة للنقطة 

  ] 4] أو [2انظر [ : 6تعریف 
نجمیـة بالنسـبة لكـل منهـا نـواة المجموعـة  Mوالتـي تكـون المجموعـة  Mنسمي مجموعة جمیع نقاط المجموعـة 

M  ونرمز لها بالرمزKern M .  
ي مجموعة شبه نجمیـة إلا أن العكـس لـیس بالضـرورة أن یكـون محققـاً من الواضح أن كل مجموعة نجمیة ه-

  ویوضح ذلك المثال التالي: 
   : بالشكل Aالمجموعة  Rلنأخذ في الفضاء العادي الحقیقي أي على المستقیم  : مثال

( ) { } { }oooNA [\1,1]\1 -==  
مجموعـة  Aهـا لكـن المجموعـة نلاحظ أن هذه المجموعة لیست نجمیة لأنه لا توجد فیها نقطة ترى جمیع نقاط

AxAxنقطة لاصقة بها تحقق العلاقة  x0=0شبه نجمیة لأن النقطة  Î"Í],0]  .  
) نأخـذ القـرص الواحـدي باسـتثناء R2, d( مـن الممكـن أن نأخـذ مثـالاً آخـر فـي الفضـاء الاقلیـدي ثنـائي البعـد-

  . لكنه لیس مجموعة نجمیةالمركز ویكون هذا القرص ما عدا مركزه مجموعة شبه نجمیة 
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 
 M)  ، بحیـث ان كـل ثـلاث نقـاط لاصـقة بــ R2, d( مجموعة من نقاط الفضاء الاقلیدي ثنائي البعـد Mلتكن 

عندئذ من أجل كـل مجموعـة جزئیـة محـدودة  Mمن نقطة مشتركة لاصقة بـ  M)  مرئیة بوضوح ضمن R2, d( في
بحیــث تكــون كــل مجموعــة منتهیــة مــن نقــاط  Bمتعلــق بالمجموعــة  Brیوجــد عــدد حقیقــي موجــب  Bمثــل  Mمــن 

  . Mمن نقطة مشتركة لاصقة بـ  Mمرئیة  ضمن المجموعة  -Brمجموعة  Bالمجموعة 
  . ]5إن النظریة المساعدة السابقة مبرهنة في العمل [ 

)والرمــز  Mالــذي یعنــي لصــاقة المجموعــة  Mســوف أســتخدم فــي هــذا البحــث الرمــز  )xNr  ویعنــي الكــرة
  . rونصف قطرها  xالمفتوحة التي مركزها 

عندئـذ تكـون كـل ثـلاث نقـاط مـن . ) (R2, d مجموعـة مـن نقـاط الفضـاء الاقلیـدي ثنـائي البعـد  Mلتكن  : 1نظریة 
M  مرئیــة بوضــوح ضــمنM  مــن نقطــة مشــتركة مــنM  إذا وفقــط إذا كــان بالإمكــان تمدیــد كــل مجموعــة محــدودة
  . Mإلى مجموعة شبه نجمیة في  Mمن 

Ü   لدینا بالفرض كل ثلاث نقـاط لاصـقة بــ :M  تكـون مرئیـة بوضـوح ضـمنM  مـن نقطـة مشـتركة
إلـى مجموعــة شــبه  Aولنبــرهن أنـه یمكننــا تمدیـد المجموعــة  Mمجموعـة كیفیــة محـدودة مــن  Aولــتكن  Mمـن 

  . نجمیة
MAمحـــدودة ولـــدینا  Aمحـــدودة فـــإن  Aبمـــا أن  Í  لـــذلك فحســـب النظریـــة المســـاعدة یوجـــد عـــدد حقیقـــي

ضــمن  مرئیــة -A  orبحیــث تكــون كــل مجموعــة جزئیـة منتهیــة مــن نقــاط  orمثـل   Aعلــق بـــ موجـب تمامــاً مت
)ة المفتوحـــة الكـــر  AxÎلنأخـــذ مـــن أجـــل كـــل . Mمـــن نقطـــة مشـــتركة مـــن  Mالمجموعـــة  )xN

or  فـــنلاحظ أن
( )xNA

Ax rÎ
ÈÍ  أي أن أســــرة الكــــرات المفتوحــــة( ){ }AxxN Î:

or تشــــكل تغطیــــة مفتوحــــة للمجموعــــةA فــــي
)R2,d وحیث أن (A )    متراصة لأنها مغلقة ومحدودة فيR2,d (إمكاننا إیجاد عدد طبیعي مثل فإنه بn0  بحیـث

)                                    یكون )i

n

i
xNUA

o

o

r1=
Í       )1 (  

 Mمرئیـة مـن نقطـة مشـتركة مـن  Aوبالإستفادة من النظریة المساعدة تكون كل مجموعة جزئیة منتهیة من 
ـــي وجـــود نقطـــة هـــذا ی Mضـــمن  Mxعن Î0  ـــاط المجموعـــة }بحیـــث تكـــون كـــل نقطـــة مـــن  نق }

0
,.....,, 21 nxxx 

تــرى جمیــع  x0هـذا بــدوره یعنــي أن النقطـة  x0مــن النقطــة  Mمرئیــة ضــمن المجموعـة  -orنقطـة  Aالجزئیـة مــن 
  : الیةنقاط كل من المجموعات الت

( ) ( ) ( ) MxNMxNMxN n ÇÇÇ 12 0000
,,......., rrr  

)جمیع نقاط المجموعة  Mترى ضمن المجموعة  x0وبالتالي فالنقطة  ) MxNU i

n

i
Ç

= o

o

r1
 .  

MAAلــــــــــــذا فــــــــــــإن  MAÍمــــــــــــن ناحیــــــــــــة ثانیــــــــــــة لــــــــــــدینا  ÇÍ ) نجــــــــــــد أن 1وبحســــــــــــب العلاقــــــــــــة (

( ) MxNUA i

n

i
ÇÍ

= o

o

r1
وهـــذا یعنـــي أن  Aجمیـــع نقـــاط المجموعـــة  Mتـــرى ضـــمن المجموعـــة  x0لـــذلك فالنقطـــة  
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الكیفیة المحـدودة مـن  Aأي أنه أمكننا تمدید المجموعة  Mمحتواة في مجموعة شبه نجمیة جزئیة من  Aالمجموعة 
M إلى مجموعة شبه نجمیة .  

Þ   لنفرض الآن أن كل مجموعة محدودة من :M یمكن تمدیدها فـي M  إلـى مجموعـة شـبه نجمیـة
   : عندئذ تكون المجموعة Mثلاث نقاط لاصقة بـ  c,b,aولنفرض أن 

( )( ) ( )( ) ( )( )McNMbNMaNA ÇÈÇÈÇ= وبالتــــــالي  Mمجموعــــــة محــــــدودة جزئیــــــة مــــــن  111
بحیـث  x0 مثـل M بــإلى مجموعة شبه نجمیة وهذا یعنـي وجـود نقطـة لاصـقة  Mفحسب الفرض یمكن تمدیدها في 

جمیـع  Mتـرى ضـمن المجموعـة  x0أي أن النقطـة   x0مـن النقطـة  Mمرئیة ضمن  Aعة تكون جمیع نقاط المجمو 
)نقاط كل المجموعات  ) ( ) ( ) MaNMbNMcN ÇÇÇ 111 ترى بوضـوح كـلاً مـن  x0وهذا یعني أن النقطة  ,,

  . Mضمن  c,b,aالنقاط 
یة بوضـوح ضـمن مرئ M) عندئذ تكون كل ثلاث نقاط من R2,d( مجموعة مغلقة في الفضاءMإذا كانت  :  نتیجة

M  مــن نقطــة مشــتركة مــنM  إذا وفقــط إذا كانــت كــل مجموعــة جزئیــة محــدودة مــنM  محتــواة فــي مجموعــة شــبه
  . Mنجمیة جزئیة من 

  : البرهان
  ومن تطابق مفهومي النجمیة وشبه النجمیة في حالة المجموعات المغلقة  1ینتج مباشرة من النظریة 

2 
مرئیـة  M) وكانت كـل ثـلاث نقـاط مـن (R2,d الفضاء الاقلیدي ثنائي البعد  مجموعة من نقاط Mإذا كانت 

تكــون عبــارة عــن اجتمــاع لمجموعــات  Mفــإن المجموعــة  Mمــن نقطــة مشــتركة مــن  Mبوضــوح ضــمن المجموعــة 
  . شبه نجمیة

   : البرهان
الكــرة  MxÎقــق شــرط النظریــة ولنأخــذ مــن أجــل كــل نقطــة ) تح(R2,d مجموعــة كیفیــة مــن نقــاط  Mلــتكن 

)فـنلاحظ أن المجموعـة  N1(x)المفتوحة  ) MxMxNM Î"ÍÇ مجموعـة محـدودة وبمـا أنـه حسـب الفـرض  1
ــــ  Mتكـــون مرئیـــة بوضـــوح ضـــمن المجموعـــة  Mكـــل ثـــلاث نقـــاط لاصـــقة بــــ  و أن Mمـــن نقطـــة مشـــتركة لاصـــقة ب

)المجموعــــــــــــة  ) MxxNM Î"Ç یمكــــــــــــن تمدیــــــــــــد المجموعــــــــــــة  1مجموعــــــــــــة محــــــــــــدودة فبحســــــــــــب النظریــــــــــــة 1
( ) MxMxNAx Î"Ç= بحیــث تكــون  x0مثــل  Mإلىمجموعــة شــبه نجمیــة هــذا یعنــي وجــود نقطــة لاصــقة بـــ  1

 MxÎمـــن أجـــل كـــل  Mxلـــذلك نعـــرف المجموعـــة  x0مـــن النقطـــة  Mمرئیـــة ضـــمن  Axجمیـــع نقـــاط المجموعـــة 
   : بالشكل

{ }xx AaaxM ÎÈ= :],] 0  
MxMنلاحظ أن  x Î"  مجموعة شبه نجمیة بحسب تعریفها ثم أنxMx

MM
Î
È=   

 
 
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3 
 Mوكانــت كــل ثــلاث نقــاط لاصــقة بـــ  (R2,d)مجموعــة مــن نقــاط الفضــاء الاقلیــدي ثنــائي البعــد  Mإذا كانــت 

)فإنــه توجــد متتالیــة متزایــدة مــن المجموعــات  Mمــن نقطــة مشــتركة لاصــقة بـــ  Mمرئیــة بوضــوح ضــمن  ) NkKM Î 
NkMKبحیـــــــث أن  Î"  إمـــــــا مجموعـــــــة شـــــــبه نجمیـــــــة أو اجتمـــــــاع لمجموعـــــــات شـــــــبه نجمیـــــــة وبحیـــــــث یكـــــــون

kk
MM

1=
È= .  

   : البرهان
)لنأخذ متتالیة الكرات المفتوحة  ) NkKN Î ) ونقاطع كل منها مع 0.0المتمركزة في نقطة الأصل (M  فنلاحظ

   : أن
F¹Çبدون المساس بعمومیة المسألة نفرض أن  MN1  لأنه في الحالة المعاكسة نبدأ من أول حد

1kN 

F¹Çیكون من أجله   MNk1
  . الأول ونتابعونعتبره الحد  

MMNAبمــــا أن  ÍÇ= ــــة  11 ــــه بحســــب النظری ــــي  1مجموعــــة محــــدودة فإن إلــــى  Mیمكــــن أن تمــــدد ف
Mxمجموعــة شــبه نجمیــة لــذلك توجــد  Î1  بحیــث تــرى النقطــةx1  ضــمنM  جمیــع نقــاط المجموعــةA1  ولنعــرف

   : بالشكل M1المجموعة 
{ }111 :],] AaaxM ÎÈ= .  

  . Mشبه نجمیة ومحتواة في  M1نلاحظ أن المجموعة ف
1NMإذا كانت  Ì  نتوقف ونحصل على متتالیة ثابتة من المجموعات شبه النجمیة والتـي اجتماعهـا یسـاوي

M .  
1NMأما إذا كان  Ë  فنأخذ المجموعـةMMNA ÍÇ= اً جزئیـة مـن وهـذه مجموعـة محـدودة أیضـ 22

M  لــــذلك یمكــــن تمدیــــدها فــــيM  إلــــى مجموعــــة شــــبه نجمیــــة أي أنــــه یوجــــدMx Î2  بحیــــث تكــــون جمیــــع نقــــاط
   : ولنأخذ المجموعة x2من النقطة  Mمرئیة ضمن  A2المجموعة 

{ }2212 :],] AaaxMM ÎÈ=  
شــبه  M2تكــون المجموعــة  x2 مــن النقطــة Mمرئیــة ضــمن  M1نلاحــظ أنــه إذا كانــت جمیــع نقــاط المجموعــة 

}و M1اجتماعــاً لمجمــوعتین همــا  M2نجمیــة أمــا إذا لــم یكــن ذلــك محققــاً فتكــون المجموعــة  }12 :],] Aaax ÎÈ 
21ثم أن   2xوالثانیة بالنسبة لـ  x1كل منهما مجموعة شبه نجمیة الأولى بالنسبة لـ  MM Í .  

2NMإذا كــــان  Í  نتوقـــــف أمـــــا إذا لـــــم یكــــن كـــــذلك فنتـــــابع بـــــنفس الشــــكل الســـــابق لنحصـــــل علـــــى متتالیـــــة
Í+1حیـــــث أن  ...,M1,M2,...,Mkالمجموعـــــات  kk MM  أن وNkM k /Î"  إمــــــا شـــــبه نجمیـــــة أو اجتمــــــاع

kkلمجموعات شبه نجمیة ثم أن 
MM

1=
È= .  

ح المسألة التالیة والتي أستهلها بتعریف المجموعـة شـبه النجمیـة متریـاً والتـي تعـد حالـة في نهایة بحثي هذا أطر 
   : عامة للمجموعة شبه النجمیة
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مجموعـــة شـــبه  Aمجموعـــة مـــا مـــن نقاطـــه فإننـــا نقـــول إن المجموعـــة  Aفضـــاء متریـــاً وكانـــت ) E,dإذا كـــان( 
بحیــث تتحقــق علاقــة  x0نقطــة مثــل  Aفــي لصــاقة  إذا وفقــط إذا وجــد) شــبه نجمیــة - dأو مجموعــة  ( نجمیــة متریــاً 

}الاحتواء  } Mxxx Ì00   حیث  Mمن  xوذلك من أجل كل نقطة  ,\
{ }),(),(),(:, 000 xydyxdxxdEyxx +=Î=  

والسؤال المطروح هو هل النتائج المبرهنة في هذا البحث بالنسبة للمجموعات شـبه النجمیـة تبقـى صـحیحة مـن 
  . rمن أجل أي تابع مسافه ) ,r R2اً في (أجل المجموعات شبه النجمیة متری

  . هذا السؤال ینتظر الإجابة إن لم یكن في حالته العامة فعلى الأقل في بعض الحالات الخاصة
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