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 ممخّص  

 

 تمالتباين حيث  ـةـــــــثنائي تقدير المعاملات في الصفوف الجزئية من أسرة التوابع ندرس في ىذا البحث مسألة
 محدد ىانكل الثاني في الصفتقدير  ,S   أيضاً تقدير  تموقد  .2013ـــــوس في عام ــــغــمن قبل مر  المعرف
لممعامل

4a الصف في  ,  H تقدير  تم ايجاد. وعلاوة عمى ذلك 2014ـين في عام ــــــــــــــــمن قبل فراس المعرف
ممعامـلل

4a الصف ل الثاني فيــــــــــولمحدد ىانك ,1 H. 
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  ABSTRACT    
 

In the present paper, we investigate the issue of coefficient estimates in subclasses of 

bi-univalent  functions, where an estimate for the second Hankel determinant in the 

subclass   ,S    , which is defined  by  Murugusundaramoorthy  (2013),  was obtained.  

Also, an estimate for coefficient  
4a   in  the subclass   ,  H ,  which  is defined by 

Frasin (2014), was found. Moreover, estimates for both coefficient  
4a   and the second 

Hankel determinant in the subclass  ,1 H  were obtained. 
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    مقدمة 
)سرة كل التوابع العقدية لأ Aنرمز بالرمز   )f z ةيمية عمى قرص الواحدتحمال{ :|  | } 1z z  D C  

(0) والتي تحقق الشرط (0) 1 0f f    .سمسمة القوى التاليةالتي تقبل النشر في  التوابع وىي 

                                          
2

( ) n

n

n

f z z a z




                                    (1.1) 

)مجموعة التوابع ل Sرمز بالرمزنول )f z  من الأسرةA  والمتباينة عمىD. 
من   fمدى كل تابع  نعمم أن [10]في المرجع  (Koebe One-Quarter Theorem)ي كيبلربع الرية ــحسب نظ

S   يحوي القرص  1  :
4

w w  . 1  متباين معكوسة بالتالي كل تابعf  يحقق أن:  

       1

0 0
1  ,   ;

4
f f w w w r f r f    

1g وســــويكون لتابع المعك f  بالشكل التالي  القوى مةــــــمنشور بسمس 
   1 2 2 3 3 4

2 2 3 2 2 3 4

2

( ) ( ) (2 ) (5 5 ) ...n

n

n

g w f w w b w w a w a a w a a a a w






                (1.2) 

f   التابع A يدعى تابع ثنائي التباين عمىD اذا كانf  1وg f  ن عمىنيمتباي D  التوابعل لصف ك نرمزو 
 من  (بالرمز)أو   Lewin [1]  وفقاً لـ وذلك بالرمز  (1.1والتي تنشر بسمسمة من الشكل ) Dثنائية التباين عمى 

 ىي التوابع التالية  عمى بعض توابع الأسرة  الأمثمة
1 1

  ,    log(1 )   ,     log
1 2 1

z z
z

z z

 
   

  
 

 بعواالت ىي وليست من  Sمن الأمثمة الشائعة عمى توابع من 
2

2 2

1  
    ,        ,    

2 1 (1 )

z z
z z

z z


 
 

 ىناك العديد منالمسائل المتعمقة بالمعاملات.  وركز عمى Lewin ([1],1967) قبل من  بدأت دراسة الصف
 Frasin (2011,[3])  وأيضاً Srivastava et al ([2],2010)     نشرت في ىذا المجال مؤخراً ومنيا الأبحاث التي

and Aouf  فــوقد كش Hamidi and Jahangiri ([4],2014) معاملات ر في دراسة ـــــأىمية كثيرات حدود فايب
 التباين. ئيةثنا التوابع

)نقول عن التابع  )f z   من الأسرةS  نجمي من المرتبة أنو  اذا حقق العلاقة 

                                       ( )
     , ( )  ,  (0 1)

( )

zf z
z

f z
 

 
    

 
R D                                 (1.3)        

)*بالرمز  ويرمز لمجموعة التوابع النجمية من المرتبة  )S .  0من أجل   نحصل عمى أسرة التوابع 
*النجمية والتي يرمز ليا بـ  *(0)S S . 
)نقول عن التابع  )f z  من الأسرةS محدب من المرتبة  أنو  اذا حقق العلاقة 

                       ( )
1      , ( )  ,  (0 1)

( )

zf z
z

f z
 

 
     

 
R D                          (1.4       ) 

)بالرمز  ويرمز لمجموعة التوابع المحدبة من المرتبة  )K.  0من أجل   نحصل عمى أسرة التوابع المحدبة
(0)والتي يرمز ليا بـ  K K. 
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fنقول عن التابع    انو تابع ثنائي النجمية من المرتبة 0)حيث 1)  ان ــــــــاذا كf 1وf   نجمي
*بالرمز  لأسرة التوابع ثنائية النجمية من المرتبة ويرمز   ن المرتبةــــــم ( )S .  0من أجل   نحصل عمى

*أسرة التوابع ثنائية النجمية والتي يرمز ليا بـ  *(0)S S . 
fنقول عن التابع    انو تابع ثنائي التحدب من المرتبة 0)حيث 1)   اذا كانf 1وf  محدب 

)بالرمز  ويرمز لأسرة التوابع ثنائية التحدب من المرتبة   من المرتبة ) K.  0من أجل  ل عمى ــــــنحص
(0)أسرة التوابع ثنائية التحدب والتي يرمز ليا بـ  K K. 

)والمحققة لمشرطين  التحميمية  h بأنيا أسرة التوابع Pرة ــــــــــتعرف الأس ) 0  ,   (0) 1h z h R   من وذلك
z أجل كل D . والتي تقبل النشر بسمسمة القوى التالية 

1

( ) 1 k

k

k

h z p z




  

fكل تابع  و من أجلأن Lewin [1]   بين 1967في عام     (1.1)  في المنشورفإن المعامل الثاني  
يحقق المتراجحة 

2 1.51a  ــــــعتوق نفس العام وفي  Brannan and Clunie [5]   أن
2 2a     وذلك من أجل

fكل   رىنـب 1985ـــام ــــع فيو     Kedzierawski [7] ة توقـــعـــعلى صح Brannan and Clunie [5]    

f*ثنائية النجمية أي أجل التوابع  نـوذلك م S .وقد حصل Brannan and Taha[8]  عمى تقديرات لممعاملات
بتدائية الأ

2a   و
3a   وذلك من أجل توابع الأسرتين* ( )S  و( ) K .الصفوف ىناك الكثير من النتائج في 

والتي تتعمق بحدود بالمعاملات  رة الجزئية للأس
2a  ,

3a  و 
4a  تكن دقيقة.معظميا لم  تم إثباتيا ولكن قد 

 من المسائل المفتوحة حتى يومنا ىذا. لتوابع الأسرة  معاملاتومازالت مسألة تقدير ال
حيث   Hankel determinant  [9]   ة ىي محددات ىانكلـــة والمتباينـــالتوابع التحميميأحد الأدوات الميمة في نظرية 

fأنو من أجل كل تابع  A كما يمي معاملاتة ( يمكن تشكيل محددات ىانكل عمى1.1) لو النشر. 

 يرمز لو بالرمز nالمرتبة و  qد ىانكل من الدرجة محد ( ) ,   1,2,...,     1,2...  qH n n q    حيث أن 
1 1

1 2

1

1 2 2

           . . . . .  

       . . . . .  
( )                   ( 1): : :

:           :                  :

    . . . . .  

n n n q

n n n q

n q n q n q

q

a a a

a a a
H n a

a a a

  

  

    

 
 
 

  
 
 
 

                     (1.5) 

2qل ــة ىذا المحدد من قبل العديد من الباحثين وذلك من أجـت مناقشـتم  1من أجل  الـ, عمى سبيل المثn  
 نحصل عمى

1 2

1

2 3

2

    
(1)                         ( 1)

      

a a
H a

a a

 
  
 

 

2وىو محدد ىانكل الأول  

3 22(1)   H a a    متراجحاتيعرف بالذي  Fekete-Szegö  بالحالة العامة مع وجود 
2الشكل أي ب  الثابت

3 2a a  حيثR P. Duren [10]. 
2nمن أجل   نحصل عمى 

                                                       2 3

3 4

2

    
(2)   

      

a a
H

a a

 
  
 

 

2وىو مايدعى محدد ىانكل الثاني  

2 4 32(2)   H a a a . 
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  صفين جديدين جزئين من الأسرة   Murugusundaramoorthy [11]   عرف 2013في عام 
)ىماو  , )S   و( , )  M .ًوقد أوجد تقديرات لممعاملات  والذين سنورد تعريفيما تباعا

2a  و
3a ل ـــــفي ك 

 .من الصفين المذكورين 
fمن أجل   ليين الدا نعرف( )F z و( )G w  يمي كما : 

      ( )
( )

(1 ) ( ) ( )

zf z
F z

f z zf z 




 
    ( )

( )
(1 ) ( ) ( )

wg w
G w

g w wg w 




 
 ,        (1.6) 

    ,      1      حيث       ,   0 1z g f    D . 
 
f يقال عن التابع 1.1 تعريف    أنة من الصف( , )S   : اذا حقق الشرطين 

                             arg ( )   ,    arg ( )    , ( ) 
2 2

F z G w z
 

  D                    (1.7) 

0 حيث          1  ,   0 1     . 
 

fيقال عن التابع  1.2 تعريف    أنة من الصف( , )  M : اذا حقق الشرطين 
                                 ( )   ,     ( )    , ( ) F z G w z   DR R                         (1.8) 
0 حيث          1  ,   0 1     . 

 
 من إثبات المبرىنتين التاليتين : Murugusundaramoorthy[ 11]تمكن  وقد

)من أجل كل  1.3 مبرىنة , )f S    0 حيث 1  ,   0 1     : فإن 
                               2

2 3 2

2 4
   ,   

(1 ) 1(1 ) 1
a a

  

  
  

  
                        (1.9) 

 
)ل من أجل ك 1.4 مبرىنة , )f   M  0  حيث 1  ,   0 1      فإن 
                                 2

2 3 2

2(1 ) 4(1 ) 1
   ,   

1 (1 ) 1
a a

  

  

  
  

  
                      (1.10) 

 
)لمصفين   Fekete-Szegö متراجحات  Zaprawa [12] أوجد 2014وفي عام  , )S   و( , )  M 

نتائج بالنسبة لممعامل عمى خلاليا من وحصل
3a من النتائج  في كل من ىذين الصفين وىذة النتائج كانت أفضل

 لتي كانت عمى النحو التالي او  Murugusundaramoorthy [11] من قبلالمقدمة 
)من أجل كل  1.5 مبرىنة , )f S   0 يث ح 1  ,   0 1      فإن 

                               
 

 

2

2

3

4
  ;  4 1 (1 )

(1 ) 1

                  ; 4 1 (1 )   
1

a


  

 


  




  

 
 


  
 

                     (1.11) 

معامل بالنسبة لطويمة ال 5.1 مبرىنةمن التعطي نتائج أفضل  5.1 مبرىنةال واضح أنمن ال
3a . 
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)من أجل كل  1.6 مبرىنة , )f   M  0  حيث 1  ,   0 1     فإن 

 
3 2

2(1 )

(1 )
a









                                  (1.12) 

 لطويمة المعاملبالنسبة  5.1 مبرىنةالو  5.1 مبرىنةالبدراسة إشارة الفرق بين نتائج 
3a ة ــــــــــــالأكتفاء بدراس يمكن

1)24إشارة الفرق لممقدار  ) 2(1 )     0ويظير ببساطة أنو موجب من أجل 1/ 2    الأمر الذي يعني أن
0عندما  5.1 مبرىنةال نتائج أفضلتعطي  5.1 مبرىنةال 1/ 2   . 

 
ىما   ن الأسرة صفين جديدين م Frasin [13] أيضاً  عرف 2014وفي عام  ,  H  و

 ,  H.  كما يميوكانت:  
f يقال عن التابع 1.7 تعريف   من الصف  ونإ ,  H  طين :اذا حقق الشر 

           arg ( ) ( )   ,    arg ( ) ( )    , ( , ) 
2 2

f z zf z g w zg w z w
 

        D          (1.13) 

   حيث      
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fيقال عن التابع  1.8 تعريف  من الصف  ونإ ,  H : اذا حقق الشرطين 

                ( ) ( )   ,     ( ) ( )    , ( , ) f z zf z g w zg w z w          DR R          (1.14) 

 حيث          
1

1

1

( 1)
 ,   0 ,  0 1  ,  2(1 ) 1

1

m

m
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  








     


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 من إثبات المبرىنتين التاليتين : Frasin [13]وقد تمكن 

 من أجل كل  1.9 برىنةم ,f   H   فإن  
          

2

2

2( 2) 4 ( 2 )
a



    


    
            ,2

3 2

2

(1 ) 3(1 2 )
a

 

 
 

 
         (1.15) 

 
 من أجل كل  1.10 برىنةم ,f   H   فإن  

                             
2

2(1 )

3(1 2 )
a









            ,2

3 2

(1 ) 2(1 )

(1 ) 3(1 2 )
a

 

 

 
 

 
               (1.16)   

         
 النتيجتان التاليتان  ستنتجو 
من أجل كل  1.11 نتيجة ,1f  H   فإن 

                    
2

2

2( 2) 12
a






 
       ,            2

3

9 8

36
a

 
                     (1.17) 
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من أجل كل  1.12 نتيجة ,1f  H   فإن 
                        

2

1
2(1 )

3
a              ,

3

(1 )(9(1 ) 8)

36
a

   
                  (1.18) 

 
 حيث يكون  hP كل تابعمن أجل  1.13 مبرىنة مساعدة

1

( ) 1 k

k

k

h z p z




   المتراجحات تحققت 

                    2kp  2,3, 1  وىذه المتراجحات دقيقة من أجل...k . 
 .Duren [10] في العديد من المراجع ومنيا موجود 5.51 مساعدةالمبرىنة ال إثبات

 

fكل تابع 1.14 مبرىنة مساعدة S تحقق معاملاتو المتراجحات( 1.1) بالشكل معطى
na n . 

رباخ ـــــــــــبيب لــم فرضية معامــوالتي تعرف باس المفتوحة الصعبة ائلـــــلمسمن ا 5.51 مساعدةالمبرىنة الكانت 
يثبتوا صحتيا ولكن النتائج والتي حاول الكثير من الباحثين فيما بعد ان  1916وضعيا العالم بيبرباخ في عام  يــالت

 ا.ــمن إثباتي  Branges[6]  حيث تمكن 1985املا حتى عام ـتوصمو ليا أثبت صحتيا جزئياً ولم يكن الإثبات شالتي 
 

 وأىمية البحث وأىداف
 والمعروفة بأنيا أسرة التوابع ثنائية   لأسرة ل المختمفة التوابع عنى في دراسةمن أىمية البحث من كونو ي  تك

ويتجمى ىدف   .من خلال دراسة خواص معاملات ىذه التوابع عندما تنتمي لصفوف جزئية معينة من الأسرة  التباين
محدد لو زيكو أــــــمتراجحات فيكت سلالبحث في محاولة الحصول عمى أفضل تقديرات ممكنة لبعض المعاملات أو  اىذ

 .لمتوابع في بعض الصفوف الجزئية من ىانكل الثاني
 
 هطرائق البحث ومواد      

لتحميمية ل خاص ضمن التحميل العقدي والتوابع ايقع ىذا البحث ضمن اختصاص الرياضيات النظرية, وبشك       
ر التابع التحميمي في ــــالعقدي مثل قابمية نش التحميلي عمى مفاىيم ـــكل أساســـــــ, لذلك فالطرق المتبعة تعتمد بشالمتباينةو 

بمتغيرات  س الحقيقيةــــــللأس أويمر - ثنائي حد نيوتن شورـــــمن عمى وأيضاً  ,سمة تايمور في جوار ىذه النقطةــــــــسمـــنقطة ب
     .وابع المتباينو أدبيات نظرية الت عمى وبشكل عام ,عقدية

 
) سرةنتائج في الأ , )S   

) حدد ىانكل الثاني في الصفتقدير لم سوف نبرىن في مايمي عمى , )S   . 
) من أجل كل 4.1 مبرىنة , )f S       فإن 

                     
 

 
 

4

24

2

2

2

8 16
     ;  4 1 (1 ) 

(1 ) 1 (1 ) 1
  (2) 

8
                  ; 4 1 (1 )

(1 ) 1 1

H

 
  

   

 
  

  


   

   
 
    
   

          (4.1) 
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2 بما أنالإثبات.  3 2

2 4 3

3 4

2

    
(2)   

      

a a
H a a a

a a

 
   
 

2 فإن 

2 4 32(2) H a a a  وفقاً لمعامل بيبرباخ  وبالتالي

 نيكو 
4 4a   ًفيما يخص المعامل حسينياتو  5.1 مبرىنةال بالأعتماد عمىوأيضا 

3a جد:نفإننا  5.1  مبرىنةالفي 
  

               
 

 

2
2

2

2
2

2 4
(4)   ;  4 1 (1 ) 

(1 ) 1(1 ) 1
(2) 

2
(4)                  ; 4 1 (1 )

1(1 ) 1

H

 
  

  

 
  

 

  
           
  

     
   

           (4.2) 

 وبذلك يتم الإثبات.
 

 لأسرةانتائج في  , H 
 تقدير لممعامل سوف نبرىن فيمايمي عمى

4a   في الصف ,  H . 
اذا كان   5.1 مبرىنة ,f   H   0   ,0  حيث 1     فإن 

3 2

4

2 12 13
 

6(1 3 )
a

  



 



                           (5.1) 

من أجل كل تابع  الإثبات. ,f   H ( في 1.13فإن العلاقات  )تكتب بشكل التالي  5.1 تعريفال    
                                         ( ) ( ) ( )f z zf z p z


                                (5.2) 

                                        ( ) ( )  ( )  g w wg w q w


                               (5.3) 
)حيث  ), ( )p z q w P  و بالتالي نستطيع أن نكتب   

         
 

   

2 3 2 3

1 2 3 1 2 3

2 2 3 3 3

1 1 2 1

( )    1 .... 1 ...

( 1) ( 1)( 2)
                      2 .... .... ...

2! 3!

p z p z p z p z p z p z p z

p z p p z p z


  

    

           

  
     

        (5.4) 

 

          
 

   

2 3 2 3

1 2 3 1 2 3

2 2 3 3 3

1 1 2 1

( )     1 ..... 1 ...

( 1) ( 1)( 2)
                    2 ..... .... ...

2! 3!

q w q w q w q w q w q w q w

q w q q w q w


  

    

           

  
     

        (5.5) 

 
  2 2 3 3

1 2 1 3 1 2 1

( 1) ( 1)( 2)
  ( ) 1  ( 1) ...

2! 6
p z p z p p z p p p p z

     
    

     
           

   
(5.6) 

   
  2 2 3 3

1 2 1 3 1 2 1

( 1) ( 1)( 2)
( )   1 ( 1) ...

2! 3!
q w q w q q w q q q q w

     
    

     
           

   
(5.7) 

 نجد أن  (1.2و )  (1.1باستخدام العلاقات )
   2 3

2 3 4( ) ( ) 1 2 (1 ) 3 (1 2 ) 4 (1 3 ) ...f z zf z a z a z a z                       (5.8) 
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2 2

2 2 3

3 3

2 2 3 4

( ) ( ) 1 2 (1 ) 3(2 )(1 2 )

                                                                  4(5 5 )(1 3 ) ...

g w wg w a w a a w

a a a a w

  



       

    
           (5.9)           

 (  نحصل عمى المعادلات التالية 5.8و ) (5.6( و )5.2العلاقات )من 
                                          

2 1 2 (1 )  a p                                        (5.10) 
                                2

3 2 1

( 1)
 3 (1 2 )

2!
a p p

 
 


                                (5.12) 

                 3

4 3 1 2 1

( 1)( 2)
4 (1 3 ) ( 1)

6
a p p p p

  
   

 
                        (5.13) 

 التالية (  نحصل عمى المعادلات 5.9( و )5.7( و )5.3من العلاقات ) ايضاً و 
                                        

2 1  2 (1 )  a q                                          (5.14) 
                           2 2

2 3 2 1

( 1)
 3(2 )(1 2 )

2!
a a q q

 
 


                              (5.15 ) 

           3 3

2 2 3 4 3 1 2 1

( 1)( 2)
4(5 5 )(1 3 ) ( 1)

3!
a a a a q q q q

  
   

 
                (5.16) 

 نجد أن( 5.14)و (5.10)من المعادلة 
          

1 1 p q                                             (5.17  ) 
 ( نجد5.16( و)5.13بجمع العلاقتين )

 3 3 3

2 2 3 3 3 1 2 1 2 1 1

( 1)( 2)
4(5 5 )(1 3 ) ( ) ( 1)( ) (   )

6
a a a p q p p q q p q

  
   

 
            (5.18) 

3( يكون  5.17وفقاً لمعلاقة ) 3

1 1  0p q . أن: نجد( 5.18)التعويض في العلاقة ب 
                         3 3 3 1 2 1 2

2 2 3

( ) ( 1)( )
(5 5 )

4(1 3 )

p q p p q q
a a a

  



   
 

 
                 (5.19   ) 

  د أن:( نج5.13)من  (5.16)بطرح العلاقة 

       
3

4 2 2 3 3 3

3 3

1 2 1 2 1 1

8 (1 3 ) 4(5 5 )(1 3 ) ( )

( 1)( 2)
                                        ( 1)( ) ( ) 

6

a a a a p q

p p q q p q

  

  
 

     

 
    

       (5.20) 

  أن: ( نجد5.20( في العلاقة )5.19)بتعويض العلاقة  

      
 4 3 3 1 2 1 2 3 3

3 3

1 2 1 2 1 1

8 (1 3 ) ( ) ( 1)( ) ( )

( 1)( 2)
                                            ( 1)( ) ( ) 

6

a p q p p q q p q

p p q q p q

    

  
 

        

 
   

       (5.21) 

3( يكون 5.17وفقاً لمعلاقة ) 3 3

1 1 1  2p q p .  أن: وترتيب نجد( 5.21)بالتعويض في العلاقة 
                         33 1 2

4 1

( 1) ( 1)( 2)
 

4(1 3 ) 4(1 3 ) 24(1 3 )

p p p
a p

     

  

  
  

  
                (5.22) 

)افة لمراعات أن الدالة الحقيقية بالإض (5.22عمى العلاقة ) 5.51 مساعدةالمبرىنة ال بتطبيق 1)    تأخذ 
0 سالبة عندما  اً قيم 1   ومنة نستطيع أن نكتب 

                         
4

( 1) ( 1)( 2)
    

2(1 3 ) (1 3 ) 3(1 3 )
a

     

  

  
  

  
                  (5.23) 

 ( وبذلك يتم الإثبات .5.1)  ( ىي علاقة مكافئة لمعلاقة5.23ومنة العلاقة )
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3لدالة ملاحظة تغيرات امن المفيد  22 12 13     0عندما 1   حيث أن أقصى قيميا لاتبمغ العدد
1)6وىو 1ويضاف لذلك أن جميع قيميا مقسومة عمى العدد الموجب الأكبر من العدد  4 3 )  الذي يؤكدالأمر 

naمقارنةً مع معامل بيبرباخ 4a  لممعامل عمى جودة ىذا التقدير n. 
 :مما تقدم تنتج المبرىنتين التاليتين

 من أجل كل   5.2 مبرىنة ,1f  H   فإن 

                                          
3 2

4

2 12 13
 

24
a

   
                              (5.24) 

1( بوضع 5.1ينتج مباشرة من العلاقة ) الإثبات.  . 
 
من أجل كل  5.3مبرىنة  ,1f  H    فإن 

                                 
4 3 2 2 2

2

2 12 13 (9 8 )
(2) 

129612 2 16
H

    



  
 


                  (5.25) 

2الإثبات. بما أن  3 2

2 4 3

3 4

2

    
(2)   

      

a a
H a a a

a a

 
   
 

2فإن  

2 4 32(2) H a a a     1.5مبرىنة الباستخدام 

فيما يخص المعاملات  51.1 نتيجةالو 
2 3 4 ,    ,  a a a  في الصف ,1 H   نجد أن 

                                      
4 3 2 2 2

2

2 12 13 (9 8 )
(2) 

129612 2 16
H

    



  
 


 

 بذلك يتم الإثبات .
 
  التوصيات و  الاستنتاجات 
حدد ىانكل الثاني في الصفتوصمنا في ىذه المقالة الى إيجاد تقدير لم  ,S  , وأيضاً قدرنا المعامل 

4a 
الصف في ,  Hضافة ال ى ذلك أوجدنا تقدير لممعاملوا 

4a الصف في ولمحدد ىانكل الثاني ,1 H. 
2  نوصي بمحاولة إيجاد تقديرات لممعاملات 3,a a  في الصفوف التي عرفيا Frasin [13]  أكثر دقة من  لتكون

  .Frasin [13] النتائج التي توصل ليا
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