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 ممخّص  
 

بوجود العامل  لمنظومات قضبانية من مواد مرنة لزجة لاخطية الاىتزازات العرضانية ألةمستقدم ىذه المقالة حلًا ل
يجاد عبارات تحميمية لحمول ىذه المعادلات بحيث  تم بناء المعادلات التفاضمية البيولوجي. ف الاىتزازات ص  و تالحاكمة وا 
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  ABSTRACT    
 

this paper presents a solution of non-linear viscoelastic bar systems transversal vibrations 

problems in presence of biological factor. Governing differential equations were built, then 

analytical expressions of the solution of this equations were found, which describe 

transversal vibrations of a thin finite length bar.    
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 مقدمة:
تعتبر مسألة الاىتزازات من أىم التأثيرات الميكانيكية التي يتعرض ليا الإنسان، حيث يعتبر الجسم البشري من وجية 

تستخدم المواد المرنة المزجة نظر الميكانيك البيولوجي جسماً قابلًا لمتشوه يخضع لتأثير قوى ميكانيكية وغير ميكانيكية. 
عمى نطاق واسع لمسيطرة عمى الاىتزازات في اليياكل  [2 ,1]ك المنظومات المصنوعة من مواد مرنة لزجة وكذل

 والآلات وفي تقميل الضوضاء في الأنظمة الصوتية.
الطريقة تقود . [4 ,3]في الأعمال  ، التذبذبات والالتواءتقوستم تطبيق نموذج المرونة غير المحمية عند دراسة مشاكل ال

طية لدراسة التقوس إلى مجموعة من المعادلات التفاضمية القابمة لممكاممة والتي تم البناء عمييا وتقدير مطالات اللاخ
أما تأثير نوع النموذج عمى تصرفات الحل لحركة قضيب . [7 ,6 ,5]في الاعمال  العرضانية عند التقوسالاىتزازات 

 .[8]صمب في وسط لدن لزج فقد نوقشت في العمل 
 

 ة البحث وأىدافو:أىمي
إن  عممية تنظيم التحريضات  بيولوجي. لزج في وسط مرن ضيح العمميات الاىتزازيةىو تو بحث اليدف الرئيسي ليذه ال

 من أجل تحسين ظروف العمل والحماية من أضرار الاىتزازات. الاىمية الأولىالاىتزازية وحماية الجسم البشري تممك 
 .شكل مجموع اىتزازات توافقية بسيطةبوضعيا عمى ، ةتوافقيالغير  ةمعقدال اتىتزاز لاا ىذه ر عننعب
 

 ده:طرائق البحث وموا
وعمى المعادلة اللاخطية للأوساط المرنة الوراثية )عند الكائنات الحية(  [9]النموذج الموجود في العمل  بالاعتماد عمى

طريقة لحل  يجادوذلك لإ يقة تحميل فورييووطر  في سمسمة قوىعرضانية نشر تابع الإزاحة الطريقة واستخدام  [10]
 المسألة المدروسة.

 لقضيب فعّالالمعادلة التفاضمية للاىتزازات العرضانية 
تعتمد الدراسة النظرية ليذه المسائل عمى النماذج الميكانيكية لأعضاء الجسم البشري، حيث أدخل مفيوم العامل 

بناءً عمى التشوه والإزاحة في المادة. ة لى جانب التأثيرات الميكانيكيكمتغير يؤثر إ [9]البيولوجي لأول مرة في العمل 
بعين الاعتبار وجود العامل الأخذ صمب قابل لمتشوه مع  موضع نموذج لجس [11] تم في العمل [9]عمى العمل 

 . البيولوجي
يؤدي إلى تقوس محور ، مما عند الاىتزازات العرضانية  نقاط القضيب في اتجاه عمودي عمى محور القضيبتتحرك 

بالعارضة وبالتالي فإن عبارتي اىتزازات العارضة أو  يدعى القضيب في حالة الاىتزازات العرضانية القضيب.
منتيي  رقيق سندرس في ىذا العمل مسألة الاىتزازات العرضانية لقضيب الاىتزازات العرضانية لقضيب تعتبر متماثمة.

أن النسج البيولوجية تممك وبشكل ، حيث عين الاعتبار وجود العامل البيولوجيلزجة مع الأخذ ب الطول من مادة مرنة
 .[12]صريح خصائص مرنة لزجة وعلاقة غير خطية بين القوى المؤثرة )الإجياد المطبق( والتشوه 

 :[11]إن وجود العامل البيولوجي )حساب رد الفعل( يمكن أن يتم بطريقتين 
عندما رد فعل الجسم  :الأولى tR  :يتعمق بحالة الإجياد لمجسم في لحظة زمنية تسبق المعطاة 

     tAtR 
10 حيث  A   و وسيط يصف زمن تأخر رد الفعل  10  . 
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الثانية: عندما رد فعل الجسم  tR  :يتعمق بكامل فترة الإجياد لمجسم 

      

t

dtRtR
0

 

بما أن الجيد الحقيقي في الجسم في لحظة ما يساوي مجموع الجيد الخامل )غير الفعال( ورد الفعل:    tRt  
 حركة )من أجل الحالة الأحادية البعد وعند غياب قوى الثقالة( تكتب بالشكل:فإن معادلة ال
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 تغير الإجياد مع الزمن حيث التشوه معموم. وبالتالي تأخذ معادلة الحركة الشكل الآتي:
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من أجل الأوساط التي تممك خواص وراثية وعمى خصائص انتشار الاىتزازات  [15]تم بالاعتماد عمى قانون رابوتنف 
المعادلة التفاضمية القابمة لمحل بالنسبة لتابع تقوس القضيب العرضانية في قضيب عند الثني الحصول عمى  txW , 

 :بالصيغة [13]في العمل 
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aE. القضيب نصف قطر عطالة المقطع العرضي   معامل المرونة المحظي ليونغ حيث,a   أعداد ثابتة



 Sciences Series .Tishreen University Journal. Bas   8402( 0) العدد( 04) العموم الأساسية المجمد  مجمة جامعة تشرين

57 

  .ىو بارامتر لاخطية منحني التشوه المحظي بالإضافة إلى أن 
3

3

2
hJ    عزم عطالة المقطع العرضي لمقضيب

 .مساحة المقطع العرضي لمقضيب S*بالنسبة لمحور عرضي، 
 .[14]الاىتزازات العرضانية اللاخطية لقضيب من مادة مرنة في العمل  (1)ادلة بالاعتماد عمى المع درست

 
 النتائج والمناقشة:

  [15] الارتخاءمادة القضيب مرنة لزجة. وبالتالي فإن نواة معامل  بحثفي ىذا ال اعتبرت  0 St . ننشر
التابع المراد تعيينو  txW  عمى الشكل: و  في سمسمة بقوى البارامترين  ,

(2)                          
nm

nm

nm txWtxW
,

, ,,  

دقة حتى الدرجة عمييا قد تم الحصول عمييا ب اعتمدناالتي  [11] أخذ بعين الاعتبار أن معادلة النموذج البيولوجين
عمى الشكل:  و  نأخذ العلاقة بين البارامترين  (2) نشرمن أجل دقة الو . الأولى لمبارامتر

 020110002

1

,,;~    عمى الحدود التي توافق الأزواج فييا نقتصر  عندئذ
         0,2,0,1,1,0,0,0, nm. 

 تفاضمية تنحصل عمى جممة معادلافالحدود المتساوية المراتب في الصغر  نقارنو  (1)في المعادلة  (2)النشر  نعوض
 دوالتعيين المترابطة تسمح ب       txWtxWtxWtxW ,,,,,,, 0,20.11.00.0. 
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 وفق العلاقة: (2) والتي تعين بدورىا الحل العام
               

      
),(),(),(),(),( 0,2

2

0,11,00,0 txWtxWtxWtxWtxW   
تأخذ . لزجة منتيي الطول من مادة مرنة رقيق  عمى ىذه المعادلات الاىتزازات العرضانية لقضيب سندرس اعتماداً 

 الشكل الآتي:  الشروط الحدية كما في الحالة المرنة
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تسمح ىذه الشروط بصياغة الشروط الحدية لمدوال  توافق غياب أي تأثير عمى الطرف الآخر لمقضيب. txW nm ,,
 

 في ىذه الحالة. [16]وتحديد المنحنيات الموافقة لممسألة وتبيان أثر الاىتزازات الصغيرة 
نختار نواة معامل التسمق بالشكل النظامي:      tet  حيث  و .ثوابت 

تصادفنا في المسائل التطبيقية صعوبات ناتجة عن زيادة عدد مرات تكامل العوامل والتي تؤدي بدورىا إلى حسابات 
معقدة بحيث أن نوى التكاملات التكرارية تغدو بشكل طارئ حساسة تجاه الأخطاء المرتكبة أثناء قياس الإجياد أو 

المشاكل ببناء نظريات المرونة والمزوجة عمى أساس دلائل تجريبية  ولذلك غالباً ما يتم تجاوز تمك .[17] التشوه
حل في بالأساس حل المسائل التي تممك  ىذه النظرياتفي إطار يمكن  .[18]لمنحنيات تسمق وارتخاء زمنية متشابية 

البحث وفق ىذا المزوجة. بو  المرونة نظرية المرونة. والاختلاف يكمن في ضرورة تحديد بارامتراتل اللاخطيةالحالة 
 في شكل سمسمة: (3)عن حل المعادلة  التصور
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من أجل   نحصل kk xW , من المرتبة الرابعة عمى معادلة تفاضمية: 
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 :[19] هي (10) للمعادلة المميزة المعادلة جذور بين العلاقة حيث
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 لمشروط الحدية: (11)يق الحل قعند تح

                                     0;0,
2 2

2

0 



 x

x

WW
xW k

k    

(13)                                     1;0
3

3

2

2










x

x

W

x

W kk 



 Sciences Series .Tishreen University Journal. Bas   8402( 0) العدد( 04) العموم الأساسية المجمد  مجمة جامعة تشرين

20 

عمى سمسمة من المعادلات الجبرية حميا لو  Cjk، فإننا نحصل من أجل المعاملات (8)و  (7)التي تنتج من الشروط 
   :الشكل الآتي
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من أجل تحقق الشرط تكون محققة. أما  (7)من والشرط الثاني  (8)فإن الشروط الحدية  (14)عند الحصول عمى القيم 

عمى حدين من حدود السمسمة وذلك بأخذ  (9)في  قتصريكفي أن ن (7)الأول من 
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   يأخذ الشكل: (7) ,(8)،  (3)لممسألة المطروحة  (9)حل البيذا الشكل فإن . 21
      (15)                         ,cos,, 0,00,0 xtxRtxW  

  المطال والطور الابتدائي للاىتزاز يعطيان بالعلاقات: حيث   
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 بالاعتماد عمى أن: -
(17)                    titi exWexWtxW     ,,, 210,0 
 حيث ,2 xW  لمتابع  المرافق العقدي ,1 xW.  

 :عمى الشكل (4)دلة اسنبحث عن حل المع
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kkحيث     . حصل عمى:فن (4)في  (18)و  (17)نعوض 
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4321نعين الثوابت  ,,, CCCC (8)و  (7)انطلاقاً من  الآتية والتي نحصل عميياالشروط الحدية  من: 
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 :الشكل الآتي (19)عندئذ  يأخذ حل المعادلة 
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 :الشكل الآتي (4)فيأخذ حل المعادلة  (18)في  (24)نعوض 
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 , (8)التي تنتج من الشروط الحدية  من أجل الشروط الحدية المتجانسةالحل الصفري  (5)تممك المعادلة  -
 .(13)و  (7)
 دالةمن أجل تعيين ال (6)ل لحل المعادلة ننتق - txW ,0,2

 من أجل الشروط الحدية المتجانسة الآتية: .
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 .(13)و  (7) , (8)من الشروط الحدية بدورىا والتي تنتج 
 الآتية: والبحث عن حل المعادلة الناتجة عمى شكل السمسمة (6)المعادلة في  (15)بتعويض 
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1
62

2

22

2

1
6 21

4
,21

4
 iBB

q
miBB

p
n 

   22

2

2

2

2
722

2

2

2

2
7 21

4
,21

4






 iBB

q
miBB

p
n 

     2

2

22

2

2
82

2

22

2

2
8 21

4
,21

4
BBi

q
mBBi

p
n 


 

     22222

2

3
922222

2

3
9 1

2
,1

2
 iBiBi

q
miBiBi

p
n 

     22222

2

3
922222

2

3
9 1

2
,1

2
 iBiBi

q
miBiBi

p
n 

         22222

2

3
1022222

2

3
10 1

2
,1

2



 iBBii

q
miBBii

p
n 

     22222

2

4
1122222

2

4
11 1

2
,1

2






 iBBBi

q
miBBBi

p
n 

         22222

2

4
1222222

2

4
12 1

2
,1

2



 iBBiB

q
miBBiB

p
n 
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     22222

2

5
1322222

2

5
13 1

2
,1

2
 iBiBi

q
miBiBi

p
n 

         22222

2

5
1422222

2

5
14 1

2
,1

2



 iBBii

q
miBBii

p
n 

     22222

2

6
1522222

2

6
15 1

2
,1

2






 iBBBi

q
miBBBi

p
n 

         22222

2

6
1622222

2

6
16 1

2
,1

2



 iBBiB

q
miBBiB

p
n 

 حيث:
        vvivuuiu  1

11

1

11 ,2,,2  
               11

1

11

1

1111 2,2,2,2  iqipqp  
              111

3

11

2

11

2 ,2,2   ipiqip 
                  111

4

111

4

111

3 ,,  iqipiq  
             111

5

111

5 ,   iqip 
           111

6

111

6 ,  iqip  
ىنا  1 (12)عطى بالعلاقة ت. 
  من أجلk=1  عمى: (28)نحصل من 

(31)                             
    

 xQU
A

i
U 2122

222
4

1
1










 

 يعطى بالشكل: (31)حل المعادلة 
(32)                      xGxCxCxshCxchCU  1

4

1

3

1

2

1

11 sincos  

ىنا  xG  لو الشكل: (31)حل خاص لممعادلة 

 
 

        

 

 











qxmqxmshqxmchqxm
mq

pxnpxnshpxnchpxn
mp

xxBxshxch
xn

xG

sincos

sincos

sincos
4

43214

2

43214

2

11

2

11

2
1

2










 

   

   















xqmxqm
mq

xpnxpn
mp

xqmxqm
mq

xpnxpn
mp

28274

2

2
28274

2

2

16154

1

2
16154

1

2

sincossincos

sincossincos





 

   





 xqmxqm
mq

xpnxpn
mp

310394

3

2
310394

3

2 sincossincos
 
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   

   

     33sincossincos

sincoscoscos

sincossincos

6166154

6

2
6166154

6

2

5145134

5

2
5145134

5

2

4124114

4

2
4124114

4

2

xqmxqm
mq

xpnxpn
mp

xqmxqm
mq

xqnxpn
mp

xqmxqm
mq

xpnxpn
mp































 

 حيث:
 

    
 




















i

i

A

i
m 222

222

,
1

 

، من أجل تعيين الدالة (26)انطلاقا من الشروط الحدية  xU1
 لدينا الشروط الحدية الآتية: 

 (34)               
 

0
0

0
2

1

2

1 





x

U
U       و   

0
11

3

1

3

2

1

2











x

U

x

U
    

4321نحسب الثوابت  ,,, CCCC  عندئذ  من أجل الدالة (34)من الشروط ، xU1
 نحصل عمى: 

(35)                                        xiLxLxU 651  
 حيث:

            xGxNxNxshNxchNxL  1

4

1

3

1

2

1

15 sincosRe  
            xGxNxNxshNxchNxL  1

4

1

3

1

2

1

16 sincosIm  
 وبدوره:

  
       00

2

1 21

21
3 GGN 


   ،

  
       00

2

1 21

21
1 GGN 





 

 
       

   











 


21

1

4

1

1

1

312

1
sincos

1






G
NchNN

sh
N 

     

 
  

 

  
 

             111

2

111

1

21

1

311114

cossin

1
1

sincos

1









cthNcthchshN

G
cthG

cth
N




























 

  من أجلk=3  عمى: (28)نحصل من 

(36)                             
  

 xQU
iA

i
U 133

2
4

3
31

39










 

 يعطى بالشكل: (36)حل المعادلة 
(37)                      xZxCxCxshCxchCU  1

8

1

7

1

6

1

53 sincos  

 حيث:

       
         143

11

21 ,  iigf 

                         
 

 وبدوره فإن: 

2
,

2

22

1

22

1

ede
g

ede
f





 
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2
,

2

2222  





aba
v

aba
e 

 
  

 
  















 

iA

i
b

iA

i
a kk

31

39
Im,

31

39
Re

22

 

 xZ  يعطى بالشكل (36)حل خاص لممعادلة: 

 
  

        

  
        













xrxrxshrxchr
m

xrxrxshrxchr
m

xZ

1

8

1

7

1

6

1

541

3

1

4

1

3

1

2

1

141

3

3sin3cos33
81

sincos











 

   

   



















xvsxvs
mv

xusxus
mu

vxsvxs
mv

uxnuxs
mu

18164

1

3

17154

1

3

424

3

314

3

sincossincos

sincossincos





 

 حيث:
 

  
 




















i

i

iA

i
m

3

3
,

31

39 1
3

2

  

8765نحسب الثوابت  ,,, CCCC :من الشروط 

 
 

0
0

0
2

3

2

3 





x

U
U       و   

0
11

3

3

3

2

3

2











x

U

x

U 

. عندئذ  من أجل الدالة (26)دية الحالتي تنتج من الشروط  xU3 :نحصل عمى 
(38)                                        xiLxLxU 873  
 حيث:

            xZxNxNxshNxchNxL  1

8

1

7

1

6

1

57 sincosRe  
            xZxNxNxshNxchNxL  1

8

1

7

1

6

1

58 sincosIm  
 وبدوره:

  
       00

2

1 21

21
7 ZZN 


    ،

  
       00

2

1 21

21
5 ZZN 





 

 
       

   











 


21

1

8

1

5

1

716

1
sincos

1






Z
NchNN

sh
N 

     

 
  

 

  
 

             111

7

111

5

21

1

311118

cossin

1
1

sincos

1









cthNcthchshN

Z
cthZ

cth
N




























 

        

 
 :سيأخذ الصيغة  (26)،  (6)مسألة لم النيائي لحالفإن  (27)في  (38)و  (35)بتعويض 
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 (39)                                
         

       



,3cos2

,cos2,

1
2

1
2

8

2

7

2

1
2

6

2

50,2

xtxLxL

xtxLxLtxW




 

حيث:   ,x  توافق الحالةk=1 وبدوره ،  ,1 x  توافق الحالةk=3  أما من أجل بقية القيم (27)في .
(k=0,2,4,5,…) .فإننا نحصل عمى حمول صفرية 

 
 
  









0;

0;0
,

5

5

5

6

L

L

xL

xL
arctgx


 

 
 
  









0;

0;0
,

7

7

7

8

1
L

L

xL

xL
arctgx


 

تجدر الإشارة إلى أنو من أجل  0 [14]ة نحصل عمى تابع التقوس لمقضيب في الحالة المرن . 
 

 الاستنتاجات والتوصيات:
مرنة لزجة لاخطية، حل مسائل  القضيب تم بالاعتماد عمى معادلات الحركة لقضيب عند الثني، حيث مادة -

 الاىتزازات العرضانية مع الأخذ بعين الاعتبار وجود العامل البيولوجي
مجرى المسألة إلى حل المعادلات  تم بناء الحل بالاعتماد عمى طريقة البارامترات الصغيرة. حيث قاد -

 التفاضمية الناتجة، بحيث تم البحث عن تمك الحمول عمى شكل سمسمة توافقية.
وتم الحصول من أجل بعض التقريبات الأولى من السمسمة عمى مجموعة مترابطة من المعادلات التفاضمية،   -

جراء  كتبت حموليا في عبارات تحميمية ليا صيغ موحدة. وىذا يعتبر ميم جداً عند وضع برنامج عمى الحاسوب وا 
 الحسابات العددية.
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