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 ممخّص  

     

 

 :القصوى الصغرى لمدالي التكامميالقيمة  إيجاد يعالج ىذا البحث مسألة
          dzz'f,...,z'f,zf,...,zfFref n1n100 



 

 ية من النوعدال قيودتحت    0f1   وشروط حدية من النوع      kkkk Bbzf,Aazf   مع العمم
أن  n21 f,...,f,ff  و التحميمية في قرص الواحدة  دوالفي فضاء باناخ لم ةمعرف دالة  منحن نظامي في ىذا

 . القرص

الشرط اللازم لكي تكون الدالة  قد تم البرىان عمى أنو  n21 f,...,f,ff   ًىو تحقيقيا أعلاه ممسألة  ل حلا
 المعادلات التفاضمية  لجممة
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n,...,2,1k حيث   وm10 ,...,,   .مضاريب لاغرانج 
 يحتوي البحث أيضاً عمى بعض الأمثمة والتطبيقات
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  ABSTRACT    
 

This paper deals with the following conditional extremal problem: Find the minimum 

value of the integral functional 

          dzz'f,...,z'f,zf,...,zfFref n1n100 


  

under some boundary conditions       kkkk Bbzf,Aazf   and additional 

constraints of type    0f1  , where  n21 f,...,f,ff    is some function defined in 

Banach Space of  holomorphic functions in unit disc and   is a regular curve in this disc.  
 

It have been shown that the solution  n21 f,...,f,ff   of the above  problem satisfies 

the system of differential equations 
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Where n,...,2,1k   and m10 ,...,,   are the Lagrange Multipliers. 

Some applications and additional examples are given. 
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 مقدمة
القيمة الصغرى إيجاد  ىي مسألة (Calculus of Variations) في حساب التحولات من المسائل الأساسية

 الشرطية لمدالي:

            dxx'y,...,x'y,xy,...,xy,xyFy,...,y,yJ m1m21

b

a

m21             1 

 :بشرط أن يكون

               ldxx'y,...,x'y,xy,...,xy,xyGy,...,y,yI m1m21

b

a

m21              2 

 .[2]ومشتقاتيما Gو  Fلشروط الإضافية الأخرى عمى مع بعض ا
الحمول  ما يعرف اليوم بنظريةوصولًا إلى ىذه المسألة أكثر من مرة وفي اتجاىات مختمفة عممت وقد 

-Ioffe )تيخوميروف  -يوفيلصوى ي ىذا المجال يعد مبدأ القيمة القوف   . Optimization) ) [4]المثمى

Tikhomirov)  [3]لمداليات في الفضاءات الحقيقية المختمفة أداة فعالة لإيجاد الشرط اللازم  لوجود القيمة القصوى. 
دراسة المسائل القصوى عمى الساحة العقدية . وكذلك أصبح ممكناً ل ىذا المبدأأنو بالإمكان استخدام  فيما بعد تبين قدو 

ثم إيجاد الشرط اللازم لوجود  ض الفضاءات العقدية مثل فضاء باناخ بعفي  ة المطروحة أعلاهالمسأل دراسةم تعمي
 ليذه المسائل.الحل 

 
 أىمية البحث وأىدافو

العقدية وخصوصاً  ياتاللدفي المسائل القصوى المتعمقة با ة لدراسات سابقةتابعتنبع أىمية البحث من كونو م
في دراسة  ،الأمثمياتمتمثمة بنظرية ،استخدام الطرق الحقيقية   -في المقدمة  كما ذكرنا –بعد أن أصبح بالإمكان 

احة السيدف ىذا البحث إلى دراسة المسائل الشرطية عمى لسياق يوفي ىذا ا المسائل القصوى عمى الساحة العقدية .
 . تحولاالمسائل المعروفة في حساب الت لبعض تعميمك العقدية 

 
 وموادهالبحث  طرائق

 مبدأ القيمة القصوىوتم تحديداً استخدام ( Optimization)  ياتلبحث المتبعة ىي طريقة الأمثمقة اطري
((Extremum Principle)[3]  في سبيل إيجاد حمول بعض المسائل الشرطية. 

 
 المناقشة والنتائج.

القيمة الصغرى الشرطية لمدالي لوجود أن الشرط اللازمفي حساب التحولات  من المعموم 1 ىو تحقيق  xy 
 الآتية: لجممة المعادلات 

.1,2,...mk   ,0F
dz

d
F '

'y

'

y kk
                           3 
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في ىذا البحث تتم دراسة الدالي أولر.  المعروفة بمعادلات 1 دوالعندما تكون الأي  عمى الساحة العقدية 
m21 y,...,y,y  حيث نحصل عمى الشرط اللازم لوجود الحل من  .إضافة بعض القيود الاخرى عمى المسألة مععقدية

معادلات مشابية لمجممة  جممة خلال الحصول عمى 3. 
 عرض المسألة في فضاء باناخ. 5
 الواحدة في قرص  التحميمية دوالال من المؤلفباناخ  اءفض E كنيل 1zD   .ولنضع: 

  , ,...,, 21 nffff      , 'f,...,'f,'f'f n21 EEEEn  ...    

ولنعرف متتالية الداليات  fj   في الفضاءnE  :بالشكل 
           m,...,1,0j  ,dzz'f,...,z'f,zf,...,zfFref n1n1jj  



               4 

 أو باختصار:
 5                           dzz'f,zfFref jj 



 , mj ,...,2,1,0  

nE تحلٌلٌة فً الفضاء  وال ) أو دالٌات(,د jFحٌث   و  zfk  أما   . ةالواحد في قرص  تحميميةدوال 

 معادلته:  Dمنحن نظامً فً القرصفهو 
  Dz  ,t   ,tzz:   

مداليالقيمة القصوى الصغرى ) أو العظمى( ل ولنبحث عن f0 بشرط أن يكون 
        m,...,2,1j    ,0dzz'f,zfFref 1j  



  

 مم أنمع الع
  , 'f,...,'f,'f'f n21   , ,...,, 21 nffff    

تدعى الدالة التي يبمغ الدالي  f0  من أجميا قيمة قصوى بحل المسألة أو بالدالة القصوى لممسألة ويرمز
ليا عادة  بالرمز    n21 f,...,f,ff. 

 : كما يميباختصار  السابقةبذلك يمكن طرح المسألة   
 
 حل المسألة: .0مسألة   

          n

00 Ef   ,mindzz'f,zfFref  


                6 

       m,...,2,1j    ,0dzz'f,zfFref 1j  


                7 

    
 . الشرط اللازم لوجود الحل6

إذا كان  .0نظرية , f,...,f,ff n21

   المعادلات التفاضمية جممة يحقق ىذا الحل فإن  0حلًا لممسألة:  

0
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 حيث
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   , f,...,f,ff n21,  

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F
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F
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F

f

F

n

j

2

j

1

jj
                      8 

m10 و ,...,,   .مضاريب لاغرانج 
 :كما يمي 0لممسألة  [3] لاغرانج دالة نشكل   .البرىان     

     


m

0j

jj dzz'f,zfFre

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jj dzz'f,zfFre


  


m

0j

jj f  ,'f,fL   

 9 
 حيث m10 ,...,,   :وكذلك 

.             z'f,...,z'f,zf,...,zfFz'f,zfF n1n1jj  
m10إذا وجدت أعداد  ليذه المسألة حلاً  f دالةال كونت [3] مبدأ القيمة القصوىبحسب الآن و  ,...,,  لا 

   :! أي أن افيي وىو انعدام مشتق فريشيو ، تحقق شرط لاغرانجو تساوي الصفر دفعة واحدة 
  0h,'f,fL f    

 المساواة وىذا يعني أن . nEمن  hبالنسبة لمعنصر 

  0dz'h
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قطعة   لمنحنيوالآن وبدون التخمي عن العمومية نستطيع اعتبار ا.  fمحققة في نقطة القيمة القصوى 
0 مستقيمة واصمة بين  معادلتيا: 0zو  

1z,1t0,tzz: 00        

وأن     0zh   ,00h 0 في ىذه الحالة يكون . 
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  المساواة: التكامل بالتجزئة نحصل عمىوبعد 
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لمشرط  ققحي nEh دالةمن أجل كل وىذه العلاقة محققة     0zh0h 0 ،  حيثDzo   .  والآن
 :نحصل عمى المعادلة  [1]وتعميميا  [2]الأساسية في حساب التحولات  التمييدية سببح
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 jF دوال. من تحميمية ال 0zو  0الواصمة بين صحيحة في كل نقطة من القطعة المستقيمة ذه المعادلة وى

 وىو المطموب.نستنتج صحة العلاقة السابقة في كل قرص الواحدة. 
  . حل المسألة بشروط حدية7

 :ية من النوعتحتوي عمى شروط تابع 0القصوى  مسألةإذا كانت ال
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         dzz'f,zfFref jj



 , mj ,...,2,1  

 فإننا نبدل كل شرط منيا بشرطين من نوع المتراجحات :
     0f    ,0f jj    

ة للجملة هجملة معادلات مشاب فنحصل على 0ة ثم نطبق النظرٌ 7 . شروط  عمى 0 توت المسألةأما إذا اح
 :حدية من النوع

      nkBbzfAazf
kkkk

,...,2,1,,   

 من نوع المتراجحات : مكافئة لو فإننا نبدل كل شرط منيا بأربعة شروط
       
        0Bbzfim   ,0Bbzfim

,0Aazfmi   ,0Aazfre

kkkk

kkkk



 

 
 لاغرانج دالةفً تظهر  ًالتمرة أخرى آخذٌن بالحسبان أن مشتق فرٌشٌه  للمقادٌر الثابتة 0ثم نطبق النظرٌة 

 ٌن لشرطمحقق ل h صركون معدوماً من اجل أي عنسٌ    0bh  ,0ah  المدروس فً الفضاء . 
 :بالشكل الآتيفي ىذه الحالة نستطيع معالجة المسألة 

 
 حل المسألة : .8مسألة 

 10                     mindzz'f,...,z'f,zf,...,zfFref n1n100  


 , nEf   

 11                      0dzz'f,...,z'f,zf,...,zfFref n1n1jj  


 , mj ,...,2,1  

 12                             nkBbzfAazf
kkkk

,...,2,1,,                             

 

 :الشكللاغرانج  دالةل يكونفي حالة ىذه المسألة 

  n
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 ,'f,fL 

 حيث m10 ,...,,   وnC  . بشكل  ود الحليكون الشرط اللازم لوجو ثوابت ناتجة عن الشروط الحدية(
 :ونيك ىو أن ( 0مشابو لمنظرية
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 :ة صحيحةيوبذلك تكون النظرية الآت

 
  :المعادلات التفاضمية جممةيحقق  ىذا الحل فإن  8حلًا لممسألة  fإذا كان  .8نظرية
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n,...,2,1k حيث   وm10 ,...,,   .مضاريب لاغرانج 
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. تعد الجممة 0ملاحظة 13 ة مكافئة لمجمم 7  وىذا الشكل يفيد في التطبيقات. 
 القصوى لمسألةا حل التكامل وبالتالي تحديد ابتو نستطيع إيجاد ث ةط الإضافيو باستخدام الشر  .8ملاحظة

 .بدقة المعطاة
00بحسب مبدأ القيمة القصوى فإن .3ملاحظة 10 أن عند وجود الحل وعندئذ يمكن القبول  . 

 ونتائج تطبيقات
 .سوف نعرض فيما يمي بعض التطبيقات والأمثمة لمنتائج السابقة

 حل المسألة الآتية: Eالتحميمية  دوال.  في فضاء ال3مسألة 
               Ef   ,mindz 'ff...'ff'ffref nn22110  



 

                                    0dz 'f...'f'fref 2

n

2

2

2

11  


 

                                     0dz f...ffref n212  


 

                                  n,...,2,1k   ,Bzf    ,00f k0kk   
                                        1z  ,1t0  ,tzz: 00      

لكي يكون  الحل.   n1 f,...,ff  دوالتحقق ال يجب أن 3حلًا لممسألة : 
                    'ff...'ff'ffF nn22110                  

                        2

n

2

2

2

11 'f...'f'fF  
                              n212 f...ffF  

 المعادلة التفاضمية 13  نضع العلاقة ذلكتحقيق في سبيل  .(8)بحسب النظرية 13:بالشكل 

    0'f,...,fF
'fdz

d
'f,...,fF

f
L

m

0j

n1j

m

0j k

n1j

k

jfk










 

 

          14 

2mحيث    ب المشتقات:نحس ثم 

   2110

1

2
2

1

1
1

1

0
0

2

0j

j

1

j 0'f
f

F

f

F

f

F
F

f
 






















 

0'f2f
'f

F

'f

F

'f

F
F

'f
21110

1

2
2

1

1
1

1

0
0

2

0j

j

1

j 





















 

تعويض ذلك فيوب 14:يكون 

 'f2f
dz

d
'fF

'fdz

d
F

f
L 1110210

m

0j

j

m

0j k

j

k

jf1
 









 

 

 

                                   0''2''2'' 1121110210  ffff  

 حقق المعادلة التفاضمية:ت 1f دالةنستنتج من ذلك أن ال
1

2
1 ''f




 :والحل العام ليذه المعادلة ىو 

1

2
111

2

11 a    ,czbzaf



 

 :يكون k وىكذا من أجل الحد الذي ترتيو
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      2k0

k

2
2

k

1
1

k

0
0

2

0j

j

k

j 'f
f

F

f

F

f

F
F

f
 






















 

'f2f
'f

F

'f

F

'f

F
F

'f
k1k0

k

2
2

k

1
1

k

0
0

2

0j

j

k

j  





















 

وبالتعويض في 14:يكون 

 'f2f
dz

d
'fF

'fdz

d
F

f
L k1k0210

2

0j

j

2

0j k

j

k

jfk
 









 

 

 

                                   0''f2''f2'f'f 112k1k02k0   
 وبذلك يكون

1

1

2
k a''f 



 

 لمعادلة كما سبق:ويكون الحل العام ليذه ا
n1,2,...,k   ,czbzaf kk

2

1k  
 القصوى دالةال عناصر نستنتج من ذلك أن   n1 f,...,ff  من الشكل:حدود كثيرات  ىي لممسألة 

n1,2,...,k  ,czbzaf kk

2

1k 
 

121aحيث   . ومن الشروط الحدية    k0kk Bzf  ,00f  الثوابت : بقية نجد 

n1,2,...,k  ,
z

zB
b   ,0c

0

2

0k
kk 


 

 حل المسألة الآتية: nEالتحميمية  دوال.  في فضاء ال0مسألة 
    Ef   ,mindz 'fb...'fbfa...faref 2

nn

2

11

2

nn

2

110  


 

                                                      0dz 'ffref kkk  


 

                                     n,...,2,1k   ,Bzf    ,00f k0kk  
                                        1z  ,1t0  ,tzz: 00      

لكي يكون  الحل.   n1 f,...,ff  دواليجب أن تحقق ال 0حلًا لممسألة : 
         2

nn

2

11

2

nn

2

110 'fb...'fbfa...faF                  
                           n,...,2,1k   ,'ffF kkk  

 المعادلة التفاضمية 13 (وبالتالي 14)  مع ملاحظة أنnm  ذلك من قالتحق. في سبيل في ىذه الحالة 
 :، عمى التوالي kلدينا، من أجل الحد العام 

                'f'fa2F
f

kkk0k

n

0k

k

k

j  






 

               kkk0k

n

0k

k

k

j f'fb2F
'f

 





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وبالتعويض في 14:يكون 

 kkk0kkkk0k

m

0j

j

m

0j k

j

k

jf f'fb2
dz

d
'f'fa2F

'fdz

d
F

f
L

k
 









 

 

 

0''fb2fa2'f''fb2'ffa2 k0kk0kkkk0kkkk0k   
 وبذلك يكون

0''fbfa kkkk  
 وبالتالي

kkkkk Aba   ,0A''f  
 ىو: -كما نعمم-يذه المعادلةل العام حلالو 
.  z A

k

z A

kk
kk edeczf


 

d,c, ابتلإيجاد الثو   kk  الشروط الحدية نستفيد من    k0kk Bzf  ,00f   أن:  ىط الأولو من الشر فنجد
,dc kk  :وبالتالي 

    z Asinhceecececzf kk

zAzA

k

z A

k

z A

kk
kkkk 

 
 :ةط الثانيو ومن الشر 

0k

k
k

zAsinh

B
c  

نستنتج من ذلك أن عناصر الدالة القصوى    n1 f,...,ff :لممسألة  ىي دوال من الشكل 

    .   n1,2,...,k    z ,
b

a
sinh

zAsinh

B
zf

k

k

0k

k
k 
 

 

 كحالة خاصة لممسألة السابقة نورد المثال الآتي:

  حل المسألة الآتية: E.  في فضاء الدوال التحميمية 0مسألة 
                          Ef   ,mindz z'fzfref 22

0  


 

                                           0dz z'fzfref1  


 

                                               1zf    ,00f 0  
                                        1z  ,1t0  ,tzz: 00      

 حيث:  0ىذه المسألة ىي حالة خاصة من المسألة  الحل.
           1B   ,1ba     ,1mn 111                  

                     :  لك سيكون حل المسألة ىذه متمثلًا بالدالة القصوىولذ
  z sinh

zsinh

1
zf

0

 
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 الاستنتاجات والتوصيات 
بالإمكان تعميم المسألة السابقة إلى فضاءات أخرى وبداليات متعددة المتحولات حيث يمكن الحصول عمى  -0

 .بواسون( -حساب التحولات مثل مسألة لاغرانج مسألة أولرتعميمات أخرى لمسائل في 
توجيو طلاب الدراسات العميا في الرياضيات ) تخصص تحميل رياضي( إلى امكانية الاستفادة من  -8        

 المواضيح المطروحة في ىذا البحث لطرح مواضيع جديدة ذات صمة يتضمونوىا في أطروحاتيم.
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