
98 

 2012( 1( العدد )00المجمد ) العموم الأساسيةسمسمة   -مجمة جامعة تشرين لمبحوث والدراسات العممية 
Tishreen University Journal for Research and Scientific Studies - Basic Sciences Series Vol.  (04) No. (1) 8412 

 
 دراسة معادلة بل باستخدام المرتّبات التّربيعيّة

 
 *الدكتور حسن سنكري
 **أحمد عيسى 

 
 (2012/ 2/  0قُبِل لمنشر في  . 2011/  3/ 11 تاريخ الإيداع)

 
 ممخّص  

 
حيث  ، حيحة مجموعة الأعداد الص  في  معادلة بل  ة حل  درسنا في ىذا البحث قابمي  

 كما ،ةة الحقيقي  ربيعي  بات الحقول الت  ىذه المعادلة بالإعتماد عمى الإيديالات في مرت   ة حل  أعطينا شرطاً لازما وكافياً لقابمي  
  .و ة لـليذه المعادلة وذلك من أجل حالات خاص   حل   أعطينا صيغة الإيديال المقابل لكل  

 
 .ة ، معادلة بل ربيعي  بات الت  ة ، المرت  ة الحقيقي  بيعي  الحقول التر  : ةالمفتاحيّ الكممات 
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  ABSTRACT    
 

In this paper , we will study the ability to solve Pell's equation  in the 

set  , we give necessary and sufficient conditions to solve this equation , depending on the 

ideals in orders of the real quadratic fields .We also introduce the formula of  the opposite 

ideal for every solution of this equation , in special cases of   and  . 
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 : مةمقدّ 
عددان صحيحان  و حيث   من الشكل معادلةىي  Pell's equation معادلة بل 

  . حيحة في مجموعة الأعداد الص   مول وجد الحوت ،  ،ن معمومان وغير صفريي  
ة ربيعي  يغ الت  ة من الص  فقد درست كحالة خاص   ، تقديم العديد من الأبحاث لدراسة معادلة بل تم  

Mathews ،ة ربيعي  عداد الت  ودرست باستخدام حقول الأBolker ،   ة الإيديالات ونظريMollin  ، كما
 و حيث  ) ةالعلاقة بين حمول المعادل Halter-Koch    درس

 Andrica  كما أورد الباحثان ،المرت بات الت ربيعي ةالإيديالات في  ونظري ةليس مربع كامل(  وعددان طبيعيان 
عمى حمقة بواقي الأعداد الصحيحة بالنسبة  بالاعتماد ن متى معادلة بل غير قابمة لمحل  يبي   اختبار Andreescu و 

لمزيد من  ،اختبارات لقابمية حل  المعادلة و الزمر الجزئية المولدة بحمول معادلة بل دراسةحديثا يتم  . nلممقاس 
 . ةراجعالمعمومات يرجى م

وذلك  ، ةربيعي  بات الت  ة المبيمة في المرت  ظامي  في ىذا البحث العلاقة بين حمول معادلة بل والإيديالات الن  رس سند
 . و  لـة جل حالات خاص  أمن 

 
 أىمية البحث وأىدافو4

و تو في أن  وتكمن أىمي  ،  و  لـة وذلك من أجل حالات خاص   ، ييدف ىذا البحث إلى دراسة معادلة بل
كما يعطي صيغة  ،بات التربيعية ىذه المعادلة بالإعتماد عمى الإيديالات في المرت   ة حل  يعطي شرطاً لازماً وكافياً لقابمي  

  .ليذه المعادلة  حل   الإيديال المقابل لكل  
 

 ه4دّ طرائق البحث وموا
 ةربيعي  بات الت  ة المبيمة في المرت  ظامي  ومن تصنيف الإيديالات الن   ، ديالاتالإي في ىذا البحث نستفيد من خواص  

ة ظامي  عمى الإيديالات الن   بالاعتماد المعادلة  ة حل  بالإضافة إلى قابمي  ، 
 .ة ربيعي  بات الت  ة في المرت  ئيسي  المبيمة الر  

  4ةتعاريف ومفاىيم أساسيّ 
 14تعريف 

 : اليينرطين الت  من الش   ق كل  إذا تحق   ز تربيعي  و ممي  ن  إ حيح عن العدد الص   يُقال
 ع كامل ليس مرب    -1
2-   

 24تعريف 
 : اليةيغة الت  بالص    إذا لم يكتب ز أساسي  و ممي  بأن    ربيعي  ز الت  عن الممي   يُقال
  . 

  14تمييدية
 : رطين الآتيين متكافئينالش  كل من  عندئذ ز تربيعي  ممي   إذا كان 

 . ز أساسي  ممي     - 1
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 .أو   - 2
  :3تعريف

   .ةحقل أعداد تربيعي  و ز تربيعي  ممي   ليكن  
 : كل التاليبالش    ربيعي  ب الت  يعر ف المرت  

 
 : 2ةتمييديّ 
يغة ص  يعطى بال  ربيعي  ب الت  عندئذ المرت   ،ةحقل أعداد تربيعي   و  ز تربيعي  ممي   ليكن

   : اليةالت  
 44تعريف

 : عندئذز تربيعي  ممي  ليكن  
 أي  عدد صحيح من أجل  إذا كان  في  اً بسيط اً يسمى عنصر  العنصر  (1

 . حيث
 : يسم ى في  الإيديال  (2

                  أي  عدد صحيح من أجل  إذا كان  في *( إيديال بسيط 
 . حيث    

 . لمقمب في  وقابلاً  اً إذا كان بسيط في   نظامي   إيديال *(      
 : يدعى فر في المختمف عن الص   من أجل الإيديال  (3
 .نظيم الإيديال    

ذا كان   .فر عندئذ مختمف عن الص   وا 
 34ةتمييديّ 
 . ةحقل أعداد تربيعي   و  ز تربيعي  ممي   ليكن 

 : يكون بحيث  و عندئذ يوجد  فر في عن الص   اً مختمف إيديالاً  ليكن  (1

 
 . فإن   بالإضافة إلى ذلك       
 يكون ئذعند  أن  أعداد صحيحة بحيث  ( لتكن 2
 إذا وفقط إذا كان  إيديال في    
 :فإن   بالإضافة إلى ذلك   
 .إذا وفقط إذا  إيديال بسيط في  

 . إذا وفقط إذا  في  إيديال نظامي     
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 54يفتعر 
 . ز تربيعي  ممي   ليكن  
  إذا كان   ربيعي  ب الت  في المرت   إيديال مبيم    يقال بأن   

 . حيث 
 4 4ةتمييديّ 

  . ز تربيعي  ممي   ليكن  
 : اليتينالت   يغتينلص  أخذ أحد اإذا وفقط إذا مبيم   ربيعي  ب الت  في المرت    ظامي  الإيديال الن   نيكو  عندئذ

  

 
  :يتحقق الآتيية خصوص   بشكل أكثرو 
 إذا كان   (1

   :كالآتيتعطى  يغة ا الص  أم    مط مبيم من الن   يوجد إيديال نظامي   عندئذ لا               

 
  إذا كان  (2
 : اليةيغة الت  بالص  تعطى  مط من الن   في ة المبيمة ظامي  الن   عندئذ الإيديالات 

 
 و إذا كان  (3

 :الية يغة الت  تعطى بالص   مط من الن   ة المبيمة في ظامي  عندئذ الإيديالات الن      

 
  و إذا كان  (4

  :اليةيغة الت  تعطى بالص   مط من الن   ة المبيمة في ظامي  عندئذ الإيديالات الن      

 
 و  و إذا كان  (5

 .  مبيم من النمط إيديال نظامي   عندئذ لايوجد أي      
 54ةتمييديّ 
 ز تربيعي  ممي    ليكن

 بفرض أن  و 
   
   إذا كان  و إذا كان 
   إذا كان و إذا كان  
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   و   حيث 
 : اليبالشكل الت   ىمعط كن يول

 
 :عندئذ

a.    مبيم في  إيديال نظامي   وكل    قيحق    ب التربيعي  مبيم في المرت   إيديال نظامي 
 . من ىذا الشكل

b. إذا وفقط إذا  مختزل . 
c.    بحيث وجد إذا وفقط إذا   ربيعي  ب الت  في المرت   إيديال رئيسي  

 . 
d. عندئذو بحيث   ليكن  . 

 64ةتمييديّ 
  بحيث  و بحيث  ز تربيعي  ممي    ليكن

 : اليى بالشكل الت  معط ولتكن 

 
 :عندئذ 

a.    من  في  مبيم نظامي   إيديال وكل    يحقق   ربيعي  لت  ب امبيم في المرت   إيديال نظامي
 . ىذا الشكل
b.  إذا وفقط إذا  مختزل . 
c.    بحيث وجد إذا وفقط إذا   ربيعي  ب الت  في المرت   إيديال رئيسي  . 
d.  عندئذ بحيث  ليكن  .  
 

 والمناقشة4 تائجالنّ 
 الية :ابقة سوف نقوم بإثبات المبرىنات الت  مييديات الس  عاريف والت  بالإستفاده من الت  

 4 1مبرىنة
لي   اً عدد ليكن   . اً فردي   اً أو 
 . و  بحيث  بيعي  ز تر ممي    وليكن
 : عندئذ

 .  ربيعي  ب الت  مبيم في المرت   إيديال نظامي    (1

 ةلممعادل إذا وفقط إذا وجد حل    ربيعي  ب الت  في المرت   إيديال رئيسي    (2
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 عندئذ  حيث ب ليكن  (3

 4 الإثبات
 :1إثبات 

 :  ربيعي  ب الت  في المرت   إيديال

 ولنضع   لدينا و لأن  
ب وذلك حس إيديال في سيكون  عندئذ   نلاحظ بأن  

 .3ةمييدي  الت  
 :   ربيعي  ب الت  في المرت   إيديال نظامي  

  عندئذ    بما أن  
 وىذا مرفوض         و لوكان لأن  

 .3 ةمييدي  حسب الت  ب في  إيديال نظامي  سيكون  بالتالي  و  ما أن  عندئذ ب

 :  ربيعي  ب الت  في المرت   إيديال مبيم

 .4ة مييدي  مبيم وذلك حسب الت  ال يإيد سيكون عندئذ  في  إيديال نظامي    بما أن  
 4 2 إثبات
 رط:الش  لزوم 
 :، ونجد أن بحيث عندئذ يوجد  في  إيديال رئيسي   لدينا 

 
 .قابمة لمحل   الي المعادلة بالت  

 رط: كفاية الش  
 بحيث  عندئذ يوجد قابمة لمحل   لمعادلة دينا ال

  و   بالت الي و   وبما أن  

 
  الي بالت   و  نضع 
 فقط وذلك حسب يغة ة مبيمة معطاة بالص  يحوي إيديالات نظامي    عندئذ  بما أن  

   4ةمييدي  الت  
 . : تيةيغة الآبالص   تعطىالإيديالات  إن   أي  

 . يغة مبيم معطى بالص   إيديال نظامي   لدينا و 
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في  يديال رئيسي  إ يكون  6ة مييدي  الي حسب الت  بالت   بحيث   و يوجدوبما أن  
. 

   : 3ثباتإ
  بالت اليزوجيان معا أوفرديان معا  عندئذ    بحيث  لدينا 
 و الي بالت   و  بما أن  

 ينتج عن ذلك أن  

 

 

 
 من جية أخرى:

 

 
 4 2مبرىنة
 . اً فردي   اً لي  أو   اً عدد ليكن 
 . وو  بحيث  ز تربيعي  ممي   وليكن
    : عندئذ

 .  ربيعي  ب الت  مبيم في المرت   إيديال نظامي    (1
 لممعادلة حل   إذا وفقط إذا وجد  ربيعي  ب الت  في المرت   إيديال رئيسي    (2
     . 
 . عندئذ  بحيث  ليكن  (3

 :الإثبات
 14إثبات

 :  ربيعي  ب الت  في المرت   إيديال
  ولنضع  لدينا و لأن  
 .3ة مييدي  الت   وذلك حسب إيديال في  عندئذ   نلاحظ بأن  و 

 :  ربيعي  ب الت  في المرت   نظامي   إيديال
وذلك  في  إيديال نظامي   الي بالت   و   لديناو لأن  
 . 3 ةمييدي  حسب الت  
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 :  ربيعي  ب الت  مبيم في المرت   إيديال
 .4ة ي  مييدمبيم وذلك حسب الت  سيكون إيديال  عندئذ  في  إيديال نظامي    و لدينالأن  

  24إثبات
 رط:لزوم الش  

بحيث   عندئذ يوجد   ربيعي  ب الت  في المرت   إيديال رئيسي   لدينا  
 

 و  عندئذ    بما أن  
  

 و نضع 

 
 

 .قابمة لمحل   الي المعادلة بالت  
 رط:كفاية الش  

   بحيث  عندئذ يوجد قابمة لمحل   لدينا المعادلة 
  و   اليبالت   و  وبما أن 

 
  بالتالي  و  نضع 
 يغة ة مبيمة معطاة بالص  لايحوي إيديالات نظامي   عندئذ و و لدينا 

 . 4ة مييدي  وذلك حسب الت  
                     4ة مييدي  وذلك حسب الت   يغة مبيمة معطاة بالص   ةيحوي إيديالات نظامي    عندئذ  بما أن  و 

  : الآتيةيغة بالص   تعطىالإيديالات  إن   أي  
 .يغة مبيم معطى بالص   إيديال نظامي     لديناو 

نجد  5حسب الت مييدي ة  عندئذ و  بحيث   و يوجدوبما أن  
  في  إيديال رئيسي    بأن  

  :3ثبات إ
 الي بالت   و  وبما أن   بحيث  لدينا 

 و
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  34مبرىنة
 . و بحيث  اً لي  أو   اً دعد ليكن 
 .و بحيث  ز أساسي  ممي   وليكن
  : عندئذ

 .  ب التربيعي  مبيم في المرت   إيديال نظامي    (1
 لممعادلة وجد حل   إذا إذا وفقط   ربيعي  ب الت  في المرت   إيديال رئيسي    (2

 . 
 . عندئذ  بحيث   ليكن (3

  4الإثبات
 14ثباتإ

 :  ربيعي  ب الت  في المرت   إيديال
 ولنضع   لدينا و لأن  

 ةمييدي  حسب الت  ب إيديال في سيكون  عندئذ   نلاحظ بأن  
3. 

  :  ربيعي  ب الت  في المرت   نظامي   إيديال
 الي ربيع بالت  من الت   ر  ح  و لدينا لأن  

 في  نظامي  سيكون إيديال  الي بالت   و    وبما أن  
 .3 ةمييدي  حسب الت  ب

 :  ربيعي  ب الت  مبيم في المرت   إيديال
 .4ة مييدي  مبيم وذلك حسب الت  سيكون  بالتالي   في  إيديال نظامي    بما أن  
   24 إثبات

 رط:لزوم الش  
 بحيث   عندئذ يوجد   ربيعي  ب الت  في المرت   إيديال رئيسي   

 و  عندئذ    بما أن  

 
 و نضع 

 
 

 فقط الي بالت  
 (  فردي  و ( و)  زوجي  و فردي    ) عندئذ و لوكان لأن  
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 اً :زوجي  و اً فردي   إذا كان ف
  الي بالت   و عندئذ 

 
 . وىذا مرفوض ي  البالت  و 
ذا كان و   اً :فردي   و اً فردي   ا 

 بالت الي  و عندئذ 
  . مرفوض أيضاً  وىذا بالت الي  

  .فقط قابمة لمحل   المعادلة  ا سبق نجد بأن  مم  
 رط:كفاية الش  

 بحيث  عندئذ يوجدقابمة لمحل   لدينا المعادلة 
  و  عندئذ  و   وبما أن  

 
  بالتالي  و  نضع 
 يغة ة مبيمة معطاة بالص  لايحوي إيديالات نظامي   عندئذ  و و لدينا 

 .4ة مييدي  وذلك حسب الت  
يغة ة مبيمة معطاة بالص  يحوي إيديالات نظامي    ربيعي  ب الت  المرت   4ة مييدي  حسب الت  عندئذ   بما أن  

 .: اليةيغة الت  الإيديالات المعطاة بالص  أي  
  يغةمبيم معطى بالص   إيديال نظامي     لديناو 

بأن   نجد  5ةمييدي  عندئذ حسب الت    و  بحيث   و يوجدوبما أن  
 .في  إيديال رئيسي    

  :3 إثبات
 و الي بالت   و  وبما أن   بحيث  لدينا 

 
 

 
 

  4  4مبرىنة
 . بحيث  اً لي  أو   اً عدد ليكن 
 . و  بحيث  ز أساسي  ممي   وليكن
  :عندئذ 

 .  ربيعي  ب الت  مبيم في المرت   إيديال نظامي    (1
 لممعادلة إذا وفقط إذا وجد حل    ربيعي  ب الت  في المرت   إيديال رئيسي    (2
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. 
 ندئذ ع بحيث  ليكن  (3

 4الإثبات
 14ثباتإ

 :  ربيعي  ب الت  في المرت   إيديال 
 ولنضع   لدينا و لأن  

 حسب ب إيديال في   سيكون عندئذ  نلاحظ بأن  
 . 3 ةمييدي  الت  

 :  ربيعي  ب الت  في المرت   نظامي   يالإيد 
 الي ربيع بالت  رمن الت  ح    و لدينا لأن  

حسب ب نظامي في سيكون  الي بالت   و    وبما أن  
 . 3 التمييدية

 :  ربيعي  ب الت  مبيم في المرت   إيديال 
 .4 ة مييدي  مبيم وذلك حسب الت  سيكون إيديال  عندئذ في  إيديال نظامي    بما أن  

  24ثبات إ
 رط:لزوم الش  

 بحيث   عندئذ يوجد   ربيعي  ب الت  في المرت   إيديال رئيسي  
 و  عندئذ    بما أن  

 
 و نضع 

 
   

 فقط  الي بالت  
 .( زوجي  و  فردي   ( أو ) فردي  و  زوجي   )إما  عندئذ و لوكان لأن  
 و عندئذ  اً فردي  و  اً زوجي   إذا كان ف

  
 . وىذا مرفوض لي  ابالت  
ذا كان و    و   عندئذ اً زوجي   و اً فردي   ا 

  
 . مرفوض أيضاً  وىذا الي  بالت  

 . فقط قابمة لمحل   المعادلة  مما سبق نجد بأن  
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  رط:كفاية الش  
 بحيث  عندئذ يوجد قابمة لمحل   لدينا المعادلة  

   و  بالت الي و   وبما أن  

 
 4 ةمييدي  وذلك حسب الت   يغة ة مبيمة معطاة بالص  يحوي إيديالات نظامي   عندئذ  لدينا 
 : يغةبالص   تعطىالإيديالات  إن   أي  
 . يغة مبيم معطى بالص   إيديال نظامي     لديناو 

 نجد5 ة مييدي  عندئذ حسب الت    و  بحيث   و يوجدوبما أن  
 .في  إيديال رئيسي   بأن 

  :3 إثبات
 الي بالت   و  وبما أن   بحيث  لدينا 

 و

 
 

 
 

   4 5مبرىنة
 . اً فردي   اً لي  أو   اً عدد ليكن 
 .و بحيث  ز أساسي  ممي   وليكن
  :عندئذ 

 .  ربيعي  ب الت  مبيم في المرت   يال نظامي  إيد  (1
لممعادلة  إذا وفقط إذا وجد حل    ربيعي  ب الت  في المرت   إيديال رئيسي    (2

 . 
   ذعندئبحيث  ليكن  (3

 14اولا  بتنث 4الإثبات
 :  ربيعي  ب الت  في المرت   إيديال

 ولنضع   لدينا و لأن  
 .3 ةمييدي  حسب الت  ب  إيديال في   يكون عندئذ  نلاحظ بأن  

    :  ب التربيعي  في المرت   نظامي   إيديال
 الي ربيع بالت  من الت   حر    و لدينا ن  لأ
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حسب ب في  نظامي  سيكون إيديال  الي بالت   و    وبما أن  
 .3ة مييدي  الت  

 :  ربيعي  ب الت  مبيم في المرت   إيديال
 .4 ةمييدي  حسب الت  بمبيم سيكون  عندئذ في  إيديال نظامي    بما أن  
 24إثبات

 لزوم الشرط:
بحيث   عندئذ يوجد   ربيعي  ب الت  في المرت   إيديال رئيسي  

 
 و  عندئذ    بما أن  و 

 يؤدي ذلك إلى أن  

 
 و نضع 

 
   

 .قابمة لمحل   الي المعادلة بالت  
  رط:كفاية الش  

 بحيث  عندئذ يوجد قابمة لمحل   لدينا المعادلة 
   و  اليبالت   و   وبما أن  

 
   الي بالت   و  نضع 
حسب ب يغة ة مبيمة معطاة بالص  يحوي إيديالات نظامي   عندئذ  و لدينا 

 . 4 ةمييدي  الت  
 : يغةتأخذ الص  الإيديالات  أن   أي  
 . يغة مبيم معطى بالص   إيديال نظامي     لديناو 

 نجد 5ة مييدي  عندئذ حسب الت    و  بحيث   و يوجدوبما أن  
 .في  إيديال رئيسي    أن  

 34 إثبات
 الي بالت   و  وبما أن   بحيث  لدينا 

 و
 :يؤدي ذلك إلى أن  
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 ومنو نجد أن   فردي   الي الت  ب ان معاً فردي   عندئذ  قابمة لمحل   المعادلة  بما أن  و 
 
 يؤدي ذلك

 
 

 
 

 الاستنتاجات والتّوصيات4 
بالإعتماد عمى  معادلة بل  ة حل  لقابمي   ةوكافي ةط لازمو شر توصمنا في ىذه المقالة إلى 

 ليذه المعادلة وذلك من أجل بعض حل   مقابل لكل  ة ، كما أعطينا صيغة الإيديال الربيعي  بات الت  الإيديالات في المرت  
 . و ـ ل ةالحالات الخاص  

ممي ز  )مثلًا  ةمعادلة بل في حالات أكثر عمومي   ة حل  دراسة قابمي  وصيات: نوصي بسبة لمت  ا بالن  أم  
 ة .  ربيعي  بات الت  ت في المرت  ة الإيديالاعمى نظري   بالاعتماد (وتربيعي  
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