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 ممخّص  

 
)زمرتان )ضبابيتان ( و أن       بفرض أن  :تيدف ىذه الدراسة إلى الإجابة عن السؤال الآتي  )L G  و

( )L G    الشبكتان المبينتان عمييما عمى الترتيب فإذا كان ( )  ؟ .    فيل تكون  (  )  
بينا أن ىذا الاقتضاء ليس صحيحاً في الحالة العامة و لكن بوضع بعض الشروط المحددة عمى ىذه الزمر  لقد

 يكون الاقتضاء صحيحاً و قد أعطينا ىذه الشروط و استطعنا البرىان عمى بعض المبرىنات اليامة.
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  ABSTRACT    

 
The objective of this studying is the important answer on the following open question 

in [5]: Let G and G' be two fuzzy groups and L(G), L(G') be lattices for them, respectively, 

if   ( )   (  ) is satisfied then do GG   is satisfied ?.   

 We have shown that this statement don’t true in the case general, and we suppose 

some certain conditions on the purposed groups to be  the statement holds. Moreover, some 

important theorems are proved. 
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 : مقدمة
 ؟ساسيةوالمبرىنات الأتعاريف المفاىيم و قبل البدء بالإجابة عمى التساؤل المطروح نقدم بعض ال

  عندئذٍ يقال إن  اً تشاكلًا زمرياً متبايناً و غامر       زمرة، و ليكن   لتكن [4]:: ) 1-1 (تعريف
 . ( فوق Automorphism) أوتومورفيزم أو تماثل

 . لمجموعة جميع الأوتومورفيزمات فوق  ( )   بالرمز  مز  ير  
 تشكل زمرة بالنسبة لتركيب التطبيقات. ( )   زمرة، عندئذٍ إن   لتكن :[4]: ) 1-1 (مبرىنة

 بالشكل:  عدداً صحيحاًعندئذٍ نعرف المجموعة     ليكن :[5] : )1-2 (تعريف
}1),gcd(,,{ *  nmnmNmVm 

 . تشكل زمرة بالنسبة لعممية الضرب بالمقاس    إن المجموعة :[5] : )1-2 (مبرىنة
(  )   ومنو فإن   الأولية مع و   يساوي عدد الأعداد الطبيعية الأصغر من  (  )     من الواضح أن  

 دالة أولر . φحيث ،  ( ) 
( )φإن فعدداً أولياً عندئذٍ   ليكن :[6] :)1-3 (مبرىنة )   و بالتالي يكون        )  

   . 
(  )         :  (i):[8]: )1-4(مبرىنة      . 

 (ii) عدد أولي فردي و   حيث                دورانية إذا وفقط إذا كان    : الزمرة    . 
(iii) بحيث               : إذا كانت   (     )  فإن    ميما تكن    

       
    

       
 

(Iv) ىي الجداء المباشر   ناظمية، عندئذٍ تكون   زمرة منتيية بحيث أن جميع زمر سيموف الجزئية من   : لتكن
 . لزمر سيموف الجزئية من 

( )    أن زمرة تبديمية منتيية بحيث  لتكن  [5]:)1-5 ( مبرىنة      
    

      
   

(  )    أن ىي جداء مباشر لزمرىا السيموفية أي  فإن    (  )       (  ) 
(  (  ) )حيث     

 .         و    
–عدداً أولياً قاسماً لمرتبتيا عندئذٍ كل   زمرة منتيية و  بفرض  [7]:) 1-6(مبرىنة  تكون    زمرة من  

–محتواة في   .   زمرة سيموف من  
–عبارة عن   عدداً أولياً قاسماً لمرتبتيا و لتكن   زمرة منتيية و  لتكن  -(i):[5]: ) 1-7(مبرىنة    

 ، عندئذٍ القضايا الآتية متكافئة:  زمرة جزئية لسيموف من 
(i)- ناظمية.  الزمرة 

 (ii)- سوى   لا يوجد في–  . زمرة جزئية لسيموف واحدة فقط ىي   
 (iii )- تحوي عنصراً مرتبتو  ،عندئذٍ  تقبل القسمة عمى العدد الأولي   إذا كانت مرتبة الزمرة   . 
 (iv)- تحوي زمرة جزئية   عدد أولي، عندئذٍ   ، حيث  تقبل القسمة عمى العدد   إذا كانت مرتبة الزمرة

 .  واحدة عمى الأقل مرتبتيا 
 (v)- فان منتيية   إذا كانت مرتبة الزمرةG .زمرة دورانية 
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(vi)-  اذا كانتG  عبارة عنp- 2زمرة منتيية بحيث أن( )ord G p  فانG زمرة تبديمية. 
إنيا جداء نصف مباشر   زمرتين جزئيتين منيا، يقال عن  Bو  Aزمرة و لتكن  لتكن   [8]:)1-3 (تعريف 

    و       و  + *    إذا كان       و نكتب ذلك بالشكل    عمى  داخمي لمزمرة 
 .    حيث 

ية أو جداء شبو نعددان أوليان تكون إما دورا    حيث  ،   كل زمرة مرتبتيا  [7]:)1-8( مبرىنة
      حيث   〈 〉  〈 〉من الشكل   ية من المرتبة نبزمرة دورا  ية من المرتبة نلزمرة دورامباشر داخمي 

 .    تقسم    و         (     )     : لا يقبل القسمة عمى     و    
    ية مرتبتيا زمرة دوران  لتكن :[2] : )1-9 ( مبرىنة

     
      

زمرة ما، عندئذٍ    و لتكن    
( ) إن ف      ية مرتبتيازمرة دوران   إذا وفقط إذا كانت  (  )  

     
      

   . 
–كل زمرة منتيية و تبديمية و :[2]:1)-(10مبرىنة  عدد أولي تتحدد من خلال تماثل   زمرة حيث   

–شبكي مع زمرة من صف الزمر التبديمية من نوع   زمرة .  
 :[3]:1)-4(تعريف
تشكل شبكة حيث  (  ( ) )إن فعندئذٍ   مجموعة جميع الزمر الجزئية من  ( ) زمرة و لتكن   لتكن 

 أن ، بمعنىىي علاقة ترتيب جزئي معرفة بعلاقة الاحتواء  ( )
 ( ) و يرمز ليا بالرمز    شبكة الزمر الجزئية من  ( ) تدعى  +      ( )       * 

 ( ). 
 و لنعرف عمييا العممية الداخمية * بالجدول الآتي: +       *    الزمرةلنأخذ  :1)-(1مثال

c b a e * 

c b a e e 

b c e a a 

a e c b b 

e a b c c 

 و مخطط الشبكة ليا ىو: 〈 〉 〈 〉 〈 〉 〈 〉يا الجزئية ىي تزمرة تبديمية و ليست دورية و زمر   إن 
 
 

 
 

 
 

 منتيية. ( ) منتيية إذا و فقط إذا كانت   عندئذٍ تكون  زمرة  لتكن :1)[3]-(15مبرىنة 
 :أىمية البحث وأىدافو

زمرتين ضبابيتين و كانت     إذا كانت يدف من ىذه الدراسة ىي الإجابة عن السؤال الآتي: ال إن    
( )L G  و( )L G  عمييما عمى الترتيب و كان   تينالمبني ينالشبكت ( )  .    فيل تكون  (  )  

<e> <c> 

G 

<a> <b> 
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خدمة ليذا الوطن و أن نكون موفقين في تقديم بعض العون لمباحثين في ىذا المجال وما نتمناه  اىتمامنا وجل 
 الحبيب.

 : طرائق البحث ومواده
، ونظرية الزمر والشبكاتتعتمد طرائق البحث عمى بعض المفاىيم و التعاريف والمبرىنات الأساسية في الجبر 

كات ونظرية بنظرية الزمر والش إلىالتي تتطرق  [9-1] المتنوعةوكذلك تم الاطلاع عمى بعض المراجع العممية 
المزايا الايجابية المناقشات البراىين والتقاط من الدراسة واكتساب الخبرة  ىذه و إغناءوذلك بغية الاستفادة  المجموعات

 .وتجنب الثغرات والمزايا السمبية
 
 النتائج والمناقشة: 

( )  من المعموم أن كون في الحالة العامة       كون أن زمرتان لا يؤدي إلى     حيث  (  )  
 قد و 

 المثال الآتي: ءعطادعمنا رؤيتنا بإ
( )   و ليكن  نيتتبديمي نيتزمر      لتكن  :)2-1(مثال  ( ) و  (  )       (  ) 

G فيما إذا كانبين نول G . 
 :أن نجد (4-1)استناداً لممبرىنة        و       لنأخذ 

   ( ) (  )   و                                    
 :أن نجد (3-1)و المبرىنة  (4-1)برىنة و استناداً لمم

      و            و               و       
 فإن:و بالتالي 

   (  ) ( )   و              أن  ومنو ينتج لدينا          
)()( 324 GAutZZZGAut   

 

( ) ن أ ىذا يعنيو   .              ولكن (9-1)حسب المبرىنة ب (  )  
( )   زمرتين اختياريتين و ليكن      لتكن :2)-(1تعريف   φنقول عن التماثل  ،تماثلًا شبكياً  (  )  
–إنو  ( )   تماثل شبكي إذا حقق        ( ( ))       . 

( )   Aزمرتين اختياريتين و ليكن      لتكن :2)-(1تمييدية  تماثلًا شبكياً عندئذٍ ميما تكن  - (  )  
( )   | فإن   من   الزمرة الجزئية  –يكون  (( ) )    تماثلًا شبكياً.  

( )   | من الواضح أن  :برىانال –ىو تماثل شبكي، لنبين أن        (( ) )    شبكيتماثل    
))(()( 1111 AAutAAutGABA    

(  ) |لكن    (  )   ومنو  (  )   تماثل   –ىو   | و ىذا يبرىن أن  ((  ) )    
 شبكي.
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–لنرمز لجميع  ~ ( )      التماثلات  شبكية بالرمز       ( ( )) 
 و ىنا يمكننا أن نضع التعريف الآتي:

( )    أن زمرتين بحيث    لتكن :2)-(2تعريف  –ىو  ( )   إنو  φتماثل شبكي، نقول عن  
 : ( )   من   تماثل شبكي إذا تحقق الشرط الآتي و ذلك من أجل كل  –

)()(::;
)(|| 


xxgxxfGx
xx




 
)()( : حيث

)(|| fRgوgfR Gxxx 
 

 

( )    زمرتين اختياريتين و ليكن      لتكن :2)-(3تعريف  ، نقول عن    تماثلًا شبكياً و  ( )  
φ  إذا كان   تماثل شبكي فوق  –إنو |   ( )  تماثل شبكي. –يشكل  (( ) )  

( )   زمرتين اختياريتين بحيث     بفرض :2)-(1مبرىنة  ( )   و              

( )     و ليكن           –ىو  ( )   فوق كل زمرة   تماثل شبكي  – يكون φ شبكي، عندئذٍ تماثل  
 . من  جزئية لسيموف

ىي زمرة مرتبتيا عدد أولي و بالتالي ىي زمرة دوراتية،   من المعموم أن كل زمرة جزئية لسيموف من  :برىانال
ن  رض أن نفذا يل ( )   | و لنبرىن أن     زمرة سيموف م و (( ) )    تماثل شبكي. –ى

–عبارة عن   | يكون   (1-2)حسب التمييدية ، ومنو  〈 〉           تماثل شبكي كما أنو لدينا   
 لدينا ( )   من   من أجل كل 

)()(::;
)(|| 


xxggxxffMx
xx


 

)    حيث  (〈 〉| )〈 〉 و  ( تماثل شبكي فوق  –عبارة عن  | أن  يثبتو ىذا  (〈 〉) |  
  . 

 :2)-(2مبرىنة 
( )   زمرتين اختياريتين و ليكن      لتكن  –ىو (  )   زمرة  - ىي   تماثلًا شبكياً و لتكن  

( )   زمرة منتيية و  - عبارة عن    منتيية عندئذٍ تكون      (  ). 
حيث    زمرة ، بالتالي ىناك قاسم أولي لمرتبتيا مثل - ليست    لنفرض جدلًا أن و  ،زمرة منتيية   إن  :برىانال

( ) بحيث يكون     يوجد  (6-1)و منو استناداً لممبرىنة      بحيث أن   ، من جية ثانية توجد   
( ) و      بحيث يكون     زمرة يوجد  - ىي   و من كون  (9-1)و منو استناداً لممبرىنة  〈 〉 

( 〈 〉)φإن فو منو   〈 〉   –ىو  φو بما أن  〈 〉  ( 〈 〉)       فإن تماثل شبكي      (〈 〉 ) 
ي   إذن     و ىذا يناقض كون     ومنو         أي أن   زمرة. - ى

(  )   ليكن الآن،  ( )   و      . إن  و لنبرىن بالاستقراء عمى     و لنفرض أن     
 .   يكون     و كون      من أجل    

 .  صحتيا من أجل عمى و لنبرىن     من أجل صحيحة العلاقة أن نفرض 
المبرىنة     حسب بو بالتالي  ( )   |   أن أي   |  كما أن     ومنو     لنفرض مؤقتاً أن 

( )    بحيث يكون     يوجد (1-7) ( ) . وليكن    فإن       و بما أن         
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( )   | فيصبح لدينا     ̃ –ىو   | و حيث  ( )  و أن  (1-2)تماثل شبكي فاستناداً إلى التمييدية  
   ( )  أن: فإنو بحسب الفرض الاستقرائي نجد     حيث    

   ( )     ( ) ( )   و عميو يكون          و بالتالي     حيث  ( )    
( )φأن أي      عندما و .       إذن    ىذا يناقض الفرض و  G=Tمنو و  ( )      

( )    نتوصل إلى أن، و منو بنفسيا الطريقةبيتم برىانو      ( ). 
–زمرة تبديمية منتيية و   لتكن  :2)-3(مبرىنة  ( )   عدد أولي فردي و ليكن   زمرة حيث      (  )  

 .    إن فتماثل شبكي عندئذٍ  –ىو  
( )   يكون  (2-2)حسب المبرىنةب برىان:ال  وىو المطموب. زمرة - عبارة عن    بالتالي  (  )    

( )   زمرتين بحيث      بفرض  :2)-4(مبرىنة عندئذٍ إذا كانت   تماثل شبكي –ىو   (  )  
 منتيية تبديمية. زمرة - ىي    فإن  عدد أولي فردي  منتيية تبديمية حيث  زمرة - ىي   
ن    من الواضح أن  :برىانال  يكون (2-2)و حسب المبرىنة  تماثل شبكي –ىو φزمرة منتيية وا 

    ( )  و لنبرىن أنيا تبديمية. ،زمرة - تكون    و بالتالي  (  )    
. كما أنو من أجل 2تماثل زمر من المرتبة             تبديمية فإن التطبيق  زمرة - ىي   بما أن 
〈 〉 〈 〉| يكون      أن  تماثل شبكي و بفرض –ىو φ  . و بما أن2تماثل زمر من المرتبة  〈 〉 

(〈 〉)  (〈 〉) |  يكون  ( )      . 2تماثلًا زمرياً مرتبتو  (〈 〉)  
〈 〉بحيث أن  Gxيوجد      و بالتالي من أجل كل  تماثل شبكي φومن ناحية ثانية إن   

 (〈 〉)  
i يكون      و منو نجد من أجل كل 

y
yyyyg 


 .2مرتبتو  ياً زمر  تماثلاً  |:;

( ) ، بفرض  لنحدد قيمة      فعميو يكون  2مرتبتو  〈 〉| زمرة و كون  - عبارة عن    بما أن     

    |     (   )(   ) أو يقسم  (   )(   ) الجداء يقسم  و بالتالي العدد       
 كلاىما، لنبرىن أنو لا يمكن أن يقسم كلاىما 

(   ) (   )و        و بالتالي              و منو          
  عدد أولي فردي، و بالتالي العدد   و ىذا يناقض الفرض بأن   | إذن         (   ) 
(   )(   )و من المساواة  (   )أو  (   )يقسم  أو  (   )قسم إما ي   نجد أن       

 :فإن ذلك يكافئ 2مساوية لمواحد و ليست  〈 〉| نستنتج أنو إذا كانت مرتبة  (   )
yyeyip iir  1)1(|  

 و ىذا يناقض الفرض إذن لا بد أن يكون:
111 ::|)1(| 



  yyyygyyeyip y

iir 
 بالشكل:   عمى  〈 〉|  و بذلك يمكن تمديد     و ذلك من أجل كل 

    ( ) تكون  (2-2)المبرىنة  وحسب منتيية   تماثلًا زمرياً فإن  ( )    و كون           
   ( ) زمرة تبديمية و استناداً إلى    تكون  (3-2)زمرة و حسب المبرىنة  - ىي    و بالتالي  (  )    

 يتم المطموب. (1-1) المبرىنة [2]
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 :2)-(5مبرىنة
بحيث زمرة    و لتكن      وأن   لا يقبل القسمة عمى  ( )    أن زمرة تبديمية منتيية بحيث  لتكن  

   ( ) –ىو (  )   عندئذٍ   فوق كل زمرة جزئية لسيموف من  ونفسبالوقت  تماثلًا شبكياً  –شبكياً وتماثلًا  
 .    إن ف
( )   عندئذٍ  زمرة منتيية  بما أن  :برىانال      

     
      

 ومنو نجد أن    
  (  )     ( )      

     
      

فيي جداء مباشر  (5-1)ة فاستناداً لممبرىن تبديمية  و بما أن    
 : لزمرىا السيموفية أي

i
iir

b
ppGpGpGpGG  )1:)((;)()()( 21   

فإن  (7-1)و بالتالي حسب المبرىنة       حيث  زمرة ناظمية و سيموفية (  ) و كذلك تكون 
((  ) ) سيموفية و منو إذا فرضنا أن     ىي الزمرة الوحيدة  (  )     

  حيث   
      و      

(  ) | فإن 
  ( (  ))   (  

–ىو (    (2-2)و حسب المبرىنة  (2-1)و استناداً لمتمييدية  تماثل شبكي 
  ) تكون

   )    
  وبالتالي تكون    

  سيموف    ىي الوحيدة  (  ) و بما أن    زمرة سيموف في   
   تكون

  فإن  (7-1)ومنو بحسب المبرىنة سيموف     الوحيدة   
 (4-1)ناظمية و استناداً لممبرىنة   

 تكون:
     

    
        

(  ) | ويكون أيضاً   
 تماثل شبكي و ىنا نميز حالتين: –ىو  

(  )  (4-2)فتكون بحسب المبرىنة       عدداً فردياً حيث    إذا كان  :الحالة الأولى    
  . 

عدد زوجي فحسب الفرض يكون    بحيث أن  +        *من المجموعة   : إذا كان ىناك الحالة الثانية
ية مرتبتيا نفيي زمرة دورا (7-1)إذن حسب المبرىنة  2مرتبتيا  (  ) فإن      ، فإذا كان     أو      

  تكون  (2-2)و استناداً لممبرىنة  2
  أيضاً، و بالتالي  2مرتبتيا   

و بالتالي تكون  2زمرة دورية مرتبتيا   
 (  )    

  . 
  فإن  (2-2)و استناداً لممبرىنة  4مرتبتيا (  ) تكون      و إذا كان 

-1)أيضاً، و حسب المبرىنة 4مرتبتيا   
  تكون   (7

(  ) زمرة تبديمية و بالتالي تكون       
 و بذلك نستنتج أن  

  (  )    
 و بما أن        حيث      

     
    

        
(  )   و كذلك      (  )      (  ) 

 وىو المطموب.      فتكون 
 :2)-(6مبرىنة

( )   زمرة تبديمية منتيية بحيث أن   لتكن        
    

     
أعداد أولية             حيث   

( )    أن زمرة اختيارية بحيث  مختمفة مثنى مثنى و لتكن  –يشكل  (  )   تماثل شبكي عندئذٍ تكون  
    . 
و  : بما أن برىانال –ى  تماثل شبكي فإن: 

   (  )      ( )      
    

     
  فإن  (5-1)استناداً لممبرىنة و زمرة تبديمية   و بما أن   

 :أن جداء مباشر لزمرىا السيموفية أي ىي
   (  )   (  ) (  (  ) )حيث  (  )         

ىي  (  ) فإن  (7-1)، و استناداً لممبرىنة  
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((  ) )  أن سيموف و منو و بفرض    الوحيدة     
يكون        حيث      

 | (  )
  ( (  ))   (  

–ىو  (  يكون  (2-2)و المبرىنة  (2-1)و حسب التمييدية  تماثل شبكي 
(  

   )    
  و بالتالي تكون   

  سيموف تكون     الوحيدة ىي  (  ) زمرة سيموف و بما أن   
    الوحيدة   

  تكون  (7-1)سيموف و منو و بحسب المبرىنة 
 :تكون (4-1)ناظمية و حسب المبرىنة   

     
    

        
  ، من ناحية ثانية إن مرتبة  

  ىي   
  أيضاً تكون  (4-1)و حسب المبرىنة   

  
(  ) : (10-1)تبديمية و تكون حسب المبرىنة     

(  ) و بذلك نستنتج أن       
    حيث      

 ، و بما أن :  
     

    
        

(  )   و كذلك      (  )  وىو المطموب.     فإن  (  )     
 

 الخاتمة :
 نخمص في نياية ىذا المقال إلى الحقائق اليامة الآتية: 

i-زمرة    و كانت     وأن   لا يقبل القسمة عمى  ( )    زمرة تبديمية منتيية بحيث أن  إذا كانت
( )    بحيث أن –ىو (  )   بالوقت نفسو فوق كل زمرة جزئية لسيموف تماثلًا شبكياً   –تماثلًا شبكياً و  

 .     عندئذٍ يتحقق لدينا  من 
-iiزمرة تبديمية منتيية بحيث أن   إذا كانت   ( )      

    
     

            حيث   
( )    زمرة اختيارية بحيث أن   أعداد أولية مختمفة مثنى مثنى و كانت –يشكل  (  )   تماثل شبكي   

 .     يتحقق لديناعندئذٍ 
 
 والتوصيات: ستنتاجاتالا

نظراً للأىمية القصوى لمزمر الضبابية في التطبيقات الحديثة نوصي بضرورة الاستمرار في ىذا الموضوع 
الواردتين في فقرة الخاتمة في حال Iو  IIلمتوصل إلى حقائق جديدة في الزمر الضبابية ونقترح محاولة إثبات الحقيقتين 

 كانت الزمر التبديمية غير منتيية .
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