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 ممخّص  
 

قدمنا في ىذا العمؿ نموذجاً نظرياً لدراسة اىتزازات جممة كمومية بسويتي طاقة مفترضيف وجود تفاعؿ متبادؿ 
 بينيما مف خلاؿ:

 xعمى بعد واحد  متآثرتيف أولًا: تمثيؿ الجممة الكمومية ذات سويتي الطاقة بحفرتي كموف كموميتيف لانيائيتيف
، ثّـ إيجاد المتجيات الخاصة والقيـ الخاصة ليما باستخداـ معادلة شرودنغر oومتناظرتيف بالنسبة لمبدأ الإحداثيات 

 .Stationary Schrödinger’s equationالمستقرّة 
ثانياً: إثبات أفّ التقريب غير الاضطرابي كاؼ لكتابة مؤثر الياممتوني ليذه الجممة، ولاشتقاؽ معادلة رابي 

 ، وتطبيقيا مباشرة عمى مؤثر التطور لمحالة الابتدائية لمجممة.Rabi’s equationلمجممة 
 
 
 

 مؤثّر التطوّر. -دلة رابيمعا -معادلة شرودنغر -حفرة كموف كمومية -ميكانيؾ الكـ الكممات المفتاحية:
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  ABSTRACT    

 

 

We present a theoretical model for studying the oscillations among two-level 

quantum system when an interaction term is considered: 

First, we present the two-level quantum system with a symmetric double square potential 

well in interaction, in one dimension x, then we find the eigenvectors and the eigenvalues 

for this system by solving the stationary Schrödinger’s equation. 

Second, we proved that a nonperturbative approach can be conveniently used to write the 

Hamiltonian operator and to derive the Rabi’s equation for this system, directly applying 

the time evolution operator to the initial state of the system.  

 

 

 

Keywords: Quantum Mechanics, Quantum Well Potential, stationary Schrödinger’s 

Equation, Rabi’s Equation, Time Evolution Operator. 
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 مقدمة:
مجالات التطبيقات في لما ليا مف تُعدّ الدراسة الكمومية لمجمؿ الفيزيائية بسويتي طاقة مف المواضيع اليامة 

[ 7-6[ والميزر ]1-5] Quantum Dotsازات بيف سويتي طاقة مثؿ: النقط الكمومية الفيزيائية التي تيتـ بالاىتز 
[ والفيزياء الجزيئية 9] e- Flavor Neutrino Oscillations[ واىتزازات نكية النيوترينو 8والفيزياء الذرية ]

[11.] 
 
 :وفاىد وأ البحثة أىمي

 ييدؼ البحث إلى:
ساعد في الحصوؿ عمى العلاقة التحميمية الجمؿ الكمومية بسويتي طاقة، يُ إيجاد نموذج نظري، لوصؼ أولًا: 

 ، باستخداـ معادلة شرودنغر المستقرّةeigenvaluesوالقيـ الخاصّة  eigenvectorsالدقيقة لممتجيات الخاصّة 
Stationary Schrödinger’s equation. 

 .Rabi’s Equation قاؽ معادلة رابيلاشت في أولاً  التي حصمنا عمييا استعماؿ النتائجثانياً: 
 

  :ق البحث وموادهائطر 
يصعب إيجاد الصيغة التحميمية لحؿ معادلة شرودنغر المستقرّة لجممة كمومية تحتوي أكثر مف سويتيف لمطاقة  

 Lyapunov [11.][ أو طريقة ليابنوؼ 11[، لذلؾ يُمجأ لمطرؽ التقريبية لإيجاد الحؿ مثؿ: استخداـ الطرؽ العددية ]6]
 نا، ومثّمTwo-dimensional Hilbert spaceفراغ ىيمبرت ثنائي البعد  عمى، في ىذا البحث، اقتصرنا

، ومتناظرتيف  xالجممة الكمومية ذات سويتي الطاقة بإلكتروف في حفرتي كموف كموميتيف لانيائيتيف عمى بعد واحد
( مف In Interaction) ف مع بعضيما البعض(يتفاعمت)م فييما متآثرتكون، وذلؾ بفرض oبالنسبة لمبدأ الإحداثيات 

 .V0عبر حاجز كموف     خلاؿ طاقة تفاعؿ 
 لجممة فيزيائية كمومية ما، بالشكؿ: معادلة شرودنغر المُستقرّةتُعطى 

 ̂ |  ⟩    |  ⟩ (1) 
ية لمجممة الفيزيائية الكمّ ، الذي يُمثّؿ الطاقة  ̂ لمؤثّر الياممتوني  المتجيات الموجية الخاصة ⟨  | حيث تُمثّؿ

 المقابمة ليا.قيـ الخاصة ال    عمى حيف تُمثّؿ الكمومية، 

مجممة انطمقنا في توصيؼ النموذج النظري ل
الفيزيائية الكمومية ذات سويتي الطاقة مف شكؿ 
، مُبسّط وذلؾ بفرض أنّو مكوّف مف إلكتروف واحد

 ( )̂ موجود في حفرة كموف كمومية  ،E0 طاقتو
 (.1الشكؿ ) ،aوعرضيا  x بُعد واحد عمى

تُكتب العلاقة التي تصؼ حفرتي الكموف بالشكؿ 
 التالي:

 
 (1الشكؿ )

 x عمى بُعد واحد ( )̂ حفرة كموف كمومية 
 aوعرضيا 

x 

 ̂( )  

o 

a 
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 ̂( )  {

      
        

} (2) 
عمى  [،11، في مُعظـ الكتب الجامعية لمقرر ميكانيؾ الكـ ]مُعطى حؿّ معادلة شرودنغر المستقرّة ليذه الجممة إفّ 

 الشكؿ التالي:

{
 
 

 
 
⟨ |  ⟩    ( )  √

 

 
   
  

 
       

⟨ |  ⟩    ( )             

   
    

    
            

    

    }
 
 

 
 

           (3) 

في فراغ  (Orthonormal basis) )متعامدة ومنظّمة( قاعدة متوامدة +⟨  |*مجموعة المتجيات الموجية  تُشكؿّ 
 ىيمبرت، وىذا يعني أفّ العلاقات التالية محققة:

⟨  |  ⟩      {
     
    

} (4) 
 .(Kroneckerرمز كرونكر )    حيث يُمثّؿ 

مجممة الفيزيائية ثّـ عممنا النموذج النظري ل
بفرض أنّيا موصوفة  الكمومية ذات سويتي الطاقة

 إحدى موجود في ،E0>0 ، طاقتوبإلكتروف واحد
حفرتي كموف كموميتيف لانيائيتيف ولامتآثرتيف 

، وبفرض oومتناظرتيف بالنسبة لمبدأ الإحداثيات 
 aوعرض كؿ منيما  xأيضاً أنيما عمى بعد واحد 

، |b|ويبعداف عف مبدأ الإحداثيات مسافة مقدارىا 
 (.1الشكؿ )

 
 حفرتي كمون كموميتين لانيائيتين ولامتآثرتين (2الشكل )

 
 بالشكؿ التالي: ،( )̂ الكموميتيف  كتبنا العلاقة التي تصؼ حفرتي الكموفو 

 

في حفرة الكموف الكمومية اليُسرى  بفرض أفّ الإلكتروف موجود وأوجدنا حؿّ معادلة شرودنغر المستقرّة ليذه الجممة،
L ،عمى الشكؿ التالي: وىو 

{
  
 

  
 
⟨ |  

 ⟩    
 ( )  √

 

 
   
  

 
(  
 

 
  )   

 

 
      

 

 

⟨ |  
 ⟩    

 ( )             

  
  
    

    
        }

  
 

  
 

  

         

(6) 

 ̂( )  {   
 

 
      

 

 
 
 

 
     

 

 
          

} (5) 

x o 

a a 

+b -b 

L R 

 ̂( ) 
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في حفرة الكموف  بفرض أفّ الإلكتروف موجود بعد ذلؾ أوجدنا حؿّ معادلة شرودنغر المستقرّة لمجممة نفسيا،
 ، وىو عمى الشكؿ التالي:Rالكمومية اليُمنى 

{
  
 

  
 
⟨ |  

 ⟩    
 ( )  √

 

 
   
  

 
(  
 

 
  )  

 

 
     

 

 

⟨ |  
 ⟩    

 ( )             

  
  
    

    
        }

  
 

  
 

  

         

(7) 

   :نلاحظ أفّ سويات الطاقة
    

( مف الدرجة degenerateمُنطبقة )                 
 ، لأنّيا تقابؿ متجييف موجييف مختمفيف:g=2الثانية؛ أي 

  | الأيسر المتجو الموجي
  المقابؿ لسوية الطاقة  〈 

والمتجو ، Lفي حفرة الكموف الكمومية اليُسرى        
  | الأيمف الموجي

  المقابؿ لسوية الطاقة 〈 
 .Rفي حفرة الكموف الكمومية اليُمنى         

أي مف أجؿ العدد الكمومي الرئيس  (؛Ground Levelقتصرنا في ىذه الدراسة عمى سوية الطاقة الأساسية )ا
n=1 .إلى أفّ سويتي الطاقة الأساسيتيف، قبؿ تآثر حفرتي الكموف الكموميتيف، منطبقتاف:  ىنا رونُشي  

  

  
  | الأيسر المتجو الموجي ، ومقابمتاف لممتجييف الموجييف:    

  المقابؿ لسوية الطاقة  〈 
في      

  | الأيمف والمتجو الموجي Lحفرة الكموف الكمومية اليُسرى 
  المقابؿ لسوية الطاقة 〈 

في حفرة الكموف       
 .(1الشكؿ )، Rالكمومية اليُمنى 

النموذج النظري اقتراح ، تقدـ بناءً عمى ما، أمكننا
لجممة الفيزيائية الكمومية ذات الذي يصؼ ا

، سويتي الطاقة بفرض أنّيا مكوّنة مف إلكتروف
حفرتي كموف  موجود في إحدى ،E0>0 طاقتو

لانيائيتيف متآثرتيف ومتناظرتيف بالنسبة لمبدأ 
 x، وبفرض أنّيما عمى بُعد واحد oالإحداثيات 

ويبعداف عف مبدأ الإحداثيات   aوعرض كؿ منيما
 (.1الشكؿ )، |b|مسافة 

 
حفرتي كمون لانيائيتين متآثرتين ومتناظرتين (3الشكل )

 oبالنسبة لمبدأ الإحداثيات 
 

 ، في ىذه الحالة، بالشكؿ التالي:( )̂  الكموميتيف كتبنا العلاقة التي تصؼ حفرتي الكموف

 ̂( )  

{
 
 

 
    

 

 
      

 

 
 
 

 
     

 

 

      
 

 
   

 

 
           }

 
 

 
 

 (8) 

وذلؾ بفرض أفّ طاقة  V0>0اتصاليما بحاجز كموف ارتفاعو يعني: أولًا  الكموميتيف تآثر الحفرتيفإفّ 
بّر، في عيٌ عمى حيف . Aطاقة تفاعؿ بينيما وجود ، ثانياً E0<V0أيّ: ‘ الإلكتروف أصغر مف ارتفاع طاقة حاجز الكموف

إفّ الغاية مف  .ىاممتوني الجممة الأساس مؤثّر  ̂  إلى ̂  مؤثّرال إضافةمف خلاؿ  تآثر الحفرتيف ميكانيؾ الكـ، عف

x o 

a a 

+b -b 

L R 

V0 

 ̂( ) 
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إمكانية انتقاؿ الإلكتروف بيف حفرتي الكموف الكموميتيف، مف خلاؿ مفعوؿ النفؽ ىي وصؼ  ̂  مؤثّرإضافة ال
(Tunnel Effect) فّ: لأE0<V0.  حفرتي الكمف الكموميتيف المتآثرتيف: لجممة الياممتوني الكمّي مؤثّر ̂  صبحيُ بذلؾ 

 ̂   |*عمى القاعدة المتوامدة  ̂ الياممتوني المُضاؼ  مؤثّر ثيرأكتبنا تػ .̂   ̂  
 〉 |  

بالعلاقتيف  +〈 
 التاليتيف:

{
 ̂|  

 〉    |  
 〉

 ̂|  
 〉    |  

 〉
} (9) 

  |*، في القاعدة المتوامدة ̂ لياممتوني المُضاؼ ا مؤثّرل المصفوفة الممثمةأوجدنا و 
 〉 |  

 الشكؿ التالي:ب، +〈 

 ̂  .
   
   

/
|  
 〉

|  
 〉

 (10) 

 ̂ الياممتوني  مؤثّر إضافة ، وذلؾ بعدأوجدنا حموؿ معادلة شرودنغر المستقرّة لجممة حفرتي الكموف المتآثرتيف
 شرودنغر المستقرّة الجديدة الشكؿ التالي:، فأصبحت معادلة  ̂ ىاممتوني الجممة الأساس  مؤثّر إلى

 ̂| 〉  ( ̂   ̂)| 〉   | 〉 (11) 
 

  |المتناظر ممتجو الموجي الشكؿ العاـ ل( 12العلاقات )ا في يّنوب
 〉 (Symmetric eigenvector)  والقيمة

  الخاصة المقابمة لو 
  |اللامتناظر الموجي  ممتجوالشكؿ العاـ لو  ، 

 〉 (Asymmetric eigenvector ) والقيمة
  الخاصة المقابمة لو 
  |: المتناظر ىنا إلى أفّ المتجييف الموجييف نُشير.  

  |واللامتناظر  〈 
ىما عبارة عف  〈 

  | تركيب خطي لممتجييف الموجييف الأيسر
  | والأيمف 〈 

 (.7) ( و6المذيف أشرنا إلييما في العلاقات ) 〈 

{
 

 |  
 〉  

 

√ 
,|  
 〉  |  

 〉-    
      

|  
 〉  

 

√ 
,|  
 〉  |  

 〉-    
      }

 

 

 (12) 

نلاحظ أفّ أخذ التآثر، بيف حفرتي الكموف الكموميتيف، بالاعتبار قد أزاؿ الانطباؽ في سويتي الطاقة 
  الأساسيتيف: 

    
المقابمة لممتجو الموجي المتناظر بمقدار قيمة  E1. إذ تنخفض سوية الطاقة الأساسية     

المقابمة لممتجو الموجي اللامتناظر بمقدار قيمة طاقة  E1حيف ترتفع سوية الطاقة الأساسية  مى، عAطاقة التفاعؿ 
 .Aالتفاعؿ نفسيا 

 لنظرية الاضطراب وفقاً  يقة التقريبر بط الجمؿ الكمومية ذوات سويتي الطاقة دراسة لاشتقاؽ معادلة رابي، ،تمت
. غير اضطرابيةبطريقة لاشتقاؽ معادلة رابي  طرحناه أعلاه،ذي ال ،استخدمنا نتائج النموذجأمّا نحف فقد  .[11-11]

حفرة  ، أفّ الإلكتروف موجود في إحدى حفرتي الكموف الكموميتيف ولتكفt0=0حظة معند الأي  ؛في البداية فرضنا
بالتابع ، t0=0حظة معند العند المحظة ، الجممة الفيزيائيةوصفنا و (. 1، أنظر الشكؿ )L اليُسرى الكموف الكمومية

 ( التالي:eigenfunction) الخاص الموجي
 

| (   )⟩  |  
 〉  

 

√ 
,|  
 〉  |  

 〉- (11) 
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( )̂ مؤثرّ التطور  ناطبق(. 11انطلاقاً مف العلاقات )( 11حصمنا عمى العلاقات )    
  ̂

 
عمى التابع   

ؿ عمى و حصلم ،t0=0ظة محلمجممة الفيزيائية عند ال الابتدائيةالذي يُمثّؿ الحالة  ،⟨(    ) | الموجي الخاص
 ، أي:t > t0 في المحظة   ⟨( ) |الموجي الخاص  التابع

| ( )⟩   ̂( )| (   )⟩   ̂( )|  
 〉 (14) 

(؛ أي أنّو يُحقؽ العلاقات Unitary Operatorىو مؤثّر واحدي ) ( )̂  نُشير ىنا إلى أفّ مؤثّر التطور
 الآتية:

 ̂ ̂    ̂   ̂   ̂ ̂   ̂  ̂   ̂ (15) 
المرافؽ الذاتي المؤثّر   ̂ والمؤثّر  ̂ ( لممؤثّر Invers Operatorالمؤثّر المعكوس )   ̂  المؤثّر حيث يُمثؿّ 

(Adjoint Operatorلممؤثّر )  ̂   المؤثّرو  ̂ ( مؤثّر الوحدةIdentity Operator .) 
بما يساوييما،  ⟨(    ) | الخاص والتابع الموجي  ( )̂  مؤثّر التطور(، عف 11عوّضنا، في العلاقة )

 كما يمي:
| ( )⟩    

  ̂
 
 {
 

√ 
,|  
 〉  |  

 〉-}  
 

√ 
[  
  ̂
 
 |  
 〉    

  ̂
 
 |  
 〉] (16) 

في   ⟨( ) |الموجي الخاص  عمى التابع( وحصمنا، بعد الإصلاح، 16عمى العلاقة ) أجرينا بعض الحسابات
 ؿ التالي:شكعمى ال، t > t0المحظة  

| ( )⟩    
   
 [   

  

 
|  
 〉     

  

 
|  
 〉] (17) 

𝒫قيمة  ، أخيراً،حسبنا
  
 |⟨  

، الذي يُمثّؿ إحتماؿ إنتقاؿ الإلكتروف مف حفرة الكموف الكمومية  |⟨( ) | 
𝒫وقيمة  Rإلى حفرة الكموف الكمومية اليُمنى  Lاليُسرى 

  
 |⟨  

، الذي يُمثّؿ إحتماؿ إنتقاؿ الإلكتروف  |⟨( ) | 
 النتائج التالية:، ووجدنا Lإلى حفرة الكموف الكمومية اليُسرى  Rمف حفرة الكموف الكمومية اليُمنى 

𝒫
  
 |⟨  

 | ( )⟩|      (
  

 
)

𝒫
  
 |⟨  

 | ( )⟩|      (
  

 
)

 (18) 

  ( معادلة رابي.18تُدعى المعادلات )
 

 :توصياتالنتائج وال
 اً مناسباً لوصؼ الجمؿ الكمومية بسويتي طاقة.نظري اً نموذج أوجدنا .1
حساب القيمة  (،1،6،7،11) تجيات الخاصّةالتحميمية الدقيقة لممُ  اتالعلاق مف خلاؿ ،نستطيع .1

⟨̂ ⟩ :المُتوقّعة لموضع الإلكتروف باستخداـ العلاقة التالية أحد  F ، حيث يٌمثّؿ⟨ |̂ | ⟩ 
 .(1،6،7،11المذكورة في العلاقات ) المُتجيات الخاصة

   ̂ إلى  ̂ مؤثّر الإضافة  بعد، بيف حفرتي الكموف الكموميتيف بالاعتبار أخذ التآثرمف خلاؿ  ،تبيف .1
    قد أزاؿ الانطباؽ في سويتي الطاقة الأساسيتيف:أنّو مؤثّر ىاممتوني الجممة الأساس، 

    
  

المقابمة لممتجو الموجي المتناظر بمقدار قيمة طاقة  E1إذ تنخفض سوية الطاقة الأساسية  ،  
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  ، لتُصبح: Aالتفاعؿ 
المقابمة لممتجو  E1حيف ترتفع سوية الطاقة الأساسية  مىع       

  لتُصبح:   Aالموجي اللامتناظر بمقدار قيمة طاقة التفاعؿ نفسيا 
      . 

 .اضطرابيةاشقينا معادلة رابي بطريقة بسيطة ومباشرة غير  .1
 بيف الحفرتيف. Aيتعمؽ بطاقة التفاعؿ  الإلكتروف بيف حفرتي الكموف الكمومييتف انتقاؿ احتماؿإفّ  .1
 ةجممب ياوصف لمجمؿ الفيزيائية الكمومية التي يُمكفناه تطبيقات كثيرة ترحقأإف لمنموذج النظري الذي  .6

 كمومية بسويتي طاقة.
ليأخذ بالاعتبار لاتناظر حفرتي الكموف الكموميتيف مع  لنموذج النظري الذي أقترحناهانقترح تعميـ  .7

أو نصؼ  مكافئقطع ؛ عمى الشكؿ أو المحافظة عمى التناظر مع تغيير شكؿ الحفرتيفالمحافظة 
 .مكافئقطع 
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