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 ممخّص  

 
)1z:D( التحميمية والمتباينة في قرص الواحدة  f  فضاء التوابعSليكن  من المستوي العقدي التي 

الشرط   تحقق
    10'f   ,00f  

 :باستخدام نظرية دو برانج تم البرىان ، من أجل توابع ىذا الفضاء، عمى صحة التقديرات الآتية
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 تم البرىان عمى (أسرة التوابع التحميمية المحدبة والمتباينة في قرص الواحدة )S من أجل توابع الفضاء و
 :صحة التقديرات الآتية
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  ABSTRACT    

 

Let  S denote the class of functions f  that are analytic and univalent in the unit disk 

)1z:D(  such that: 

    10'f   ,00f   

Using De Brange Theorem it has been shown for the functinos of this class  that the 

the following estimations are true: 
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For the Subclass 
S  ( e.i. The Class of Convex functionswhdch in analytic and 

univalent in unit disk) the following estimations are true 
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مقدمة 
 لفضاء التوابعSلنرمز بالرمز  zf 1( التحميمية والمتباينة، في قرص الواحدةz:D(  من المستوي 

 :الشرط  العقدي التي تحقق    10'f   ,00f أي التوابع التي تقبل النشر في سمسمة القوى :   
.    1z   ...,za...zazzf n

n

2

2                    1 
فرضيتو الشييرة ، المتعمقة بأمثال منشور التابع  (Biebrbach ) وضع بيبرباخ 1916في عام   zf في 

سمسمة تايمور  1التي تنص عمى ، :
,...3,2n  ,naSf n                         2 

2nوبرىن عمى صحتيا من أجل  .  كما برىن ىو نفسو عمى صحة التقديرين الآتيين لطويمتي التابع
  zf [3] ومشتقو :
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                      4 

أن التقديرين [4]وقد بين كيبي  3و  4دقيقان ، بمعنى أنو يوجد تابعSf  تتحقق المساواة من أجمو في 
:  الشيير (Koebe)وىذا التابع ىو تابع كيبي . بعض نقاط قرص الواحدة 
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فمن أجل تابع كيبي تتحول المتراجحتان السابقتان  3و  4  إلى مساواة في بعض النقاط كما تتحقق المساواة
في  2 من أجل كل n  لذك يعرف تابع كيبي بالتابع الحدودي . وبالتالي تكون صحيحة من أجمو فرضية بيبرباخ

وقد ظيرت فيما بعد طرائق كثيرة لمعالجة فرضية بيبرباخ  .Sبالنسبة لتقدير الأمثال في الفضاء  (أو التابع الأقصى)
 أو في الفضاءات Sوتم التوصل إلى نتائج كثيرة متعمقة بتقدير الأمثال وبتحديد مناطق تغير الداليات في الفضاء 

 . الجزئية المرتبطة معو 
 شيفير -باستخدام متراجحة غارابيديان ،  (Schiffer)وشيفير )ederson)P  برىن بيدرسون1972وفي عام 

( Inequality  Schiffer Garabedian - ) ، [8]عمى أن: 
.5,4,3,2n  ,nan  

:  ]وىي S [2]إلى تقدير مشتقات التوابع حتى المرتبة الخامسة في واعتماداً عمى ىذه التقديرات  تم التوصل
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البرىان عمى صحة فرضية  [6] (De Brange ) استطاع الفرنسي لويس دي برانج 1985وأخيراً وفي العام 
بيبرباخ  2من أجل كل  n .  ومن ىنا ظيرت إمكانية تقدير طويلات مشتقات توابع الفضاءS من مراتب عميا 

وبالتالي الحصول عمى المتراجحات  6 من أجل أيn . ونحن في ىذا البحث توصمنا إلى ىذه التقديرات وغيرىا
.  بطريقة بسيطة وفعالة لا نحتاج فييا إلى مفاىيم متقدمة في التوبولوجيا أو التحميل
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 أىمية البحث وأىدافو 
كونو متابعة لدراسات سابقة متعمقة بالمسائل القصوى، عالجيا الكثير من الباحثين لليذا البحث أىمية خاصة 

ومما زاد في ىذه الأىمية ىي الفرضية التي وضعيا بيبرباخ في عام . في مختمف الجامعات ومؤسسات البحث العممي
 وعمى ىامش ىذه .[6] من قبل الباحث الفرنسي لويس دو برانج 1985 والتي لم تحل إيجاباً إلا في عام 1916

الفرضية ظيرت طرائق كثيرة لمبحث وتم التوصل عمى إثر ذلك إلى نتائج كثيرة متعمقة بتقدير الأمثال وبتحديد مناطق 
يمكن إيجاد الكثير من ىذه النتائج في المراجع .  أو في الفضاءات الجزئية المرتبطة معو Sتغير الداليات في الفضاء 

ونحن في بحثنا ىذا سوف نقوم بدراسة بعض التقديرات لطويلات مشتقات التوابع في  . ([7] ,[5] ,[4] ,[1] )
.  أو غيرىا اعتمادا نتائج سابقة من بينيا نظرية  دو برانجSالفضاء

 
 :طرائق البحث ومواده

طريقة البحث المتبعة ىي استخدام النظريات الأساسية المتعمقة بالتوابع التحميمية والمتباينة مع الاستفادة من 
خواص التحويلات المحافظة إضافة إلى  استخدام نتائج طريقة المساحة التي استفاد منيا كل من كيبي وبيبرباخ 

 .لموصول إلى نتائجيما الأولى المتعمقة بتقدير طويمة المشتقات والأمثال
 

 :النتائج والمناقشة
سوف نعرف تابعاً جديداً  h من خلال استخدام التحويل المحافظ  w الذي ينقل قرص الواحدة إلى نفسو

 الفضاء د عناصر المختارة كيفياً من القرص الثاني وذلك بأخذ أحzحيث يمكن نقل مركز القرص الأول إلى النقطة 
Sوليكن f كتابع ليذا التحويل ثم القيام ببعض الإجراءات التي تجعل التابع الجديد h من  . Sضمن الفضاء  

 من خلال معرفة مشتق التابع المركب z في النقطة fشأن ىذه العممية أن تفيد في معرفة مشتق التابع  h في 
ومن خلال ذلك نتوصل إلى علاقات تفاضمية بين التحويمين . الصفر zf و  h تؤدي بدورىا إلى الحصول عمى 

 .التقديرات المناسبة  كما سنرى
:  أن التحويل  [4]من المعموم.  نقطة مثبتة ولكن مختارة كيفياً من قرص الواحدة zلتكن 
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:  وبما أن.z إلى النقطة 0ينقل قرص الواحدة إلى نفسو بحيث ينتقل مركز القرص
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: فإن
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Sfفإذا كان الآن   و z نقطة كيفية من Dفإن التابع    :
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:  وبما أن Dسيكون تحميمياً ومتبايناً في القرص 
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:  فإن لمنشوره في سمسمة تايمور الشكل
         ...z'fz1zfwf
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 
 
 

  z2z1
z'f

z''f
0''h

2
 

: بإجراء التحويل 
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 يصبح التابع الجديد h متبايناً وبالتالي منتمياً لمفضاء Sويكون بحسب نظرية تايمور في النشر  :
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:   يكون[7]وعندئذ بحسب نظرية دي برانج 
  ....2,3,n     ,!n n'a!n0h n

n                                11 
 

باستخدام التابع  hسوف نبرىن عمى صحة التمييدية الآتية  :
Sf إذا كان :1تمييدية 1   وzr فإن  :
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بوضع : البرىان
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 ثم اشتقاق التابع   wf بالنسبة لممتحول  يكون :
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 ... . وىكذا 
 في 0 بتعويض النقطة  14سيكون بحسب  9 :
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: ومنو
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وىي العلاقة  12  . 
لمحصول عمى العلاقة  '12 0 نعوض في  15 ثم نعوض A بقيمتيا فيكون  :
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4nوبشكل مشابو في حالة    0 سيكون بعد حساب المشتقات ثم التعويض بـ  :
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: وبالتالي
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: والآن بتعويض المقدارين
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بما يتاسبيما في 12و '12ثم الاختصار والترتيب سنحصل عمى العلاقة  :
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وىي العلاقة المطموبة ''12 .
 

:  من خلال التمييدية الآتيةnسوف نعمم النتيجة السابقة من أجل كل 
Sf إذا كان :2تمييدية 1   وzr فإن              : 
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 : تعطى بالعلاقاتkAعمماً أن 
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








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

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

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             17   

 

 بمتابعة الإشتقاق في :البرىان 15ثم تعويض المقادير  :
  
 

  1-n2,3,...,k   ,r1
z'f

zf 1k2
k


 

 بما يقابميا من المشتقات   0h k3 بشكل مشابو لمحالتينn  4n و  فإننا نحصل عمى العلاقة  :
  
 

           1nkkn

k
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1
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n

z!n...z0hA...z0hA0hr1
z'f

zf 
 

 في العلاقة 1A نلاحظ أولًا أن kAولكي نتوصل إلى التعبير المناسب بواسطة التوافيق عن الأمثال  '12 
3nأي عندما ) ) تقبل التوزيع المناسب الأتي :
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

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
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
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
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
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3

!22
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6A   ,1A: حيث نقبل أن  20  .  4وفي حالةn  يمكن التحقق بسيولة أن الأمثال العددية في العلاقة 
 ''12تقبل التوزيع الآتي                    :
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
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
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24A   ,1A: حيث نقبل أن  30  . حاكمة مشابية نحصل عن طريق موىكذا بتكرار ىذه العممية وب

n1,2,...,k-2الاستقرء الرياضي من أجل  عمى أن  :

  
 ,
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n
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
























 


 

nA   ,1A!: حيث نقبل أن يكون 1n0   .  بذلك تكون المساواة 16وليا الشكل صحيحة :

 18          
  
 

    

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
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

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


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














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1nz!n   

. وىو المطموب
 

 Sتقدير طويمة المشتقات في الفضاء . 3
 

Sf في الفضاء nسوف نستفيد من المناقشة السابقة لتقدير طويمة المشتقات من المرتبة       . 
Sf إذا كان .1نظرية فإن          :
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     
 

   ,...3,2n   1z ,  
z1
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  !nzf

2n

n 






                       19 

 بالاستفادة من :البرىان 18يكون  :
  

  
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            nz!n 
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
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1rzبوضع  والأخذ بالحسبان أن      !nn0h n  و        !knkn0h kn  فإننا
: نحصل عمى
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بإضافة الحد الأول إلى المجموع الأول والحد الأخير إلى المجموع الثاني نستطيع بدء العد من الصفر في كلا 
: المجموعين ويكون

              
  
 

  








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             2nk
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








 
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ينتج من ذلك ومن  4أن  :
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
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:    وبالتالي
  

 
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!nzf
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n 
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



 

. وىو المطموب
 

 باشتقاق تابع كيبي .1نتيجة 5 nمرة نحصل عمى العلاقة  :

               
 

1,2,...n   ,
z1

zn
zf

2n

n 






                       20 
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: ويكون 
  

   
   ,...3,2,1n    ,  
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zn
  !n

z1
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 !nzf

2n2n
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





                21 

0zمثل )وبما أنو توجد نقاط    )  حيث تتحول فييا المتراجحات 21إلى مساواة  :
  

   
   ,...3,2n    ,  

1

n
  !n
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n
 !nzf

2n2n

n 

















  

فإننا نستنتج أن التقديرات  18 لا تقبل التحسين ونستنتج أن تابع كيبي ىو التابع الحدودي بالنسبة لتقدير 
 . Sطويلات المشتقات من أي مرتبة في الفضاء 

 
تقدير طويمة المشتقات في الفضائين . 4

Sو 
S 

 

 ويكون التابع نجمياً  .الذي يكون كل من توابعو نجمياً  S ىو الفضاء الجزئي منSالفضاء. Sالفضاء ( أ
إذا كان التابع ىذا ينقل قرص الواحدة إلى منطقة نجمية بالنسبة لمصفر وتكون المنطقة نجمية بالنسبة لمصفر إذا كان 

 التوابع  بفضاءSالفضاءيعرف . كل مستقيم مار من الصفر يقطع المنطقة ىذه وفق قطعة مستقيمة واحدة فقط 
. [8]النجمية 

يعد تابع كيبي أحد العناصر الأساسية في  فضاء التوابع النجمية فيو ينقل قرص الواحدة إلى المستوي العقدي 
محذوفاً منو المجال  41, 

وبذلك تكون المتراجحات  21صحيحة في ىذا الفضاء وغير قابمة لمتحسين فيو   .
 

:  تعد العلاقة الآتية مميزة ليذا الفضاء. 1ملاحظة

        0
zf

z'zf
ReSf  















                         22 

ومن خلال ىذه العلاقة يبرىن بسيولة عمى فرضية بيبرباخ في ىذا الفضاء دون الاعتماد عمى نظرية دي 
.  [10]برانج

 والتابع المحدب ىو التابع الذي ينقل .S ىي أسرة التوابع المحدبة في S الفضاء :Sالفضاء  ( ب
. قرص الواحدة  إلى منطقة محدبة

: [9]ىذه الفضاء تتحقق بالنسبة للأمثال التقديرات الآتية  في
1,2,...n   ,1an                                  23 

  :[9]ومن العلاقة 
          



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
  Sz'zfSf  

نستنتج بحسب  3 أن  
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
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Sfوبالتالي إذا كان  فإن  :



 بدور، حمادي                                                                  التوابع المتباينةفضاءاتتقدير طويلات المشتقات في بعض 

76 

 
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
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:  لبرىان النظرية الآتية1سوف نستفيد من ىذه العلاقة ومن النظرية
 

Sf إذا كان .2نظرية و فإن         :
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بملاحظة أن  : البرىان   !na!n0h n

n  في الفضاء  S -  بحسب 23 - فإن العلاقة 18  تؤدي
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: ومن المطابقة

  
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: نستنتج أن
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ومنو بحسب  24 :
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. وىو المطموب
 يمثل التابع .2نتيجة 

z1

z
zf


 تابعاً حدودياً بالنسبة لتقدير الأمثال في الفضاء S وىذا ناتج من أن 

: لمنشور ىذا التابع في سمسمة تايمور الشكل
1z        ,... +z+ ... zz)z(f n2                             26 

1an: حيث نلاحظ أن  .  باشتقاق ىذا التابعnمرة نحصل عمى العلاقة  :
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: ويكون 
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0zمثل )وبما أنو توجد نقاط    )  حيث تتحول فييا المتراجحات 21إلى مساواة  :
  

 
   ,...3,2n    ,  

1

!n
  zf

1n

n 






 

فإننا نستنتج أن التقديرات  25 دقيقة وأن التابع  26 ىو التابع الحدودي بالنسبة لتقدير طويلات المشتقات
 . Sمن أي مرتبة في الفضاء 

 
 :الاستنتاجات والتوصيات

ومتابعة لذلك يمكن القيام . S وS وSتم القيام ببعض التقديرات لطويلات المشتقات في الفضاءات 
: بتقديرات مشابية في فضاءات جزئية أخرى مثل

 التي تحقق الشرط  D التحميمية في قرص الواحدة f فضاء الدوال   وىوVالفضاء  -
.      2z'farg     ,10'f    ,00f     

 .  تعرف ىذه الفضاء بفضاء الدوال التحميمية ذات الدوران المحدود
التحميمية في القرص الواحدي التي ليا الشكل وىو فضاء التوابع  rTالفضاء  -

            1z        ,... +za+ ... zaz)z(f n

n

2

2  
حيث 

naأعداد حقيقية .  
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