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 ممخّص  
 

 ,مؤثر أوريسون بمتحولينل بالاستمرار التاماليدف من ىذا البحث ىو دراسة وتعميم بعض النتائج المتعمقة 
دراسة التقارب المنتظم لمتتالية من من خلال  ,قياس لوبيغ قيوسة وفق Gمجموعةبمعادلة تكاممية عمى  طىوالمع

بالتوابع  المعطاة ,nk مؤثرات أوريسون , ,nk x y u ,عتماد عمى وذلك باستخدام التقارب بالقياس من خلال الإ
 .شرط كاراثيودوري لممجموعات القيوسة

 
 

ون, قياس لوبيغ, التقارب بالقياس,فضاء أورليتش , مؤثر أوريس ممات المفتاحية :الك  N M u دالة. 
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  ABSTRACT    

 
     The aim of this paper is to study and generalize some results that related by the 

complete continuity of the urysohn.s operator of two variables on a set G  on which a 

lebesgue meagure is defined and study uniform convergence sequence of the urysohn 

.s.operators nK  that defined by functions  , ,nk x y u  using convergence meager 

Depending on caratheodory condition of measurable sets . 
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 : مقدمة
المحدبة  دوالتعتبر المؤثرات التكاممية غير الخطية من المواضيع اليامة التي تعتمد في دراستيا عمى صفوف ال

ن دراسة المعادلات ا  و  .في فضاء أورليتش وتطبيقاتو في التحميل التابعي ىاماً  والتي تمعب دوراً  ,المستمرة والمتراصة
غير الخطية من خلال  المعادلات لذلك تم المجوء لدراسة صفوف ,وبتياالتكاممية بالطريقة غير الخطية أظيرت صع

 5,2والتي اىتم بيا العديد من الرياضيين ,المسائل غير الخطية لممعادلات التكاممية 
في  وىو مؤثر أوريسون ,وسندرس في ىذا البحث الاستمرار التام لأحد أىم المؤثرات التكاممية غير الخطية

 فضاء أورليتش.
 

 أىمية البحث وأىدافو:
دراسة الشروط التي تجعل مؤثر أوريسون مستمراً تماماً في فضاء أورليتش, نظراً لأىميتو  ييدف ىذا البحث الى

Aالتطبيقية في إثبات وجودية الحل لبعض المعادلات, نذكر منيا  ,  خطي في أحد مؤثر غير  حيث إن
حيث تمت دراسة الاستمرار التام لمؤثر أوريسون بتشكيل متتالية من مؤثرات أوريسون المستمرة  .Eفضاءات باناخ 

 تماما ودراسة تقاربيا.
 ده:طرائق البحث وموا

ي التي تساعدنا في عرض في مجال التحميل التابع تعتمد ىذه الدراسة عمى بعض التعاريف والمفاىيم الأساسية
وشروط الاستمرار التام التي درسيا العديد من الباحثين في أعمال  ,واستخدمنا في دراستنا مفيوم التراص . الموضوع
 مختمفة 16 . 

 لأصناف خاصة من الدوال المحدبة مفاىيم أساسية1-   11,10,9,8,6,4,1  
والمحدودة في  ,المغمقة Gالمجموعةعمى في دراستنا  منيا لمفاىيم الأساسية التي سنعتمدسنبدأ بذكر بعض ا

والمجموعة  البعد والقيوسة وفق قياس لوييغ , يقميدي منتيالإفضاء ال
^

G ىي الجداء التبولوجيG G. 
 يقال عن M U  ذا تحققإنيا دالة محدبة  إدالة ذات متغيرات حقيقية  

   1 2

1 2

1
22

u u
M M u M u

 
   
    

 

وذلك من أجل جميع القيم  
1 2
  ,u u,   و بتعبير اخر 

       1 2 1 2M U 1 U U 1 UM M        . 

  كل دالة محدبة M U تحقق الشرط  0M a   يمكن أن تمثل بالعلاقة التالية   
U

0

U P t  dtM    

ن إحيث  p t وغير متناقصة        ,دالة مستمرة من اليمين ,a a b . 

  تدعى M U ـب N الشكل ذا مثمت بإدالة   
U

0

U P t  dtM   ,  

ن إحيث  P t  0دالة موجبة عندماt ,  0ومستمرة من اليمين عندماt , وتحقق الشرطين 
 

     p 0 0            p lim
t

p t


  . 
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  ـ خر  لآتعريف M UN دالة: 

الدالة المحدبة المستمرة  M U تدعىN نو بذلك سيكونلأ ,اذا وفقط اذا حققت الشرطين السابقيندالة 
 

0
lim 0 .
u

M u

u
 

وىذا يعني أن  0 0M , لتمثيل بالصيغة:نيا ستقبل اإوبالتالي ف 

   
U

M U P t  dt

0

  

ن إحيث  p t  0غير متناقصة وذلك من أجل كلu .                              
  لتكن p t  0دالة موجبة عندماt ,  0من أجلومستمرة من اليمينt ,  وىي دالة غير متناقصة
 وتحقق 

عندئذ نعرف ,الشرطين q s  بالمساواة 
 
sup
p t s

q s t


,  0بحيثs   أن نرى أن  نو من السيولةأنلاحظ

الدالة  q s لدالة تتمتع بصفات ا p tن إحيث  نفسيا q s  0دالة موجبة من أجلs ,  ومستمرة من اليمين
0sعندما  , وىي دالة غير متزايدة وتحقق الشرطين 

   0 0 lim
s

q q s


   

يف الدالة ينتج لدينا مباشرة من تعر  q s أن 
          q p t t p q s s        

0و من أجل       ينتج لدينا   q p t t p q s s           
ذا كانت الدالة إ p t ن الدالة إمستمرة ومتزايدة ف q s لمدالة  الصحيحوس ىي المعك p t. 

 :في الحالة العامة
الدالة  q s  تدعى المعكوس الصحيح لمدالة p t,  وكذلك p t  تدعى المعكوس الصحيح لمدالة q s. 

         الدالتين وندعو   
0

u

M u p t dt         
0

u

N v q s ds  

N ن بالشكلي, والموضحت دالتين متكاممتين بشكل متبادل: 
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 متراجحة يونغ: 
u,من أجل كل  v المتراجحة التالية بمتراجحة يونغ ندعو       .u v M u N v  , 

 لى المساواة عندماإمن الواضح من الشكل السابق أن متراجحة يونغ تخفض 
   sgn , sgnv p u u u q v v  

              بحيث ينتج     

     

.

.

u p u M u N p u

v q v M q v N v

    

   

  

                 متراجحة يونغ من   .N v u v M u   
       وباستبدال     sgnu q v v      نحصل عمى   

0
max

u
N v u v M u


     . 

 لنفرض أن المتراجحة   1 2u uM M  محققة من أجل   ,1 2u uM MN دالة عندما 

0
u uن إعندئذ ف   2 1v vN N ن أجل  م   ,1 2v vN NN  لمدالتيندالتين متكاممتين 

   ,1 2u uM M  وذلك من أجل  2
0 0
u v vp  . 

 تكون الدالة     1 2u uM M انبتاالث ذا وجدإ
0

,u k   بحيث   
0

1 2u ku u uM M   
ونقول عن الدالتين    ,1 2u uM M ونكتب  ,نانيما متكافئإ                     

   1 2u uM M . 
          ذا تحققإ       1 2 2 1u u u uM M M M    ناالسابقت ناتكون الدالتبمعنى 
 متكافئتين
     ذا وجدت الثوابت الموجبةإ

1 2 0
, ,k k u إن           بحيث           

     
1 2

1 2 1k u u k uM M M . 
  نقول عن M u N  2نيا تحقق الشرط إدالة  من أجل قيم كبيرة لممتغيرu , 
ذا وجدت الثوابت إ

0
0 0k u               بحيث              

   
0

2 ,M u kM u u u . 
  الشرط اللازم والكافي حتى تحقق M u N  2دالة الشرط  ىو وجود الثوابت 

0 0
, u u u    ث إن      بحي

 

 

u p u

M u
 

ن إحيث  p u   ىو المشتق اليميني ل M u N دالة. 
  الشرط اللازم والكافي حتى تحقق M u N  2دالة الشرط  ىو أن تحقق الدالة المكممة ليا 

 N vN دالة  الشرط التالي                     
0

1 ,
2

N v N Lv v v
L

 . 

  نقول عن M u N نيا تحقق الشرط إ :دالة
"

 ذا وجد الثابت الموجب إc,  0وكذلكu بحيث 
     

0 0
. , 0 0M uv cM u N v u v u c u   . 
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 ذا حققت إ M u N  دالة الشرط
"

 2نيا ستحقق الشرط إف. 
  ن إنقول M uN 3نيا تحقق الشرط إدالة ذا كانت تكافئ إ u M uNدالة. 
 أوريسون ومؤثرحول فضاء أورليتش  مفاىيم أساسية -2 16,15,14,13,12,7,5,3,2  
 صفوف أورليتش:  

ولتكن  ,قياس يالبعد ذ يقميدي منتيإمجموعة محدودة في فضاء  Gلتكن  M u N  دالة عندئذ فان
مجموعة الدوال  u x  , والتي تحقق   ,

G

u M M u x dx       ف أورليتش تدعى بصفو

 M ML G L. 
  ورليتش أيكون صف

1 2M ML L الموجب   ذا وجد الثابتإذا وفقط إa ووجد
0
u  بحيث 

   
0

2 1u a u u uM M . 
 فضاء أورليتش: 

 لتكن   
0

u

M u p t dt          
0

u

N v q s ds       ـب N  الدالتين المتكاممتين بشكل

متبادل
 
 

عندئذ سنرمز  * *

M ML G L  لمجموعة الدوال u x,  والتي
تحقق   ,

G

u v u x v x dx  , 

جل كل أ وذلك من  Nv x L.  ينتج مما سبق أن*

ML جل أنو من إومن متراجحة يونغ ف ,مجموعة خطية
  كل زوج من الدوال    ,M Mu x L v x L  يكون*

M ML L. 

مدوال لن ما سبق يتيح لنا تعريف نظيم إ u x بالشكل:
  

   
, 1

sup
V N

G

u u x v x dx
 

  وعندىا

*ستشكل المجموعة 

ML يدعى بفضاء أورليتش اً منتظم اً خطي اً فضاء. 
 

M
E  مجموعة مغمقة من التوابع المحدودة في*

NL . 
 شرط كاراثيودوري: 

لحقيقي يقال عن التابع ا , ,f x y u بالمتحولين  , ,x y G u   كاراثيودوري نو يحقق شرطإ 
x,وذلك لاجل جميع  ,في كل مكان تقريبا uذا كان مستمرا بالمتحول إذا وفقط إ y, ـوقيوس ب ,x y  عندما
 .اً ثابت uيكون 

 مؤثر أوريسون: 
OperatorSBUrysohn) ؤثر أوريسونيعرف م  معادلة التكاممية غير خطية التالية: ال( ب..

 1         dyyuyxkxKu
G

 ,, 

بفرض  uyxk جميع قيم  من أجل u رة فيتمبمعنى أن ىذه الدالة مس, ط كاراثيودوري لشر  دالة محققة ,,
Gyx المتحولات , , وقابمة لمقياس في كل من المتغيرين,x y  , وذلك من أجل كلu . 
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وسنفرض في دراستنا أن الدالة  ,والدوالالمجموعات لن نتوقف عند قيوسية  uyxk تحقق المتراجحتين  ,,

                            التاليتين    
         , , , ( , , ) 2k x y u k x y a x R u x y G u         

   
^

, 3

G

M k x y dxdy b     

 uMNتابع, xa ةسالبغير  دالة. 
 uRجل كلأأيضاً ومتزايد باضطراد من  ةغير سالب ةمستمر  دالةu0. 

ضاءات فليكون مؤثر أوريسون في بعض , ن كافيين ان السابقابالحالات التي يكون بيا الشرطسندرس ونيتم 
 .تام الاستمرار L*أورليتش 

ان الشرطين    3 , أن قيم المؤثر عنياني 2 1 عمى الكرة  ةمحدود *, ,T r L, أي أن 
                                                 4                                   
 ,Ku c u r

 
   

والدوال  ,bيعتمد عمى الثابت  cمن الطبيعي أن الثابت    ,a x R u , وكذلك الدالة uMNدالة  

ليكن    *

MLxk   وتحقق,دالة غير سالبة    
 G

b
dxxkM

G


  

             المعرف بالمساواة ن المؤثرإعندئذ ف

 
   

  
2

G

k x k y
Ku x R u y dy


  

سيحقق الشرطين   3 , حسب بو  2 4      

                           2 , 5
G G

k x R u y dy k y R u y dy c u r




    

وبالتالي   *k x L, أن  ومنو نستنتج* *

ML L . 
0ا تكون قيم وجدنا مما سبق وعندم  كبيرة يتحقق لدينا      

     6u M u   
من  5كون     

G

k y R u y dy   محدودة بالدالة  *

MLxk ,  و المؤثر

 
 

2

r u x
Ru x R

 
  

 
 

  

يحول الكرة  *, ,T r L لى مجموعات محدودة في الفضاء إ*

NL . 
 N v N  دالة مكممة لمدالة M u, 1يجاد الثوابت إنو يمكن إوبالتالي ف 2 3, ,c c c بحيث 

 2 3

1

1
, ( )

2

r u
f R c c u u

c


  
       

  
 



 بكداش, عبد العال                                                                     ستمرار التام لمؤثر أوريسون في فضاء أورليتشالإ

111 

0 وينتج من أجل قيم كبيرة لممتغير u                          7N R u k u       
                                                                 

     8N R u kM u      
ىذا ما يثبت أن و  u ات تحقق المتباين   7 , 6 . 
 محدودية مؤثر أوريسون: 

ن دراسة محدودية مؤثر أوريسون مركزة حول الحالة التي تكون بيا الدالة إ N v  تحقق الشرط
''

 . 
  :2.1 مبرىنة 5,3  

بفرض أن الدالة  N v  تحقق الشرط
''

لى الشروط إضافة إ       7 , 6 , 3 , ن المؤثر إف, 2 1 

,*عمى الكرة  سيكون معرفاً  ;T L





 
 
 

 وسيتحقق ,L*ومجموعة قيمو ستكون محدودة في   ,

   ^, , 9
M

Ku c k x y u
 





 
  

 
. 

 
 :النتائج والمناقشة

  لى مؤثرات أبسطإالانتقال: 
يجاد متتالية من المجموعات المغمقة إيمكن  و ,السابقة محققة المبرىنةن شروط أسنفرض 

^ ^

nG G 
بحيث 

^ ^ 1
\ nG G

n

 

 
 

عندئذ ستكون الدالة ,  , ,k x y u  مستمرة بكل متغيراتيا عمى المجموعات

 
^

,nG     وكذلك تكون     , , ,k x y a y k x y  مستمرة عمى
^

nG , 
لنضع                                                

 
   

 

^

^

, , ; ,
, ,

0 ; ,

n

n

n

k x y u x y G
k x y u

x y G




 
 

  

من الدوال  ن كلاً إ , ,nk x y u  تحقق الشرط 2,  يمكن تعريف مؤثرات  2.1 المبرىنةواعتمادا عمى

أوريسون    , ,n n

G

K u x k x y u y dy     من الكرة*, ;T L





 
 
 

ن متتالية أحيث نجد  , L*لى إ 

            وذلك لأن ,المؤثرات متقاربة بانتظام

     
^ ^

, , , , \n nKu x K u x k x y u y x y G G dy
 

      
 

.  

واعتمادا عمى  2  نجد 2.1والمبرىنة 
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      

 
^

^ ^

^ ^

, , , \

, , , \

n n

G

n

M

Ku K u k x y x y G G x R u y dy

c k x y x y G G u







 






         

  
    

   


 

ضافة الشرط إوب 
^

, nk x y E  ,إن  إذ
^

nE  تعني المجموعات المغمقة في فضاء الدوال المحدودة*
NL                               

 
^

^ ^

lim , , , \ 0 lim sup 0n n
n n

M u

k x y x y G G Ku K u









 



 
    

 
 

   دوالالمعرفة بال nkن ىذه المؤثرات إحيث  ,kؤثرات متقاربة بانتظام من المؤثرن متتالية المأوىذا يعني 
 , ,nk x y u راجحاتالمتتحقق  التي 

     

 

   
 

 
^ ^

, ,

, , ,

, , ,max max *
n n

n n n

n n

x y G x y G

k x y u a b R u u

a k x y a x b k x y
 

     

 
 

 : 3.1 مبرىنة
 ن الشرط التالي محققألنفرض 

       , , ; , , 10k x y u a R u y x y G u       
نعرف متتالية من الدوال ول , ,nk x y u بالشكل 

 

 

  

  

, , ;

, , 1 ; 1
, ,

, , 1 ; 1

0 ; 1

n

k x y u u n

k x y n n u n u n
k x y u

k x y n u n n u n

u n

 


    
 

       
  

limعندىا يكون                 sup 0n
n

u

Ku K u











   

 البرىان:

خد ألن  *, ;u x T L





 
  

 
ولنعرف المجموعة ,   G G u x n  , والذي يحقق قياسيا مايمي: 

                            

 
 

 
1 1 1

G

u x
G dx u x

n n n


 
 

   
  

  

 
    

      
     
     

 

 يكون لدينا 
       

   

, , , ,

, , , ,

n n

G

G G

Ku x K u x k x y u y k x y u y dy

k x y u y dy k x y u y dy
 

        

       



 
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        ن                                                       إحيث 
     ,x n x G sign u x

u
 

 






 
وحسب   10 

         
^ ^

, , , ,n

G G

Ku x K u x x y G a R u y dy x y G a R y dy  
                    

  

ن إحيث 
^

G G G   ,  نجد 2.1المبرىنة  منو 

 

 
1

2
;n

n

C G
Ku K u N u

Gn 









  

 





  
  

      
    
  

   

 

ضافة الشرط إب اً مؤثر أوريسون محققل الاستمرار التاموبذلك يكون  
^

, nk x y E , 
              وبالتالي يتحقق       

     0 0, , 0 & 0 11 *k x y u u u u const     

 كلًا من بفرض    ,N N v M uوأن ,خرمكمل للآ دالة N v    تحقق الشرط
''

,  وليكن 
           , , , ; , , 12k x y u k x y a x R u x y G u         

ن إبحيث    
^

*, ,M Nk x y E a x L ,  والدالة R u  ولنفرض وجود  , وغير متناقصة,غير سالبة
 الأعداد

, ,k  ,بحيث                  13N R u k M u      
ن المؤثر إعندئذ ف 1معرف عمى سيكون  * *, ; ; .T L L a e    ث إن حي N u دالة

 تحقق
       14N R u k u k M u      

 السؤال البدييي الذي يمكن طرحو: 
عمى الكرة  ليس فقط معرفاً  kضافتيا حتى يكون المؤثر إما ىي الشروط التي يمكن  *, ,T L ,  بل

 . ؟  L*عمى كامل الفضاء معرف 
كبيرة في الشرطين  خذ قيماً أت s,سيتحقق ذلك بجعل    14 , عمى كامل  معرفاً  kويكون المؤثر  13

L, ذا كانت إ N u 2شرط دالة تحقق ال, وفي ىذه الحالة يكون 
       1 12 2s sN R u k u k u k M u       

 
 

ذا كانت إ ,L*ن مؤثر أوريسون حقق بشكل مماثل الاستمرار التام في الفضاء إ R u  2تحقق الشرط 
   12R u k R u 

في بعض الحالات نكتب الشرطين     14 ,  بصيغة أبسط 13
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فاذا أخذنا عبارة التكافؤ بين التابعين    ~N u u     بمعنى                   
   N u u      

ن الشرطين إعندئذ ف   14 ,           عندمايحققان  13
       15R u k u kM u   

  : لى تحققإوىذا بدوره يؤدي 

     1 1 1

u u
N R u N k k N k u k M u   

 

      
            

      
  

 : 3.2 مبرىنة
لنفرض أن    ,N N v M uوالدالة  ,ن تبادلياً ان متكاممتادالت N v  3تحقق الشرط,  وليكن 

           , , , , , 16k x y u k x y a x R u x y G u        

   * *, ,MM Nk x y L a x LL             R u  وذلك من اجل  , و متزايدة,دالة غير سالبة
0u  ,  0ولنفترض وجود الثابتc                                      كما في المتراجحة التالية 

 
 M u

R u c
u

 

بحيث يكون المؤثر  L*نو يوجد فضاء أورليتش إعندئذ ف 1  تام الاستمرار في ىذا الفضاء. 
 :البرىان
بما أن  ,M k x y    محدودة عمى

^

G  عندئذ يوجد N u دالة تحقق الشرطين
"

2 , بحيث 
    

^

, 17

G

M k x y dxdy     

ذا تحققت المتراجحة التالية إ ,L* عمى الفضاء اً ن مؤثر أوريسون معرفأسنثبت 

   
1

18N R u u


    

 . u ممتغيرمن أجل قيم كبيرة لوذلك 
ليكن   *u x L L   عندئذ:  

       

  

1

1
1

NN N

N

G

a x R u x a R u x

a N R u x dx







  

 
     

 


 

ومن العلاقة  19  نجد 

          

    

0

0

1 1
1

1
1 ;

NN
G

N

a x R u x a N R u G u x dx

a N R u G u const


 
 

   


 
        

 

      


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uومن أجل  r                   نجد 
         19

N

a x R u x c r  

لى المؤثر الخطي التكاممي بالانتقال ا     ,
G

Av x k x y v y dy   

                                                                               وبوضع 
   

   

   

1

2

u N vM

u uM

u M u



 





   

 

*من  اً معرف Aيكون المؤثر 

NL لى إL بمعنى       *: NA L L ويحقق 
   ^2 , 20

N
Av l k x y v


 

واعتمادا عمى  16 نجد                   Ku x A a x R u x  
 

 
    من   20 ,  أن نجد 19

      

   

^

^

2 ,

2 , *

N
Ku l k x y a x R u x

l c r k x y

 



 


 

 .ثبات الاستمرار التام لمؤثر أوريسونوبذلك يكون قد تم ا
 

 الاستنتاجات والتوصيات
نواع فضاءات أفي دراسة مسائل المعادلات التكاممية في مختمف  اً ىام اً لقد كان لممؤثرات غير الخطية دور 

بتشكيل متتالية من  وقد تمت دراستنا ,في فضاء أورليتش دالة Nالتحميل التابعي وبشكل خاص عمى خصائص 
 ةوالسؤال الذي يمكن طرحو ىل قيوسية المجموعات المعرفة عمييا تمك المؤثرات ضروري ,المؤثرات المستمرة والمتراصة

 دالة في ذلك ؟ Nـدور ال وى؟وما 
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