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 ممخّص  

 
درسنا في ىذا البحث تكامل كوشي الشاذ لتوابع تنتمي إلى صفوف واسعة من التوابع عمى أسر شييرة من 

. المنحنيات وبشكل خاص قمنا بدراسة محدودية ىذا التكامل
تكامل كوشي الشاذ ومحدوديتو في صفوف تابعية   حصمنا في ىذا البحث عمى بعض النتائج التي تخص

.  وعمى منحنيات تنتمي إلى أسرة منحنيات كارلسونمتفرعة عن فضاء ليبيغ
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  ABSTRACT    

 

In this research westudied  singular Cauchy’s integral for functionsbelong to wide 

classes of functions on a famous curves families .Especially we study the boundness of this 

integral. Wehave obtained some results about singular Cauchy’s integral and it’sboundness 

for some functional classes branched from Lebesuge classes.                        
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 :مقدمة
. يندرج موضوع البحث الحالي ضمن نظرية التوابع العقدية 

وىو يعتبر امتداداً لما يسمى صيغة كوشي التكاممية التي درست من أجل حالات كثيرة وىي تحل   

مسألة ايجاد قيمة التكامل من الشكل
0

1 (z)

2
C

f
dz

i z z  

 Cأو إلى خارج  C إلى داخل المنحني المغمق0zمن المعموم  أن قيمة ىذا التكامل متعمقة بانتماء

 عمى منحني التكامل0zأما تكامل كوشي الشاذ فإنو يممك نفس شكل التكامل السابق عندما تقع النقطة 
C( ليس بالضرورة أن يكونCمغمق) الأمر الذي يحول التكامل إلى تكامل شاذ ،

: انقسمت دراسة تكامل كوشي الشاذ إلى قسمين رئيسين
 إيجاد قيمتو الرئيسية .
 دراسة محدودية ىذا التكامل. 

: ىاتان المسألتان متعمقتان بقضيتين أساسيتين ىما
 الأسرة التي ينتمي إلييا منحني التكاملC. 
  الذي ينتمي إليو التابع المكامل (الفضاء)الصف التابعيf. 

 ...ولدروفضاء ليبيغ وفضاء أورليتش تمت مثل ىاتين الدراستين في الكثير من الفضاءات التابعية مثل فضاءه
قمنا في ىذا البحث بالوصول إلى بعض نتائج تخص محدودية تكامل كوشي الشاذ عمى صفوف تابعية تعتمد 

. في تعريفيا عمى تعريف فضاء ليبيغ
 

: أىمية البحث وأىدافو
تنبع أىمية البحث من كون الموضوع المدروس وىو محدودية تكامل كوشي الشاذ الذي يممك تطبيقات نظرية 

 :وعممية ىامة وييدف ىذا البحث إلى ما يمي 
 في الفضاء0f ونظيم التابع fدراسة العلاقة بين نظيم التابع-  1

01L والفضاء 
0
( , )pL v  .

  .f لمتابع تكامل كوشي الشاذ نظيم و 0f لمتابع دراسة العلاقة بين نظيمتكامل كوشي الشاذ-  2
. دراسة انتماء تابع الوزن إلى فضاء ماكينيوبت  للأوزان عند تركيبو مع أحد التحويلات المحافظة - 3
 في الفضاء تكامل كوشي الشاذ دراسة محدودية -4

01 ( )L  .
 في الفضاء تكامل كوشي الشاذدراسة محدودية - 5

0
( , )pL v  .

 
 :طرائق البحث ومواده

تعتمد دراسة ىذا البحث عمى بعض المفاىيم والتعاريف الرياضية المعروفة في التحميل التابعي لأن البحث يقع 
ضمن الرياضيات النظرية وبشكل خاص ضمن مادة التحميل العقدي لذلك فإن الطرق المتبعة فيو نظرية وتعتمد بشكل 

. أساسي عمى أدبيات نظرية التوابع التحميمية
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 :تعاريف ومفاىيم أساسية
 : [1]نورد فيما يمي بعض الرموز والمصطمحات المستخدمة في ىذا البحث

GمحيطياZمنطقة وحيدة اتصال في المستوي العقدي  Gلتكن   نرمز بG ext   مع 
0الافتراض دوما أن  ,G G   
كما نرمز ب : 1w w  لدائرة الوحدة في المستوي w ويكون : 

,D int D ext   
Dىو قرص الوحدة المفتوح وDأي أن  ىو جزء المستوي الواقع خارج قرص الوحدة المغمق .
(z)w ىو التابع الذي يحول G من المستوي Z إلى D في المستوي w 

:بحيث يتحقق 
0

(z)
( ) , lim 0

z z





   وليكن (w)z التابع العكسي ل (z)w  

: نسمي التكامل:[2]1تعريف
1 ( )

(z) ,
2

f
S f d z

i z




 




 
 

S، ويسمى المؤثركوشي الشاذبتكامل  بمؤثر كوشي الشاذ. 
) بسوف نرمز (دالة غير سالبة و قابمة لممكاممة عمى )دالة وزن vلتكن:[3]2تعريف , )pL v لفضاء

:  والتي من أجمياالمقيسةعمىfوىو مجموعة الدوالالموزن عمى ليبيغ
1

( , )
(z) (z)p

p
p

L v
f f v dz





 
   
 
 

نعرف صف التوابع: 3تعريف
0

L ( )P بالشكل : 

 
0 0L ( ) (z),f (w) f( (w)) ( )P Pf L     

  : إنو منحني كارليسون إذا حقق الشرط الآتييقال عن المنحني:[4]4تعريف 

0

sup sup (t , )
t




   

حيث أن  t, ىو جزء المنحني الواقع داخل الدائرة المفتوحة التي مركزىا النقطةt ونصف

 أي قطرىا (t, ) , t       ،( t , ) تمثل طول ( , )t  
,1)لتكن :[5] 5تعريف  )p &(1, )q  نرمز ب ( )pA  لمجموعة كل توابع الوزن  
 : 0,v   التي تحقق الشرط الآتي   :

1 1

0
( ,r ) ( ,r )

1 1
supsup ( ( )) ( ( ))

p q
p q

t
z z

v d v d


   
 



 
 

   
    

   
   

  
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:حيث 
1 1

1
p q
  ، أسرة توابع الوزن ىذه تسمى أسرة توابع وزنماكينيوبت .

 :أسرة توابعيولدر:6تعريف 
: إذا حقق الشرط التالي أنو يحقق شرط ىولدرعمى المنحني f(z)نقول عن التابع

1 2 1 2 1 2(z ) f (z ) ; , zf K z z z


     0حيث أنK 0، ثابت 1 

)نرمز لأسرة جميع التوابع التي تحقق ىذا الشرط بالرمز )H   
 

: النتائج والمناقشة
)1 إذا كان  :1مبرىنة )f L 1و(z) ( )w H   بحيث  (z)A B  

(,A B 0فإن  (ثابتان موجبان 1( (w)) L ( )f f   ويكون
1 1

0( ) ( )

1
L L

f f
A 

 .

 :البرىان
)1لدينا  )f L  أي يحقق (z)f dz



  

w(z)بما أن   فإن (z)dzdw  
 وبالتالي يكون 

0 (w) ( (w))

( ) (z)

( )

f dw f dw

f z dz

B f z dz

 













 

 





 

0:ومنو ينتج أن  1( (w)) L ( )f f    

لبرىان أن 
1 1

0( ) ( )

1
L L

f f
A 

 

) ىو التابع العكسي ل(z)نلاحظ أن )w 1 فإن
(w)

(z)



 


 

A(z)فيكون  B  1 فإن 1
( )w

B A
   

: ومنو 

1

1

( )

0 0 0 ( )

(z) ( (w)) (w)

1 1
(w) (w) (w)

L

L

f f dz f dw

f dw f dw f
A A 

 

 





 

 

  

 

 
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: بالتالي

1 1
0( ) ( )

1
....................(1)

L L
f f

A 
 

 .f مع تكامل كوشي الشاذ لمتابع0fتناقش المبرىنة التالية علاقة تكامل كوشي الشاذ لمتابع 

)1من أجل ذلك سوف نفترض أن  )H  1 أي يحقق 2 1 2(z ) (z ) K z z    أو

 
1 2

1 2

(z ) (z )
0 K

z z

 
 


1حيث 2z z أي يوجد ثابت Lبحيث يتحقق : 

 
1 2

1 2

1 2

(z ) (z )
0 ,L K z z

z z

 
   

  

(z)1إذا كان  :2مبرىنة  ( )f L 1و(z) ( )w H  بحيث(z)A B  

فإن
1( )1( )

0 1 LL
S f k S f





 1حيث أن .k k B  ثابت 

 :البرىان
0Sلنبرىن  أولًا أن  f k S f  

0
0

0

0

(w)

( (w))
(z)

(z) (z )

f
S f dw

w w

f
dz










 










 

0z نضرب ونقسم عمى  z 0  بحيث أنz z   
 

0

0 0

0

0

0

(z)
(z)

(z) (z )

(z)

(z)

...(2)

z zf
dz

z z

B f
dz

L z z

f
k dz

z z

k S f S f k S f


 







 




 







  






 

: الآن
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1

1 11

0 0( )

1 0 1( ) ( )( )

(w)

( ) (z)

. (z)

....(3)

L

L LL

S f S f dw

k S f z dz

k B S f dz

k S f S f k S f

 




 







  







  





 

)1إذا كان : [4](1)مبرىنة مساعدة  )f L  فإن تكامل كوشي الشاذ S f يكون محدوداً أي يحقق 
:العلاقة 

1 1( ) ( )L L
S f c f  

 . 

فيما يمي سوف نثبت مبرىنة مشابية بالنسبة لصف التوابع 
0
( )pL  1 في حالةp  

إذا كان  :3مبرىنة 
01 ( )f L  1  و(z) ( )H   بحيث(z)A B  فإن المؤثر

S fيكون محدوداً في الفضاء 
01L أي يحقق العلاقة  :

1 10 0
2L L

S f k f  

 
 

 :البرىان 
من تعريف النظيمعمى الصف 

01L لدينا 
1 10

0( ) ( )L L
f f

 
  ومنو فإن إثبات ىذه المبرىنة  يتم 

 :بالشكل التالي 
: لدينا (3)من 

11
0 1 ( )( )

....(4)
LL

S f k S f   
 

: (1)وحسب المبرىنة المساعدة 

1 1( ) ( )
....(5)

L L
S f c f  

 

 :لدينا (1)من 

1( ) 1( )
0

1
....(6)

L L
f f

A 



 
 

ينتج أن  (6)&  (5)&  (4)من
11

0 2 0 ( )( ) LL
S f k f 

 

 أي
1 10 0

2L L
S f k f  1 حيث

2

.k c
k

A
 
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من أجل اثبات محدودية تكامل كوشي الشاذ بالنسبة لتوابع فضاء ليبيغ
0pL الموزنيمزمنا اثبات المبرىنة التالية :

A(z) و من أوزان ماكينيوبت عمى المنحنيvإذا كان :4مبرىنة  B  فإن 
(w) v( (w))v من أوزان ماكينيوبتعمى المنحني  .

 :وزن ماكينيوبتنبرىن  أنو  vحتى تكون:البرىان 
1 1

0
( , ) ( , )

1 1
supsup ( (w)) ( (w))

p q
p q

t
t t

v dw v dw
 

   
 



 

   
    

   
   

   

:    حيث  
1 1

( , ) : , & 1t t
p q

           

:  لدينا

1

1 1

0
( , ) ( , )

1

0
(t , ) (t , )

1 1
supsup ( (w)) ( (w))

1 1
supsup ( (z)) (z) ( (z) (z)

q

p q
p q

t
t t

p
p q

t

v dw v dw

v dz v dz

 
   


 

 

 
 



 



    

   
   
   
   

   
     

   
   

 

 

 

 

1 1

0
(t , ) (t , )

supsup ( (z)) ( (z)
p q

p q

t

B B
v dz v dz


 

 



    

   
    

   
   

  

1

1

0
(t , ) (t , )

1 1
supsup ( (z)) ( (z)

q

p
p q

t

B v dz v dz


 
 



    

   
    

   
   

  

)اذا كان :[6ٍ[(2)مبرىنة مساعدة  , ) (1 p )pf L v    تكامل كوشي الشاذعندئذS f

)فضاءمحدود  عمى  , )pL v1: أي يحقق العلاقة( ,v) ( ,v)p pL L
S f c f  

ذا وفقط إذا كانا ىو
 .وزن ماكينيوبتvمنحني كارلسونو

) اذا كان :5مبرىنة  , )pf L v  وكان 
1 1

(z)
B A

  فإن :

0(w) f( (w)) ( , v)pf L    3 و 0( ,v) ( ,v)p pL L
f k f




 
: البرىان

0 لنبرىن أولا أن  ( , v)pf L   
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)لدينا , v)pf L  أي أن:(z).v(z)
p

f dz


  

: لنأخذ

0 (w).v(w) ( (w)).v( (w))

( ).v( )) (z) ( ).v( ))

p p

p p

f dw f dw

f z z dz B f z z dz

 

 


 



   

 

 



 

0ما يعني أن  ( , v)pf L   

3لنبرىن فيما يمي أن  0( ,v) ( ,v)p pL L
f k f




 
1

( , )
(z) (z)

p

p
p

L v
f f v dz





 
 
 
 

1

1

0

1
1

3 0 3

3 0 ( , )

( (w)) ( (z)) (w)

1
( ) ( )

( ) ( ) ,

p

p
p

p
p

p
p p

L v

f v dw

f w v w dw
A

k f w v w dw k A

k f









  



 
  

 
 

 
 
 
 

 
  

 
 













 
 

:                                          أي أن 

3 0( , ) ( , )
....(7)

p pL v L v
f k f




 

 مع تكامل كوشي الشاذ 0fنثبت فيما يمي المبرىنة التالية التي تعطي علاقة بين تكامل كوشي الشاذ لمتابع 
 . في فضاء ليبيغالموزن fلمتابع 

) اذا كان :6مبرىنة  , )pf L v 1 و(z) ( )H   بحيث (z)A B فإن :

0 4 ( , )( , ) pp
L vL v

S f k S f   


 
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 :البرىان
0Sأن  (2)لدينا من المبرىنة  f k S f ومنو يكون  :

1

0 0( ,v)

1

0

(w) v(w)

(w) v( (w))

p

p
p

L

p
p

S f S f dw

S f dw

 








 
  
 
 

 
  
 
 








 

1

1

1

4

4 ( ,v)

( ) v( ) (z) dz

( ) v( ) dz

( ) v( ) dz

p

p
p p

p
p p

p
p

L

k S f z z

k
S f z z

B

k S f z z

k S f













 

 
 

 

 
 
 

 
  

 









 

: تحقق لدينا أن 

0 4 ( , )( , )
....(8)

pp
L vL v

S f k S f   


 

نصل فيما يمي إلى النتيجة الرئيسية في ىذا البحث  والتي تثبت محدودية تكامل كوشي الشاذ في الفضاء 

0pL الموزن. 
)إذا كان  :7مبرىنة  , )pf L v 1و(z) ( )H   بحيث(z)A B و ينتمي إلىأسرة 

0منحنيات كارلسونفإن  5 0 ( ,v)( ,v) pp
LL

S f k f 



:  وبالتالي

0 0
5( ,v) ( ,v)p pL L

S f k f  
 

 :البرىان
: تعتمد طريقة البرىان عمى أن

 :لدينا (8)من 

0 4 ( ,v)( ,v)
....(9)

pp
LL

S f k S f   


 
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: لدينا (2)ومن المبرىنة المساعدة 

1( ,v) ( ,v)
....(10)

p pL L
S f c f  

 

:لدينا  (7)من 
 

3 0( ,v) ( ,v)
...(11)

p pL L
f k f




 

0ينتج المطموب أي  أن  (11)&  (10)&  (9)من  5 0 ( ,v)( ,v) pp
LL

S f k f 



 

و عمى اعتبار أن 
0

( ,v) ( ,v)
. .

p pL L 


 ينتج لدينا أن :

0 0
5( ,v) ( ,v)p pL L

S f k f  
 

 
: الاستنتاجات والتوصيات 

توصمنا في ىذا البحث إلى مجموعة من النتائج التي تخص محدودية تكامل كوشي الشاذ لتوابع تنتمي إلى أسرة 
 .توابع متفرعة عن فضاء ليبيغ عمى أسرة منحنيات كارلسون

ونوصي يأن تتم ىذه الدراسة عمى أسر أخرى من التوابع مثل توابع أورليتش أو توابع موري عمى أسر منحنيات 
. أخرى مثل المنحنيات النظامية
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