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 ممخّص  

 
بإنشاء صف دالي جديد نرمز لو بـالرمز المتعمقة درسنا في ىذه المقالة إحدى مسائل التحميل الدالي

 0zHLp
ليبيغ دوال انطلاقاً من تعريف كلٍ من صف pLىولدر  وصف دوال Hعلاقات  ومن ثم درسنا

التداخل في ىذا الصف والعلاقة بين الصف الجديد وكمٍمن صفي دوال ليبيغ ودواليولدر، في النيايةندرستقريب صف 
. الدوال الجديد إلى دوال كسرية
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  ABSTRACT    

  

We study in this paper one of functional analysis problems, involved with 

construction a new class of functions, denoted by  0zHLp
 . The definition of the new 

class depends on definition of Lebesgueclass of functions and on the Holder class  H . 

We study the relation between the new class and  pL and approximation of the new class 

to rational functions. 
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 :مقدمة
: مايميبمن المعموم أن العناصر الرئيسية في مسائل نظرية تقريب الدوال ترتبط 

. (...أسرة دوال أورليتش- أسرة دوال ليبيغ )أسرة الدوال التي يتم تقريبيا- 1 
. (...دوالكسرية–كثيرات حدود )أسرة الدوال التي يتم التقريب إلييا - 2 
. (منحنيات مفتوحة– منحنيات مغمقة – مناطق )المجموعات التي يتم التقريب عمييا أسرة- 3 
. تقدير درجة التقريب أو تقدير الفروق بين الدوال المقربة والدوال الذي يتم التقريب إليو- 4 

 في بحثنا ىذا عمى البند الأول وىو أسرة الدوال التي يتم تقريبيا، فقمنا بتعريف صف دوال جديد لقد ركزنا
، مستوحى من تعريف صفي دوال ليبيغ وىولدر ودرسنا العلاقة بين الصف الجديد وكلًا من صفي دوال ىولدر وليبيغ

. وبالاستفادة من ذلك درسنا تقريب الصف الجديد إلى دوال كسرية
,,....في ىذا البحث أن الثوابت المستخدمة  اعتبرنا كما 21 cc جميعيا موجبة ومختمفة ولا تؤثر عمى دراسة

.  التقريب
 

: أىمية البحث وأىدافو
تنتمي إلييا الدالة  أىمية ىذا البحث من أىمية نظرية تقريب الدوال العقدية، فمن خلال معرفة الأسرة التي تأتي

. يمكننا إيجاد كثير حدود أو دالة كسريةقريبة منيا بدرجة كافية العقدية
: أما أىدف البحث فيي الوصول إلى النتائج الآتية

تعريف صف دوال جديدة- 1  0zHLp
. 

دراسة محدودية مؤثر كوشي الشاذ في الفضاء - 2  0zHLp
. 

دراسة العلاقة بين صف الدوال- 3  HLpو HLp10 حيث  . 
دراسة العلاقة بين صفي الدوال- 4  HLp و  HLq حيث  qp0. 
دراسة تقريب صف الدوال- 5  HLpعمى المنحنيات المغمقة  .
 

: طرائق البحث ومواده
يقع البحث ضمن اختصاص الرياضيات النظرية وبشكل خاص ضمن التحميل الدالي ونظرية تقريب الدوال، 

.  لذلك فالطرق المتبعة تعتمد بشكل أساسي عمى أدبيات نظرية تقريب الدوال العقدية
: تعاريف ومفاىيم أساسية

 :kمنحني [5 ]1تعريف 
21 إذا كان من أجل أي نقطتينk أنو منحني يقال عن منحني جوردان المحدود الطول , zz يوجد

),(21بحيث يتحققcثابت موجب 21 zzczzl حيث ),( 21 zzlيمثل طول جزء المنحني  الواصل بين النقطتين
21و zz 21يمثل طول الوتر الواصل بين النقطتين, zz .
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ليبيغ فضاء دوال[4 ]2تعريف pL , p1 :
 

، يرمز بالرمز C منحني جوردان في المستوي العقدي ليكن pLلأسرة جميع الدوال العقدية 
Cf :والمحققة لمشرط الآتي: 




dzzf
p

)( 

ويعرف النظيم في الفضاء  pLبالشكل الآتي  :
p

p

pL
dzzff

1

)(
)( 













 




 

: تكامل كوشي الشاذ [1 ]3تعريف 
: بالعلاقةعمى المنحنيzf)( يعرف تكامل كوشي الشاذ لمدالة




 


 tdt
tz

zf

i
fS ;

)(1
)(


 

)(ويرمز لو بالرمز fS .
[: 5] أسرة منحنيات ريس 4تعريف 

 أنو ينتمي إلى أسرة منحنيات ريس إذا ، يقال عن المنحنيC منحني جوردان في المستوي العقدي ليكن
من أجل دوال الأسرة، كان تكامل كوشي الشاذ محدوداً كمؤثر pLأي إذا كان ، :

)()(  
pL

C
pL

ffS 

 صف الدوال5تعريف  HLp :
تنتمي إلى صف الدوال أنياf نقول عن الدالة 0zHLp

حيث  p110و  إذا وجد ثابت
: بحيث يتحقق0cموجب


















000 ;)()(

1

zzzcdzzfzf
p

p  

تنتمي إلى صف الدوال أنياf ونقول عن الدالة HLpإذا كانت  0zHLf p
 ،لكل

0
z نعرف

عمى الصف 0zHLp
النظيم بالشكل الآتي  :

)(

1

)(
)()()()( 00 

















  pL

p
p

HpL
zfzfdzzfzff


 

 [5]نورد فيما يمي بعض الرموز والمصطمحات المستخدمة في البحث 
 ولنرمز بـC منحني جوردان في المستوي العقديليكن ( أ intGو  extG ، ولنفرض دون
لمدائرة الواحدية أي0 ولنرمز بـ G0بعمومية المسألة،أن المساس 1:0  wCw0 وبالرمزintD

0extDو  .
zw)(لنرمز بـ  ( ب لمدوال التي تنقل بشكل محافظ Dإلى Gوتحقق  :
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0
)(

lim,)( 
 z

z

z


 

 . لمدالة العكسية لمدالةولنرمز بـ
1)(لنرمز بـ  (ت zw لمدالة التي تنقل بشكل محافظ GإلىDوتحقق  :
0)(lim,)0(

101



zz

z
 
 لمدالة العكسية لمدالة1 ولنرمز بـ 

1. 
 

: النتائج والمناقشة
 نبين في المبرىنة الآتية أن صف الدوال HLpمحتوى في صف الدوال  HLpإذا كان

10   .
(:1)مبرىنة      HLHL pp10لكل  و p1 .
لنفرض أن: البرىان  HLf pولنبرىن أن   HLf p .
 بما أن  HLf p01 فإنو يوجد ثابت موجب cبحيث يتحقق  :

 0010 ;)()( zzzczfzf
pL

 

: ولدينا
10;00  


zzzz 

: وبالتالي نجد أن


01010)()( zzczzczfzf
pL

 

ومنو  HLf p.□ 
  في المبرىنة الآتية نبين أن صفالدوال HLqمحتوى في صف الدوال  HLpإذا كان 

 qp1 .
(:2)مبرىنة      HLHL pqحيث  qp110و  .
 لنفرض أن: البرىان  HLf qولنبرىن أن   HLf p .

:  بالاستفادة من العلاقة
 qpff

qLpL
1; 

وبما أن لكل  HLf q02يوجد ثابت موجب cبحيث يتحقق :
 0020 ;)()( zzzczfzf

qL

 

: نجد أن
 00200 ;)()()()( zzzczfzfzfzf

qLpL

 

أي أن  HLf p.□ 
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 نبين في المبرىنة الآتية أن صف الدوال HLqمحتوى في صف الدوال  HLp عندما 
 qp1 10 و   .

(:3)مبرىنة      HLHL pqحيث qp1 10 و   .
وجدنا أن (2)من المبرىنة : البرىان     HLHL pqلكل  qp1 10 و  ومن 

لدينا (1)المبرىنة      HLHL pp10 لكل  وبالتالي نجد أن  :
     HLHL pq. 

 نبين في المبرىنة الآتية أن صف الدوال HLpجزئي من صف دوال ليبيغ  pL .
إذا كانت: (4)مبرىنة   HLf pفإن   pLfلكل p110 و  .

: نقطة كيفية مثبتة عندئذ0zلتكن:  البرىان
)()()()(

)()()()()()()( 0000 


pLpLpLpL
zfzfzfzfzfzfzf 

وبما أن  HLf p3فإنو يوجد ثابت موجبcبحيث يتحقق :


 0030 ;)()(
)(

zzzczfzf
pL

 

: وبالتالي نجد أن














dzzfzzc

dzzfzzczfzzczf

p

p

pLpL

)(

)()()(

003

003003 )()(





 

منحني محدود الطول فإنوبما أن


)(mesdzومن كون
0

zنقطة مثبتة فإنMzf )( كما 0

وzيمثل طول الوتر الواصل بين النقطتين0zzأن
0

zفإنKzz  : ومنو نجد أن0



)()( 3)(

mesMKczf
p

pL

 

أي أن  pLf.□ 
الصف  نبين في المبرىنة الآتية أندوال HLpقابمة لممكاممة لوبيغياً عمى طول المنحني  .

إذا كان: (5)مبرىنة   HLf pفإن  1Lf .
:  البرىان

(1)


 dzzfdzzfzfdzzfzfzfdzzf )()()()()()()( 0000 

: وبالاستفادة من متراجحة منكوفسكي نجد أن

(2)
qp

dzdzzfzfdzzfzf
p

11

)()()()( 00 


























 



 

حيث qp 1 و 1,
11


qp
: نجد أن (2)و  (1)ومن العلاقتين 































 dzzfdzdzzfzfdzzf

qp
p

)()()()( 00

11
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منحني محدود الطول فإنوبما أن


)(mesdz ،بالتالي: 

  )()()()()()( 00

1

1














 



meszfmesdzzfzfdzzf q
p

p 

وبما أن  HLf pفإنو يوجد ثابت موجب 
4

cبحيث يتحقق :



040

1

)()( zzcdzzfzf
p

p


















 

: نجد أن
  



)()()()( 004

1
meszfmeszzcdzzf q

 

أي أن  1Lf.□ 
تنتمي إلى أسرة المنحنياتالمحاطة بمنحنيGدالة تحميمية في المنطقةfإذا كانت:[6]1مبرىنة مساعدة

kفإنو يوجد ثابتان موجبانAوBبحيث يتحقق :
(3                      )  GzGfEBnAzSzf nn  ;),(ln)()( 2 

. fىي مجاميع فابير لمدالةnSحيث أن
إذا كانت: [3 ]2مبرىنة مساعدة   1Lfفإن لتكامل نوع كوشي قيمتان حدوديتان من جيتي المنحني ، 

نرمز ليما بـ ff GGتحميميتان في, ,وترتبطان مع الدالة، عمى الترتيبf من خلال علاقات سوخوتسكي 
: الآتية

)4(..........)(
2

1
)()(

)(
2

1
)()(































fff

zfzfSzf

zfzfSzf

 

 ندرس في المبرىنة الآتية تقريب دوال الصف الجديد 0zHLp
إلى دوال كسرية. 

نقطة مثبتة و0zوkمنحني ينتمي إلى أسرة منحنيات ليكن(:6)مبرىنة  0zHLf p
 ، عندئذ

: بحيث يتحققBوA موجبانانوثابتzRn)(يوجد دالة كسريةNnفإنو من أجل أي عدد طبيعي
  )(ln)()( 2 fEBnAzRzf R

nn  
وجدنا أن كل دالة من الصف  (5) من المبرىنة : البرىان 0zHLp

أي تنتمي إلى الفضاء،  قابمة لممكاممة
 1L ، فإنو يوجد دالتان (2)وبالاستفادة من المبرىنة المساعدةfوf تحميميتان فيداخل وخارج 

: بالعلاقةfوترتبطان مع الدالة الترتيب، عمىالمنحني 
)()()( zfzfzf   

: وذلك وفق الآتي،داخل وخارج المنحنيf وfيكفي تقريب الدالتانfبالتالي من أجل تقريب الدالة
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حيث نجد بالاستفادة من المبرىنة ، المحاطة بالمنحنيGالتحميمية في المنطقةfنقوم بتقريب الدالة: أوولاً  
: المتراجحة بحيث تتحقق1Bو1Aأنو يوجد ثابتان موجبان (1)المساعدة 
(5                    )  ......),(ln)()( 11

2 GfEBnAzSzf nn
  

nحيث
nPnp

n PfGfE  


min),( تأخذ الشكل الآتي (5) وبالتالي العلاقة :

(6      )  ......,minln)()( 11

2
n

nPnp
n PfBnAzSzf 


 

zf)(تقريب الدالة:  انيالاً   التحميمية خارج المنحني ،من أجل ذلك نجري التحويل
z

w
1

 الذي ينقل المنطقة
Gإلى منطقة G

محاطة بالمنحني~
zf)(كما أن الدالة (صورة المنحني)~ ةالتحميمي ستنتقل إلى الدالة









 

z
fwf

1
)(

Gفي المنطقة~
2Bو2Aفإنو يوجد ثابتان موجبان (1)كذلك بالاستفادة من المبرىنة المساعدة ، ~

: بحيث يتحقق
(7                  )  ......)

~
,

~
(ln)(

~
)(

~
2

2
2

  GfEBnAwSwf nn 
 :وبالاستفادة من العلاقةzوبالعودة إلى المتحول

  







 

 z
PzfwPwfGfE n

nPnp
n

nPnp
n

1~
)(min)(

~
)(

~
min

~
,

~ 

: تأخذ الشكل الآتي (7)فإن العلاقة 

(8           )  ......
1~

)(minln
1~

)( 2
2

2 
















 

 z
PzfBnA

z
Szf n

nPnp
n 

وبوضع (8)و  (6)من العلاقتين 









z
SzSzR nnn

1~
و )()(









 

 z
PzfzPzffE n

nPnp
n

R
n

1
)(min)()(min)( 

 :نجد أن

  











































 z
PzfBnAPfBnA

z
SzfzSzf

z
SzSzfzfzRzf

n
nPnp

n
nPnp

nn

nnn

1~
)(min)ln(minln

1~
)()()(

1~
)()()()()(

221
2

1
2

 

)()ln( 2 fEBnA R
n 

حيث 21 ,max AAAو 21 ,max BBB  .
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اوستنتاجات والتوصيات  
 توصمنا في ىذه المقالة إلى مجموعة من النتائج التي تخص تعريف صف جديد من الدوالودراسة بعض

العلاقات الرئيسية في ىذا الصف وبشكل خاص فقد درسنا علاقة ىذا الصف بصف دوال ليبيغ كما أننا درسنا تقريب 
. دوال ىذه الأسرة إلى دوال كسرية

 ونوصي بتعريف صفوفدالية جديدة يمكن بشكل أو بآخر أن تعتبر تعميماً لصفوف شييرة مثل صفوف ليبيغ 
. وصفوف ىولدر وصفوف سميرنوف ومن الميم إجراء دراسة حول خواص وتقريب الدوال في ىذه الصفوف
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