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  ABSTRACT    

 

In this paper we study some basic properties of the Moreau-Yosida function with two 

variables , and generalize the results of related to study of the convergence for sequence of 

convex-concave functions and the sequence of Moreau-Yosida function corresponding , 

and the basic theorem that we proved is : for any  sequence of convex-concave functions , 

if they are convergent of the Moreau-Yosida distance then the sequence of Moreau-Yosida 

function corresponding will be convergent to the concept of Mosco-epi/hypo graph 

convergence . 
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 ملخّص  

 
ئج قمنا في هذا البحث بدراسة بعضاً من الخواص الأساسية لدالة موروـــــ يوشيدا بمتحولين ، وتعميم بعض النتا

المتعلقة بدراسة التقارب لمتتالية من الدوال المحدبة ـــــــ المقعرة و متتالية دوال موروـــــ يوشيدا الموافقة لها ، والمبرهنة 
الأساسية التي حصلنا عليها إنه من أجل أي متتالية من الدوال المحدبة ـــــ المقعرة إذا كانت متقاربة بالنسبة لمسافة 

 ، فإن متتالية دوال موروـــــ يوشيدا الموافقة لها تكون متقاربة وفق مفهوم موسكو ـــــ فوق/تحت البيان .موروـــــ يوشيدا 
 
 

، الدوال القرينية ، موسكو مورو ــــ يوشيدا فوق البيان، مسائل أمثلية ، دالة محدبة ــــ مقعرة ، مسافةالكلمات المفتاحية : 
 فوق/تحت البيان
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 : مقدمة
 باستخدام مفهوم فوق البيان :القيم الصغرى نظرية مسائل  أهمية كبيرة في دراسة التحليل فوق البياني يلعب

{( , ) / ( ) }epif x r X R f x r    
سائل نظرية القيم العظمى باستخدام مفهوم م أهمية في دراسة التحليل تحت البياني بشكل مناظر ويلعب كما

 تحت البيان :
{( , ) / ( ) }hypo f x r X R f x r    

نظرية القيم الصغرى/ العظمى مسائل / تحت البياني ليشمل كلا التحليلين و يعالج ثم ظهر التحليل فوق  ومن
البياني ،  - البياني ، التكامل فوق/تحت -مما أدى إلى خلق مفاهيم جديدة مثل التقارب فوق/تحت لدوال بمتحولين

 .. الخلبياني ...ا -وق/تحتالبياني ، الضرب ف -البياني ، الجمع فوق/تحت -المشتق فوق/تحت
موروــــ  ( وسميت مسافةمورو ــــ يوشيدا وقد عرف أتوش و ويتس مسافة تعتمد على الدوال المنظمة ) دالة

 ،يوشيدا
ـــ يوشيدافي هذا البحث سندرس بعضا من الخواص الأساسية لدالة  سندرس العلاقة بين مفهوم بمتحولين و  موروـ

وتتم المقارنة مع  ،ت البيانيتحالتقارب وفق مفهوم موسكو فوق/بمتحولين و موروــــ يوشيداال دو التقارب البسيط لمتتالية 
والتي تمت دراستها من قبل العديد من  التقارب لمتتالية دوال موروـــ يوشيدا بالنسبة لمفهوم مسافة موروـــ يوشيدا

 [ 1,3,13,16 ]الرياضيين
 

 ده :طرائق البحث وموا
التي و  لبيانيا -التحليل فوق/تحتل فوق البياني و التي تتعلق بالتحلي ف والمفاهيم الأساسيةنعطي بعض التعاري

نستخدم بعض طرائق التقارب لمتتالية التوابع كالتقارب وفق مفهوم موسكو ومفهوم و تساعدنا في عرض الموضوع ، 
 مسافة موروـــ يوشيدا

 
 أهمية البحث وأهدافه:

، حيث موروــــ يوشيدا دالةالمقعرة  و سندرس بشكل خاص  -لمحدبةالدوال اتقارب  يهدف البحث إلى دراسة
بمتحولين ودراسة  موروــــ يوشيداعلى دالة  بمتحول واحد موروــــ يوشيداسنقوم بتعميم بعض الخواص الأساسية لدالة 

 موروــــ يوشيداتقارب الدوال مستخدمين مفهوم موسكو فوق/تحت البياني ومفهوم مسافة 
 [ 1,4,9,17 ]:في التحليل المحدب تعاريف ومفاهيم أساسية1- 
 .Rتأخذ قيمها في و X دالة معرفة على الفضاء الخطي المنظم fلتكن
 ل عن يقا C X نَّها مجموعة محدبة إذا تحقق الشرط التالي :إ 

   , , 0,1 ; 1x y C x y C         
 ل عنيقا f نَّها دالة محدبة إذا تحقق الشرط التالي :إ

          , , 0,1 ; 1 1          (1)x y C f x y f x f y             
فاً .  بحيث يكون الطرف الأيمن معرَّ
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 نَّ الدالةأ يبرهن f كانت وفقط إذا محدبة إذا epif فضاء الجداء الديكارتي  مجموعة محدبة فيX R، 
 وفقط إذاإذا  دالة نوعية fأنَّ ، و  مغلقة epifمجموعة  وفقط إذا كانتإذا  ىنصف مستمرة من الأدندالة  f أنَّ و 

domf خالية أو إذا كان المجال الفعلي مجموعة غير epif كانت  : حيث  
  |dom f x X f x    

 ال إن يقf  دالة مقعرة إذا وفقط إذا كانت f محدبة . 
 على والنوعية رمز لمجموعة الدوال المحدبة والنصف مستمرة من الأدنىت X  بالرمز  X . 
 للدالة الدالة المرافقة تعرَّف f : بالعلاقة 

      * * sup , 2
x X

f x x x f x



    

.,.حيث   الثنا الخطية لعناصر الفضاء  هيX  و مرافقهX  
 . محدبة أو ليست محدبة f محدبة سواء كانتهي دوما دالة  f*دالةال إن
  إذا كانت الدالةf التفاضل الجزئي  قابلة للتفاضل فإنf  في النقطةXx 0

 قة :بالعلا يعطى 
      XxxxxxfxfXxxf   ,,/ 000 

 تعرف  دالة تقريب مورو ــ يوشيداf ذو الدليل  للدالةf 0حيث بالعلاقة التالية 

3))                  
21

inf
2u X

f x f u x u


 
   

 
 

كانت  إذاانه  [1]في  Attouch وقد برهن رو ــــ يوشيدا دورا هاما في دراسة مسائل الأمثلياتحيث تلعب دالة مو 
من fالدالة  x  فإنf كون تقريب دالة مستمرة و قابلة للاشتقاق  ودالة ليبشز و ذات قيم منتهية و مشتقها ي

fAللمؤثر المطرد الأعظمي Aشيدايو   و يكون    ff  
 فوق البيان :  -تقارب موسكو 

الدوال  لتكن فضاء باناخ انعكاسي و Xليكن NnRXffn  من ,:, X . المتتالية  نقول إن
 

Nnnf 
 إذا تحقق الشرطان :فوق البيان  -وفق مفهوم موسكو fتتقارب نحو الدالة  

   nn
n

xfxf inflim:  xx
w

n
n ;  

Nnnx


 i 

   : limsup n n
n

f f  
s

n
n ;  

Nnn 
  ii 

n    :      ونكتب
n

fepiMoscof lim أوff M

n  
sحيث w التبولوجيا )الضعيفة( القوية المعرفة علىX 
 ــ يوشيدا على دوال بمتحول واحد :افة موروـمس 
و كانت  اً منظم اً خطي فضاءً  Xإذا كان   RXgf :,على  معرفتين دالتينX  وتأخذ قيمها فيR

 :بالعلاقة  gو  fبين الدالتين  تعرف دالة مسافة مورو ــــ يوشيدا 0و  0عندئذ من أجل 
     xgxfgfd

x



 



sup,, 

 
 



 Sciences Series .Tishreen University Journal. Bas   2016( 3) العدد( 38) العلوم الأساسية المجلد  مجلة جامعة تشرين

165 

  [6]:1.1مبرهنة
، ولتكن  فضاء باناخ انعكاسي Xليكن NnRXff n  عندئذ من  دبة ، مغلقة و نوعيةمحدوال ,:,

، إذا كان  0و كل  0أجل   0,lim , 


ffd n

n
  فإنff Mn  

 [2,5,6,8,12,14,15 ] أساسية في التحليل المحدب ــــ المقعر : تعاريف ومفاهيم2 - 
RYXLلتكن  :  دالة معرفة علىYX   وتأخذ قيمها فيR 

 عن الدالة  يقالL إنها دالة محدبة ــــ مقعرة إذا كانت محدبة بالنسبة للمتحول الأول و مقعرة بالنسبة إلى
 المتحول الثاني

 ( تعرف الدالة القرينة المحدبةparent convex ) LFللدالة L  حيث *:LF X Y R  : بالعلاقة 
    * *, sup , , (4)L

y Y

F x y L x y y y


  

 ( تعرف الدالة القرينة المقعرةparent concave ) 
LG  للدالةL حيث *:LG X Y R   : بالعلاقة 

    * *, inf , , (5)L
x X

G x y L x y x x


  
 ل عن الدالة يقاL و    أنَّها مغلقة إذا كان*

L LF G  حيث* *,G Fعلى  نهما الدالتان المرافقتان للدالتي
 . الترتيب، ونقول عن دالتين أنهما متكافئتان إذا كان لهما الدوال القرينة نفسها

  يعرف صف التكافؤ لدالة محدبة ـــ مقعرةL (  نرمز له بـــ LL,)  بأنه مجموعة الدوال المحصورة بينL 
 حيث :  Lو 

6)     )           

 

yyyxGyxL
Xx

,,sup, 

        (7)                                   

 
yyyxFyxL

Yy
,,inf,     

صفوف التكافؤ لدوال محدبة ـــــ مقعرة  أنه يوجد تقابل واحد لواحد بين مجموعة [17]روكافولاروقد برهن من قبل 
 LL,  والدوال المحدبة المغلقة  YX . 

 : تقارب موسكو ـــ فوق / تحت ـــ البيان 
فضائي باناخ انعكاسيين و لتكن  Yو Xليكن  NnRYXLLn  متتالية من الدوال المحدبة ــــ  ,:,

نقول عن المتتالية المقعرة ،  
NnnL


إذا تحقق Lالبيان نحو الدالة  - فوق/تحت –إنها تتقارب وفق موسكو  

 الشرطان :

        i   , , ,  :  limsup , ,       8w s

n n n n n
n n n

x y X Y y y x x L x y L x y       

 

      ii    , , ,  :  liminf , ,       (9)w s

n n n n n
n n n

x y X Y x x y y L x y L x y       

 
sحيث w)المعرفة على  القوية التبولوجيا )الضعيفةYX  

nونكتب 
n

LhypoepiMoscoL lim/   ًأو اختصاراLL heM

n    / 
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 : لتكن دالة تقريب مورو ـــ يوشيداRYXL : تقريب موروــــ  دالة دالة محدبة ــــ مقعرة ، عندئذ تعرف
YXRLلدالة  0  ،0يوشيدا ذات الدليلين   (  يرمز لها بــ ,L) بالعلاقة : 

      
2 2

,

1 1
, : inf sup , , ,    10

2 2u v

L x y L u v x u y v u X v Y 
 

      

 
X حيث    Y

R
 المقعرة المعرفة على دبة ــــلمجموعة الدوال المحترمزX Y وتأخذ قيمها فيR 

وهذه المسألة تقبل نقطة سرجية وحيدة حلا لها و يرمز لها بــ   ,, , yx ف بالعلاقة :و تتص 

 




,,

,,
,, yxL

yyxx








 


 

ويعطى المشتق من المرتبة الأولى للدالة  ,L بالعلاقة : 

   , ,

, , ,    11
x x y y

L x y
   

 
 

  
   

 
 

 ويعطى بالعلاقة : Lفاضل الجزئي للدالة بأنه الت Lحيث يعرف 
      uxLuxLuxL ,,:, 21  

kAيوشيدا -و يعرف مؤثر تقريب مورو  بالعلاقة : ,
                                                        

                                   
   , , ,      12k

y yx x
A x y


 

 

 
  
  

  يعرف المؤثر التفاضليLA المرتبط بـL بالعلاقة : 
      yxLyxLyxAL ,,:, 21  

حيث  yxL ,1  التفاضل الجزئي للدالةL بالنسبة للمتحول الأول 
و   yxL ,2   التفاضل الجزئي للدالةL بالنسبة للمتحول الثاني 

 ات التالية محققةالتكافؤ  و مؤثر مطرد أعظميا LAمحدبة ــــ مقعرة فإن  Lإنه إذا كانت  [17]و برهن في 
       vxFyuyxLvu  ,,,, 
       vxFyuyxAvu K ,,,,  

 : مسافة مورو ـــ يوشيدا على دوال بمتحولين 
تكنل RYXKL :, 0عندئذ من أجل  دالتين محدبتين ــــ مقعرتين مغلقتين و نوعيتين  ،

0  0و  تعطى  دالة مسافة موروـــــ يوشيدا بين الدالتينL  وK بالعلاقة 
     yxLyxKLKd

y

x

,,sup, ,,,, 




 




 

و يقال عن متتالية الدوال 
nK حو الدالة إنها متقاربة نK  وفق هذه المسافة إذا كانت 

0   ،0,    0,,,  
nn KKd  

المتصاعدة دالة لاغرانج التربيعية تعرفو    RYXL : للدالةL : بالعلاقة الآتية 

13)                    )   

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
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
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
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


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 [5]:2.1مبرهنة
YXليكن  ولتكن  فضائين خطيين منظمين, RYXLLn  :,مقعرةمتتالية من الدوال المحدبة ـــــ ال 

FFولتكن المغلقة و النوعية  n LLnين الدوال القرينة المحدبة للدالت ,  على الترتيب ، عندئذ يوجد تكافؤ بين مايلي : ,
FF Mn  i 
LL heMn    /  ii  

     yLyL Mn .,.,  iii 
 

 النتائج والمناقشة :
  : 3.1مبرهنة 

RYXKمنظمين و لتكن  خطيين فضائينY و Xليكن      : بمتحولين و لنفرض أنه  دالة نوعية
يوجد   YXvu 00 ,    ،00   11و   بحيث يكون 

   
2

0 0 0 1,. .     14K u v    
   

2

0 0 0 1., .     15K v u     

من أجل كل  عندئذ 
04

1
0


       و

04

1
0


 : لدينا 

1-  ,K ذات قيم منتهية 
2-  ,K أي أن يحقق شرط ليبشز ، 

     212122,11, ,, yyxxCyxKyxK   
 . ثابت يعطى من خلال البرهان Cحيث 

 :  البرهان
حسب تعريف -1 ,K  نكتب  ((10في العلاقة 

                                         

   











22

,
2

1

2

1
,supinf, vyuxvuKyxK

yvXu 
                                    

 











22
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2

1

2

1
,sup vyuxvuK

yv 

2 2 2

0 0 0 1

1 1
sup

2 2v Y

v v x u y v 
 

 
       

 
   

و باستخدام المتراجحة 2 2 2

0 0

1

2
v v v y y v     : نجد أن 

  1

22

0

2

0
020

,
2

1

2

1

22
sup, 




 












vyuxvyyvyxK
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و باعتبار أن 
04

1
0


   نحصل على 
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  1
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0
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0
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22
sup, 






 



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

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2 20

, 0 0 1

1
,     16

2 2
K x y x u y v 





     

و من جهة أخرى و من أجل كل 
04

1
0


   نبرهن على أن 

   
2 20

, 0 0 1

1
,    17

2 2
K x y y v x u 





      

نجد أن  (17)( و (16من  ,K . ذات قيم منتهية 
 
سنبرهن في البداية أن التطبيق  -2 yxKy ,, موضعيا ، من أجل ذلك نختار كل  ليبشز يحقق شرط

يكون ذات قيم صغيرة جدا بحيث  و من .,.,K  ذات قيم منتهية ليكنYy 0و  عندئذ يوجد
 xvv ,,   بحيث يكون 

   

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








22
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18)                                                           )    yxK ,,      
و من أجل  (18)و  (17)من العلاقتين 

0uu   نحصل على 

   
2 2 2 20

0 0 0 0 1

1 1 1
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K u v x u y v y v x u 
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و بما أن           1

2

00 .,.   vuK    نجد أن 

 
2 2 2 2 20

0 0 1 0 0 0 1

1 1 1
      20

2 2 2 2
v v x u y v y v x u 


   

  
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و باستخدام المتراجحة الصحيحة  2

0

22
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1
vyyvvv    نجد أن : 
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 :بالشكل (20و تصبح العلاقة )
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           

       
 

1yyي صحيحة من أجل كل فه yصحيحة من أجل كل  (18)و بما أن العلاقة    2وyy  و منه
 نستطيع أن نكتب 

    2

2

2

2

2

1

2

1,
2

1

2

1

2

1

2

1
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  




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2

1

2

22,
2

1

2
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, 


 vyvyyxK 

2نستخدم خاصية التحدب للدالة 

2

1
tt علىR جحة التدرج الجزئي نحصل على، وحسب مترا 

    21221

2

2

2

221
2

1

2

1
yyvyyyvyvyyy   

 ومنه 

        , 2 , 1 1 2 2 1 2

1
, ,     22K x y K x y y y y v y y    


       

 نحصل على 0و بجعل  (22)في (21)و بتعويض 
     

2

1

, 2 , 1 2 1, , .     23yK x y K x y C y y       
 حيث 
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










































2

1

2

0

0

02

0

0

0
1

0

21
1

1

1
2

1

2
2

vyuxyyCy












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 

12بــ ثابت يتعلق فقط yy  ،0ux   ،  ،  ،1  ،
0  ،02 vy  

راجحة من نفس الشكل نحصل على مت1yكان العنصر يأخذ م2yوالعنصر2yتأخذ دور 1yبجعل  الآن و -
مع ثابت  (22) للمتراجحة

1yC  و بأخذ 
21

,max1 yy CCC  نحصل على المتراجحة التالية ، 

(24)     1211,2,

1
,, yyCyxKyxK 


 

و بطريقة مشابهة نبرهن أن التطبيق  (16)و  (15)باستخدام العلاقتين  yxKx ,,  ليبشز يحقق شرط
 موضعي ونحصل على المتراجحة التالية

     , 2 , 1 2 2 1
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حيث           
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 























































2

1

2

0

0

02

0

0

0
1

0

21
1

1

1
2

1

2
2

uxvyxxCx















 

و 
1xC  ثابت متطابق مع

2xC ،  نحصل على المتراجحة (24)و   (23)و باستخدام العلاقتين 
           22,21,21,11,22,11, ,,,,,, yxKyxKyxKyxKyxKyxK   

                                                  xxxyyC  121 

حيث 

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

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max 21 CC
C وهو المطلوب■ 

المحدبة  م موسكو فوق/تحت البيان لمتتالية من الدوالسندرس في المبرهنة الآتية العلاقة بين التقارب وفق مفهو 
  و بين التقارب البسيط لمتتالية دوال موروــ يوشيدا الموافقة لها ــــ المقعرة 
 

 : 3.2مبرهنة
و لتكن  خطيين منظمين نفضائيYو Xليكن    RYXKK n :, مغلقة دبة ــــ مقعرة دوال مح

 يوجد تكافؤ بين ما يلي : 0و  0، عندئذ من أجل كل ونوعية 
KK heMn    / i 
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 : البرهان
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nL ،L 

 :بالشكل
    22

2

1

2

1
,, yvxuvuKyxL 


 

    22

2

1

2

1
,, yvxuvuKyxL n

n 


 

LLنبرهن أن س heM

n     ، ومن أجل البرهان نتحقق من الشرطين : /
( من أجل 1  YXyx ,  ومن أجلyy w xxيوجد  , s ون بحيث يك ,

   yxLyxLn
n

,,suplim ,, 


 
( من أجل      2  YXyx ,  و من أجل كلxx s yyيوجد  , w بحيث يكون  ,

   yxLyxLn
n

,,inflim ,, 


 
 نتحقق من الشرط الأول : الآن

   
2

,

2

,
2

1

2

1
,, vyuxvuKyxL n

n  


 



 Sciences Series .Tishreen University Journal. Bas   2016( 3) العدد( 38) العلوم الأساسية المجلد  مجلة جامعة تشرين

171 

بأخذ 
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  
        

 
                            

 
2 2

,

1 1
inf , sup ,

2 2

n

y v

F u y y v y v x u 
 

 
  

         
  

                      

z,بفرض  y v   وبجعل  وux   ( نجد 2العلاقة )باستخدام 

 
2

,inf , ,
2

n

y
F x y y y y 




   
     

 
                             

 نحصل على : nأخذ النهاية عندما  و 0وبجعل 
 

    

    

,lim sup , lim inf , ,

                              inf lim , , ,

n

n
n n

n

n

L x y F x y y y

F x y y y L x y

 

 

 

 



   

    
 

yyوهذه العلاقة صحيحة من أجل كل  w :,ومن أجل  , sx x x   : أي أن 
   , ,limsup , ,n

n
L x y L x y   


 

 لنتحقق من الشرط الثاني : الآنو 
xxمن أجل كل  s بأخذ ,

u
inf ةلطرفي العلاق

    22

,,
2

1

2

1
,, vyuxvuKyxL n

n 



 

 نحصل على 

   









22

,,
2

1

2

1
,inf,inf vyuxvuKyxL n

u
n

u 


                       
  22

,
2

1

2

1
,inf vyuxvuK n

u













                         
                  

                        
  22

,
2

1

2

1
,inf vyuxvuK

n

u













 

  
2 2

,

1 1
inf sup , ,

2 2

n

u
x

G x v x x x u y v 
 

  
        

 
          

 
2 2

,

1 1
sup , inf ,

2 2

n

u
x

G x v x x x u y v 
 

   
         

  
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uxzبفرض    vyو بجعل  ,   ( نحصل على 2)وباستخدام العلاقة: 

                            
2

,sup , ,
2

n

x

G x v x x x 





   
     

 
 

 nوبأخذ النهاية عندما  0وبجعل 
    

    

, ,

, ,

lim inf , lim sup , ,

                             sup , , ,

n

n
n n

L x y G x y x x

G x y x x L x y

   

   

 

 

 

   

    
 

,وهذه العلاقة صحيحة من أجل كل 

sx x    ومن أجل,: wy y y   ي أن أ
 

   , ,lim inf , ,n
n

L x y L x y   


 
LLوشرطا التقارب محققان أي أن  heM

n    ، وبما أن تقارب موسكو فوق/تحت البيان محقق و من  /
نجد أن النقطة  [5] 2.5النظرية   ,, , yx  متقاربة الى النقطة yx, للدالة  والتي تشكل نقطة سرجية وحيدةL 

عندئذ من أجل  nnn LLL , و LLL ,  نجد أن   , ,, ,n n
L x y L x y    

  وذلك من
,أجل كل 

sx x    و,: wy y y   
 أي  أن

   








 

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





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2

1

2

1
,

2

1

2

1
, vyuxvuKvyuxvuK

n

n


 

وبأخذ 
vu

supinf  أن لطرفي النهاية السابقة نجد   , , ,, lim ,n

n
K x y K x y     


 

ii  i 
                    لنضع                     yuKu nn , 

       yuKu , 
 نجد أن  2.1 نةمن المبره

     yKyK MnMn .,.,  

   

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






2
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1
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  

 بالشكل : nKتكون دالة لاغرانج التربيعية للدالة  ((13وحسب العلاقة 
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                                                                    yxK n ,,        
 ■نحصل على المطلوب   nو بجعل  
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 : 3.3مبرهنة
YXليكن  منظمين و لتكن فضائين خطيين , nnn LLL ,  و LLL , دوال محدبة ــــ مقعرة و نوعية ،

FFولتكن  n LLnالدوال القرينة المحدبة للدالتين  ,  على الترتيب ، ,
10عندئذ من أجل    ،




1
  0و 

                                     فإن :     LLdFFd nn ,, ,,,   
 البرهان :

لتكن     ,L،nL   ,الترتيب ، بالدليلين على  L،nLدوال موروــــ يوشيدا للدالتين   ,
الدوال القرينة المحدبة للدالتين  F،nFو ,L ،nL   على الترتيب,

    YvXuvyuxvuLyxL
vu

 ,,
2

1

2

1
,supinf:,
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2
,, yyxFyxL


  

لنأخذ دالة مسافة موروـــ يوشيدا ,,d بين الدالتين المحدبتين المقعرتينL،nL : وباعتبار أن                     
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                FFd n ,, 

  3.4 :مبرهنة
لتكن     RYXKK n :,  0عندئذٍ من أجل ، دوال محدبة ــــ مقعرة مغلقة ونوعية   ،




1
 و

0 
إذا كانت  , ,lim , 0n

n
d K K  


  فإن المتتالية ،  , 0,0

nK

n

A  محدودة 
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  البرهان :
نعلم أن  3.3من المبرهنة      , , ,, ,n nd F F d K K      أن حيثFF n الدوال القرينة المحدبة  ,

nK,للدالتين  K  على الترتيب و     , , sup ,0 ,0n n

x

d F F F x F x   


  

( نكتب المؤثر(13( و (12من العلاقتين  , 0,0
nKA بالشكل : 
      , 1 , 2 ,0,0 0,0 , 0,0

nK n nA K K        
nKالدالة القرينة المحدبة للدالة  nFبما أن    : عندئذٍ  ,

 
          1 20,0 0,0 , 0,0

nK n nA K K



 

    

        1 2     0,0 0,0 , 0,0         26
nF n nA F F

    

     1 0,0 , ,0 0,0n n nF x F x F     
xباعتبار  X 1وx   ومن أجلn N  ينتج أن 

     ,1,0 , ,0n nF x d F F F x    
     ,10,0 , 0,0n nF d F F F     

       1 ,1 0,0 , 2 , ,0 0,0n nF x d F F F x F        
Fأن بما  

0Cليبشز مستمرة على مجموعات محدودة عندئذٍ يوجد ثابت   حيث , ,1C C x   يحقق: 
   1 ,10,0 , 2 ,n nF x d F F C    

1xو باعتبار   فإن    :              1 ,10,0 2 ,n nF d F F C    
من الفرض وبما أن   , ,lim , 0n

n
d K K  


 فإن ,1 , 0n

n
d F F 

  0من أجل كل 
وينتج لدينا أن   1 0,0  ,  n Nn

n
F    محدودة  ، وبنفس الشكل نجد أن

  2 0,0  ,  n Nn

n
F    ًمحدودة أيضا 

المؤثر ةيمحدود ((26 نستنتج من العلاقة  0,0
nF

n

A ،بما أنnF  الدالة القرينة المحدبة للدالةnK  , 

 :عندئذٍ 

   
 

   ,

, 0,0 0,0 0,0 0,0
nn nn KK FKA A A A



  

     
 ■وبأخذ النظيم نحصل على المطلوب  

 3.5 : مبرهنة
و لتكن فضائي باناخ انعكاسيين Yو Xليكن     RYXKK n  :,  دوال محدبة ــــ مقعرة مغلقة و

KKإذا كانت  نوعية heMn    nKيكون كلًا من  0و  0من أجل كل فإنه /  و  , ,K ليبشز مستمرة
YXعلى مجموعات محدودة في   
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 البرهان:  
يكفي أن نبرهن أن الأسرة      NnK n ,, ليبشز مستمرة على مجموعات محدودة ، و لبرهان ذلك نبرهن

   (27)أن الأسرة  NnK n  ,, في  محدودة على مجموعات محدودةYX  
ليكن   YXyx ,  ٍعندئذ 
28)      )       0,00,0,, ,.,,

nnnn KKyxKyxK   

من العلاقتين :  
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

 
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



 
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

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


yyxx
yxAk ,,,

 

بما أن  yxAk ,, هي
  ,inf

 [5]ليبشز1

: عندئذ ينتج من ذلك أن   
 

 yxKyxK nn ,
,inf

1
0,0, .,


  

و               0,00,0 ,.

nKn AK   ( نحصل على المتراجحة : 28بالتعويض في العلاقة ) و 

 
 

 
   . ,

,
, 0,0    29

inf ,

nn K
x y

K x y A   
 

   

وبما أن  3.4ومن المبرهنة  , 0,0
nKA   محدودة عندئذ نحصل على المطلوب■ 

  3.6 :مبرهنة
,فضائين خطيين منظمين ولتكن Yو Xليكن 

nnnK K K 
  

K,و   K K  
دوال محدبة ــــ مقعرة  

FF، ولتكن  مغلقة، نوعية و  n nK,الدوال القرينة المحدبة والنوعية للدوال  , K. على الترتيب 
10عندئذٍ من أجل     و




1
  ،0 

إذا كانت       , ,lim , 0n

n
d K K  


           فإن/

, ,

M e hnK K   

 
K,حيث    ،,

nK    دوال موروــــ يوشيدا للدالتين K،nK  على الترتيب ، بالدليلين ,    
 البرهان :

FFإنه إذا كانت  1.1نعلم من المبرهنة      n دوال محدبة و ,  0,lim , FFd n

n
 فإنFF Mn 

بما أن و3.4  هنةبالاستفادة من المبر    , , ,, ,n nd K K d F F     
 نجد أن : nعندئذٍ بأخذ نهاية طرفي العلاقة السابقة عندما 

                                   
  0,lim , 


FFd n

n
  وFF Mn  

ــــ مقعرة يكافئ تقارب موسكو فوق البياني للدوال  البيان لدوال محدبة –فوق/تحت  -وبما أن تقارب موسكو
M/القرينة المحدبة لها ، نجد أن  e h

nK K 
K,لدالتينبما أن كلًا من ا  ،,

nK  نحصل  3.2 ليبشز مستمرة على مجموعات محدودة و بتطبيق المبرهنة
 ■على المطلوب 
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 : اجات والتوصياتالاستنت
وقد حصلنا  مقعرة –تمت في هذه الدراسة مناقشة بعض مسائل القيم الصغرى/العظمى من اجل دوال محدبة 

التي توصلنا لها  النتائج ، من أهمببعض خواص دالة موروـــ يوشيدا بمتحولين ومسافة موروـــ يوشيدا على نتائج تتعلق
المحدبة ــــ المقعرة وفق مفهوم موسكو فوق / تحت البيان والتقارب البسيط  التكافؤ بين تقارب متتالية من الدوال -1

إذا كانت  المحدبة ـــ المقعرةدوال من المتتالية  من أجل أيبرهان أنه  -2لمتتالية دوال موروـــ يوشيدا الموافقة لها 
هوم موسكو تكون متقاربة وفق مف الموافقة لها إن متتالية دوال مورو ــــ يوشيداالنسبة لمسافة مورو ــــ يوشيدا فمتقاربة ب

يناسب  الذي هو مفهوم التقارب نوصي بدراسة هذه النتائج في فضاءات باناخ عامة ومعرفة ما و وفق / تحت البيان ،
 هذه الدراسة 
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