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 ممخّص  

 
درسنا في ىذا البحث مسألة التتميم في منطق الجبر ثلاثي القيمة عمى منطق لوكاسفيتش ثلاثي القيمة بالنسبة 
لجممة أدوات منطقية تامة حيث تمت دراسة ىذه المسألة في منظومة اشتقاق غاسبرغ وتقديم دراسة شاممة تضمنت أىم 

النظريات و قواعد الاشتقاق التي تم وضعيا والتي أدت إلى تقديم برىان مميز لنظرية التتميم في منطق لوكاسفيتش 
 .ثلاثي القيمة

 
 . ، منطق لوكاسفيتش ثلاثي القيمة ، نظام اشتقاق غاسبرغ مسألة التتميم : الكممات المفتاحية
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  ABSTRACT    

 

We study in this research completeness problem in three valued algebraic logic on 

Lukasiewicz 3 valued logic  for a functionally complete set of connectives where we 

studied this problem in Wajseberg derivation system and we presented a comprehensive 

study of the most important theorems and derivation rules which led to a very unique and 

special proof of completeness theorem in Lukasiewicz 3 valued logic. 
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: مقدمة
من المعموم أن العنصر الرئيسي في مسألة التميم في المنطق ثلاثي القيمة ىي مسألة الاشتقاق المتمثمة  

بمنظومة البديييات و قواعد الاشتقاق، و ىو ما قمنا فيو في بحثناىذا حيث انطمقنا من منظومة بديييات غاسبرغ و 
استعرضنا أىم النظريات و قواعد الاشتقاق التي تم إثباتيا في منطق لوكاسفيتش ثلاثي القيمة من قبل العديد من 

 .الرياضيين و التي تم الاعتماد عمييا في تقديم برىان فريد و مميز لنظرية التتميم في ىذا المنطق
 

: أىمية البحث وأىدافو
ييدف البحث إلى إثبات نظرية التتميم في منطق لوكاسفيتش ثلاثي القيمة القائمة بأن كل قضية منطقية صائبة  

. ىي قضية قابمة لمبرىان
 

: طرائق البحث و مواده
يقع البحث ضمن اختصاصات الرياضيات النظرية و بشكل خاص ضمن المنطق الرياضي و مسألتي الاشتقاق 

و التتميم في منطق لوكاسفيتش ثلاثي القيمة، لذلك فالطرق المتبعة تعتمد بشكل أساسي عمى قواعد الاشتقاق و 
. النظريات المبرىنة بالاشتقاق في المنطق المذكور

: تعاريف و مفاىيم أساسية
: [1] 1تعريف

 : من(valued Propositional Logic-3)المنطق ثلاثي القيمة العباراتي  (لغة)تتألف أبجدية 
  مجموعةR={P1,P2,……}من المتغيرات العباراتية  .
  كما و يمكن تعريف و إضافة أدوات }مجموعة أدوات الربط المنطقية الأساسية 

 .منطقية جديدة كما سنرر لاحقااً 
 :[1] 2 تعريف 

:  تحقق الخواص الآتيةLمجموعة الصيغ العباراتية في المنطق ثلاثي القيمة ىي أصغر مجموعة 
  إذا كانتP فإن Pحيث ىي صيغة بسيطة أو مركبة في المنطق ثلاثي القيمة  ، . 
  إذا كانتo أداة ربط منطقية أحادية و P فإن oP.  
  إذا كانتo فإن  أداة ربط منطقية ثنائية و .  

 :[1] 3تعريف 
,W3={0المجموعة  .  تعبر عن قيم الحقيقة في المنطق ثلاثي القيمة{1,

: [1] 4تعريف 
: بالشكل *o و نرمز لو ب o لأداة الربط المنطقية Truth Functionنعرف تابع الحقيقة 
O*: 

 
 :[2] 5تعريف 

 Lukasiewicz 3-valued Logicمنطق لوكاسفيتش ثلاثي القيمة 
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 و مجموعة أدوات الربط المنطقية الأساسية   R={P1,P2,……}ىو المنطق الذي يتألف من الأبجدية 
} و سنضيف ثلاث أدوات ىي}   :  بالشكل 

    ،    ،     
 :وبالتالي نحصل عمى المنطق ثلاثي القيمة

  ،,  <{0 = L3 
: حيث الأدوات المنطقية و توابع الحقيقة الموافقة ليا ممثمة في جدول الحقيقة الآتي

 ( 1 (الجدول 

 
 : [1] 6تعريف 

  ∑  כ Ω و L مجموعة أدوات منطقية في ∑ و لتكن  Lليكن لدينا المنطق 
 في ∑ بالنسبة ل (Functional complete) إنيا تامة تابعيا اً Ωيقال عن مجموعة أدوات الربط المنطقية 

. Ω بدلالة أدوات المجموعة ∑ إذا أمكن التعبير عن كل أدوات المجموعة Lالمنطق 
 : [3]1تمييدية 

 في }  تامة تابعيااً بالنسبة لمجموعة الأدوات التالية} إن المجموعة
. منطق لوكاسفيتش ثلاثي القيمة

: [4] 7تعريف 
 . وفق أي تابع حقيقة1نعرف التتولوجيا في المنطق ثلاثي القيمة بأنيا الصيغة التي تأخذ قيمة الحقيقة 

 :[4] 8تعريف 
.  وفق أي تابع حقيقة0نعرف المتناقضة في المنطق ثلاثي القيمة بأنيا الصيغة التي تأخذ قيمة الحقيقة 

: [5] 9تعريف 
 تستنتج P،  يقال إن الصيغة L صيغة في P و لتكن L مجموعة صيغ  في منطق ثلاثي قيمة طبيعي Sلتكن 

 وفق تابع 1 تأخذ القيمة S عندما جميع صيغ المجموعة 1 تأخذ قيمة الحقية P إذا كانت الصيغة Sمن المجموعة 
.  إذا لم يؤدي ذلك لى التباسS أو يرمز لذلك بالرمز . الحقيقة ذاتو

 

P&Q P  P  P  P  P   Q P 

0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 

 
 

1 
  

1 
   

1 

 0 1 0 0 1 0 1 0 1 

1 
 

1 
 

1 1 
 

 1 
 

 0 1 1 1 
  

 
  

 0 
    

0  0 
 

1 0 1 0 1 1 0  1 0 

 0 
  

1 
 

0  
 

0 

 0 0 1 1 0 0  0 0 
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 في المنطق ثلاثي القيمة،  أي (Valid Argument)و يقال عن المحاكمة المنطقية السابقة إنيا صالحة 
.  تستنتج من مجموعة فرضياتيا المحاكمة الصالحة ىي التي نتيجتيا 

: [6] 10تعريف 
 . ىي صيغة منطقية صائبة مطمقااً في ىذا المنطقL في المنطق (Axiom)البدييية  

: [6] 11تعريف 
 صائبة كذلك ميما A(Q) صائبة فإن A(P) ينص عمى أنو إذا كانت (Substitution Rule)مبدأ التعويض  

  . Qتكن الصيغة 
 في أي عبارة منطقية P بالصيغة البسيطة Qأي أن مبدأ التعويض يقضي بأنو يمكن استبدال الصيغة البسيطة 

 A شرط أن يتم وضعQ مكان P في كل موضع تذكر فيو الصيغة البسيطة P في العبارة A. 
 :[6] 12تعريف

 تتألف من جممة بديييات مزودة بمجموعة من قواعد الاستنتاج، (Axiomatic Systems)منظومة البديييات  
 .و ىي الحجر الاساس لبناء عمم المنطق الرياضي

: [5] 13تعريف 
 مستخدمااً 1931منظومة بديييات غاسبرغ لمنطق لوكاسفيتش ثلاثي القيمة تم وضعيا من قبل غاسبرغ في عام 

 بديييات و قاعدة الاستنتاج 4 ، و ىذه المنظومة تتألف من }مجموعة أدوات الربط المنطقية التامة تابعيااً 
Modus Ponens و مبدأ التعويض (Substitution Rule) .

LA1:    P→(Q→P) 
LA2:    (P→Q) → ((Q→R)→(P→R)) 
LA3:    (  
LA4:    ((P→  

 . صحيحةQفإن   صحيحة و Pإذا كانت : (Modus Ponens)قاعدة الاشتقاق 
 . صحيحةA(Q) صحيحة فإن A(P)إذا كانت : (Substitution Rule)مبدأ التعويض 

 
: [7] 14تعريف 

:  كل منيا ىو إما (Formulas) ىو عدد منتو من الصيغ (Derivation)الاشتقاق 
  فرضية(Assumption) . 
 صيغة ناتجة مباشرة من الفرضيات أو البديييات باستخدام مبدأ التعويض .
  يمكن استنتاجيا من صيغ سابقة في سمسمة الاشتقاق باستخدام قواعد الاشتقاق مثلMPوغيرىا . 

S رمزنا لذلك بالرمز S تشتق من اسرة الصيغ Pإذا كانت الصيغة   P. 
: 2ملاحظة 

S في الاشتقاق  P الصيغ التي تنتمي إلى المجموعة S تسمى فرضيات (Assumptions) و يجب دومااً أن 
 . آخر صيغة في سمسمة الاشتقاقPتبدأ بيا سمسمة الاشتقاق و يجب أن تكون الصيغة 
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: [7] 15تعريف 
S و نرمز لذلك بالرمز S أنيا تشتق من مجموعة الصيغ L3 في المنطق Pنقول عن الصيغة   P إذا و فقط 
 . S بحيث كل فرضياتو ىي عناصر من Pإذا كان ىناك اشتقاق ل 

  [8]: 2تمييدية 
: من أجل نظام بديييات في المنطق ثلاثي القيمة يتحقق ما يمي

a)  حيث فإن  إذا كانت  .  
b)  ميما تكن مجموعة الصيغ   عندئذٍ إذا كانت S.  
c)  إذا كانتP بدييية Axiom) )  ميما تكن مجموعة الصيغ  فإن S.  
d)  بحيث  عندئذٍ يوجد مجموعة جزئية منتيية إذا كانت . 
e)  إذا كانت الصيغةP محتواة في S فإن . 
f)  فإن  و كانت إذا كانت .  

 :[4] 16تعريف 
 ىو كل اشتقاق خالي من الفرضيات ، أي ينتج مباشرةاً من بديييات النظام و نظرياتو Proof)  ( البرىان

 .باستخدام قواعد الاشتقاق و مبدأ التعويض
:  [4] 17تعريف 
.  ىي كل صيغة يتم اشتقاقيا من النظام ببرىانTheorem)  (النظرية

 
 :النتائج و المناقشة

بالاعتماد عمى منظومة اشتقاق    و وضع برىان لياL3سنقوم في ىذا البحث بإيجاد نظريات جديدة في المنطق 
غاسبرغ مع النظريات و قواعد الاشتقاق التي وضعيا الباحثون عمى مر السنوات، وسنذكر فقط النظريات و قواعد 

 :الاشتقاق التي اعتمدنا عمييا في إثبات صحة المبرىنات التي سنقوم ببرىانيا في ىذا البحث
 النظريات :

L3D1 P → (P → Q) 
L3D2    P → P 
L3D3  P →   P 
L3D4  P → P   
L3D5 ((P → P) → Q) → Q 
L3D6  P → ((P → Q) → Q) 
L3D7 (P → (Q → R)) → (Q → (P → R)) 
L3D8  (P → Q) → P 
L3D9 (P ∨ Q) → (Q ∨ P) 
L3D10 (P → Q) ∨ (Q → P) 
L3D11 (P → (P → (P → Q))) → (P → (P → Q)) 
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  قاعدة الاشتقاقHS (Hypothetical Syllogism):  
{P → Q , Q → R }  P → R  

 :1مبرىنة 
 :  فإن الصيغة الآتيةL3 في Q و  Pمن أجل أي صيغتين كيفيتين 

((P→(Q→P)) →Q) →Q ىي نظرية في L3  .
 :الإثبات

1.  (P→(Q→P)) →(((P→(Q→P)) →Q) →Q) 
    [ L3D6: P→(Q→P)/P ] 
2.   P→(Q→P) 
    [ L31: P/P ، Q/Q ] 
3.  ((P→(Q→P) →Q) →Q 
    [ 1 ،3 MP ] 
 

P Q Q→P P→(Q→P) P→(Q→P) →Q ((P→(Q→P) →Q) →Q 

1 1 1 1 1 1 

1 

 

1 1 

 

1 

1 0 1 1 0 1 

 

1 

 

1 1 1 

  

1 1 

 

1 

 

0 1 1 0 1 

0 1 0 1 1 1 

0 

  

1 

 

1 

0 0 1 1 0 1 

 
 :2مبرىنة 

 : فإن الصيغة الآتية L3من أجل أي صيغتين كيفيتين في 
P&Q → P Q  المكافئة لمصيغة    

. L3ىي نظرية في 
 :الاثبات

1.           
   [ L3D8: P/P ، /Q ] 
     2.  
  [ L3D1: /P  ، Q/Q ] 
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3. P→  
  [ L3D3:  P/P ] 
4.  
   [ HS 1 ،3 ] 
5.  
  [ HS 4 ،2  ] 
 

P Q 
      

1 1 0 0 0 1 1 1 
1 

 

0 
   

1 1 

1 0 0 1 1 0 1 1 

 

1 
 

0 
  

1 1 

    

1 0 1 1 

 

0 
 

1 1 0 
 

1 

0 1 1 0 1 0 1 1 
0 

 

1 
 

1 0 
 

1 

0 0 1 1 1 0 0 1 
 

 :3مبرىنة 
 ىي فإن الصيغة     L3 في المنطق Q و Pمن أجل أي صيغتين كيفيتين 

.  L3نظرية في 
: الإثبات

1.               [ L3D7: P/P  ، Q/Q ] 
2.                      [  L3D3:  P/P ] 
3.          [ HS(1 ،2) ] 
4.       [ L3D1 :    ،  ] 
5.      [ HS(3 ،4) ] 
 

P Q 
      

1 1 0 0 1 0 1 1 
1 

 

0 
   

1 1 
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1 0 0 1 0 1 1 1 

 

1 
 

0 1 0 
 

1 

    

1 0 1 1 

 

0 
 

1 
  

1 1 

0 1 1 0 1 0 0 1 
0 

 

1 
 

1 0 
 

1 

0 0 1 1 1 0 1 1 
 :4مبرىنة 

. L3 نظرية في P فإن الصيغة L3 في المنطق Q و Pمن أجل أي صيغتين 
: الإثبات

 1.         [ L3D3:  P/P ] 
 2.    [ L3D1 :    ،  ] 
 
3.            [ HS (1 ،2) ] 
 

P Q 
   

P  
1 1 0 0 1 1 
1 

 

0 
 

1 1 

1 0 0 1 1 1 

 

1 
 

0 
 

1 

    

1 1 

 

0 
 

1 1 1 

0 1 1 0 0 1 
0 

 

1 
  

1 

0 0 1 1 1 1 
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: الاستنتاجات و التوصيات
توصمنا في ىذه البحث إلى وضع نظريات جديدة في منطق لوكاسفيتش ثلاثي القيمة و البرىان عمى صحتيا 

بناءااً عمى منظومة اشتقاق غاسبرغ ، و نوصي بمتابعة البحث و محاولة إيجاد نظريات و قواعد اشتقاق أخرر 
. وتوظيفيا في صياغة برىان جديد أكثر تميزااً لنظرية التتميم في منطق لوكاسفيتش ثلاثي القيمة
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