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  ABSTRACT    

 

The second –order epi  derivatives play an important role in nonsmooth analysis and 

in statements of optimality conditions ,these notions introduced by Rockafellar for convex 

functions and convex−concave functions in finite dimensional spaces. 
It is purpose of this paper is to study and extend  the epi-derivatives for convex – 

concave functions to general Banach spaces and normed spaces using -Hausdorff distance 

convergence, and obtain important results for the epi-derivative of parent convex functions 

, parent concave functions and proto-derivative of subdifferential operator  
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: مقدمة
حازت المشتقات من المرتبة الثانية عمى اىتمام العديد من الرياضيين في السنوات الماضية لدورىا اليام في حل 

مسائل الأمثميات وتحديد شروط ليا, حيث قاموا بتعريف المشتق الاتجاىي من المرتبة الثانية بطرق مختمفة, انظر 
.  لمحالة المحدبة[2,3,10,12,18] لمحالة غير المحدبة و [6,7,8,20]

وظيرت حديثا طريقة جديدة من قبل الرياضي روكافولار لدراسة المشتقات من المرتبة الثانية لمدوال المحدبة 
 في فضاءات منتيية البعد حيث استبدل التقارب البسيط بتقارب فوق البيان لأسرة النسب التفاضمية المقعرة- والمحدبة

دراسة روكافولار إلى فضاءات باناخ  دو عمم [10]وفي . [14,16]من المرتبة الثانية ودعاه بالمشتق فوق البيان انظر 
دراسة تعميم قام الدكتور سويقات ب[18] وفي فوق البيان,-انعكاسية حيث استبدل التقارب فوق البيان بتقارب موسكو

. ىاوسدورفρ−المشتق من المرتبة الثانية لمدوال المحدبة إلى فضاءات منظمة مستخدما مفيوم تقارب مسافة 
 

: هأهدافوالبحث أهمية 
مقعرة في فضاءات خطية منظمة غير -المشتقات من المرتبة الثانية لدوال محدبةييدف البحث إلى دراسة 

 ىاوسدورف لأسرة النسب التفاضمية من المرتبة الثانية,ودراسة مؤثرات ρ−منتيية البعد باستخدام مفيوم تقارب مسافة 
يجاد بعض النتائج التي تممك تطبيقات ىامة في العديد من المجالات الرياضية  التفاضلات الجزئية الموافقة ليا, وا 

. وخاصة في تحديد شروط مسائل الأمثميات
 

 :طرائق البحث وموارده
      تعتمد طرائق البحث عمى بعض التعاريف والمفاىيم الأساسية التي تتعمق بالدوال المحدبة والدوال 

 . ىاوسدورف والذي استخدم من قبل العديد من الرياضيين في مجالات مختمفةρ−المقعرة وعمى مفيوم مسافة - المحدبة
 ( :Notations and Definitions)تعاريف ومفاهيم أساسية  -1

X,سنعتبر Yفضاءين تبولوجيين و* *,X Y فضائييما الثنويين عمى الترتيب .
ومن أجل تفاصيل أكثر ينصح بالعودة إلى  (convex analysis)سنذكّر ببعض عناصر التحميل المحدب

 [ 3,9,11 ]:المراجع التالية
f:يرمز لمجموعة الدوال  X Rالمعرفة عمىXوتأخذ قيميا في Rبالرمز

X

R .
:بالعلاقة fيعرف فوق بيان الدالة : ( , ) : ( )epi f x X R f x     

X مجموعة محدبة في الفضاءepif محدبة إذا وفقط إذا كانتfيبرىن أنَّ الدالة R وأنيا دالة نصف 
 epif إذا وفقط إذا كانت(proper) دالة خاصة  مجموعة مغمقة, وepifمستمرة من الأدنى إذا وفقط إذا كانت

domمجموعة غير خالية أو إذا كان المجال الفعمي f حيث :.    |dom f x X f x    
)دالة مقعرة إذا وفقط إذا كانتfنقول إنَّ  )fدالة محدبة  .

 بالرمزXيرمز لمجموعة الدوال المحدبة والنصف مستمرة من الأدنى والخاصة عمى X .
*تعرَّف الدالة المرافقة *:f X Rلمدالة fبالعلاقة :    * * *sup ,

x X

f x x x f x


  

 . محدبة أو ليست محدبةfوىي دالة محدبة سواء كانت
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Xيعرف مؤثر التفاضلات الجزئية لمدالة

f R0 فيx0, ويرمز لو بالرمز( )f x بالعلاقة التالية: 
 ** *

0 0 0( ) / ( ) ( ) , ;f x x X f x f x x x x x X          
 [1,5]:(Xهاوسدورف عمى- مسافة )

  . X المعرف عمى . دالة المسافة المولدة بالنظيم dلتكن 
 :بالعلاقةC وبين المجموعة x نعرف المسافة بين العنصر X في Cمن أجل كل مجموعة جزئية 

 ( , ) : inf ,
y c

d x C x y y C


  , ( إذا كانتC تكون),(( Cxd 

 C,ولكل التي مركزىا الصفر ونصف قطرىاX لمكرة المغمقة فيB , نرمز بـ0من أجل كل 
BCC:  نعرف المجموعةXمجموعة جزئية من الفضاء  : 

)ىاوسدورف (تجاوز) ,يعرف مدى X  في D وCمن أجل أي مجموعتين  )excess Hausdoroff لـ 
C عمى Dبالعلاقة : CxDxdDCe  );,(sup:),(   , (0باعتبار),( DCe  إذا كانت  C)  

ىاوسدورف بين - عرف مسافة ت
:بالعلاقةDوCالمجموعتين ),(),,(),( CDeDCeSupCDhaus   

NnnDنقول عن متتالية من المجموعات  )(إنيا متقاربة نحو المجموعةDفي Xبالنسبة لمسافة -
lim),(0,0ىاوسدورف إذا وفقط إذا كان 



 DDhaus n
n

0 وىذا يعني من أجل كل   وكل

0  من اجلn كبيرة بشكل كافي الاحتواءان التاليان محققان : 
(1.....  ),n n nD B D B D B D B         
Xهاوسدورف فوق البيانية عمى- مسافة )

R ) 
x منg وfىاوسدورف بين الدالتين- نعرف مسافة 

R بالعلاقة :
( , ) : ( , ); 0h f g haus epif epig     

RXمجموعتان جزئيتان فيepif ,epigحيث وتعرف الكرة المغمقة Bفي الفضاء RX بالعلاقة :
   ;:),( XRXxB RX 

Nnnfنقول عن متتالية من الدوال )(إنيا متقاربة نحو الدالةfفي الفضاء x

Rوفق مسافة- ىاوسدورف إذا
lim:وفقط إذا كان ( , ) 0 ; 0n

n

h f f 


   

ىاوسدورف فوق البياني وتبناه العديد من الرياضيين في دراسات مختمفة ونذكر -سمي ىذا المفيوم بمسافة
 [4,13,18,19]منيا 

 [5](:1.1)مبرهنة 
)لتكن  )n n Nf  متتالية من الدوال في الفضاء( )X 0عندئذ من أجل كل التكافؤ التالي محقق :

* *h h

n nf f f f    
مسافة )  ):هاوسدورف البيانية -  

A:ليكن X Y


مؤثر متعدد القيم يعرف بيان 

:بالعلاقةAالمؤثر ( , ) ; ( )gph A x y X Y y A x    
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0من أجل  تعرف مسافة , ىاوسدورف البيانية بين المؤثرين :A X Y


B: و X Y


 

 :بالعلاقة
( , ) ( , )h A B haus gph A gph B  حيث gph Aوgph Bمجموعتين جزئيتين من الفضاءX Y 

X في الفضاءBحيث تعرف الكرة Yبالعلاقة: ( , ) : ,X YB x y X Y x y        
)نقول عن متتالية من المؤثرات )n n NA إنيا متقاربة نحو المؤثرAبالنسبة لمسافة - ىاوسدورف إذا وفقط

lim:إذا كان ( , ) 0 ; 0n
n

h A A 


   

(: المشتق من المرتبة الثانية لدالة محدبة:)(1.2)تعريف
f:لتكن  X Rدالة من( )Xذات قيمة محدودة في x X ,ولتكن* *x X.  تعرف اسرة النسب

 :بالعلاقة x*بالنسبة لـx فيfالتفاضمية من المرتبة الثانية لمدالة

 *

*

2

2( , )

1
( ) ( ) ( ) ( ) ,t x x

f f x t f x t x
t

         

ذا كانت ىذه الدوال *وا 

2

( , )
( )t x x

fتتقارب وفق مسافة -0عندما )ىاوسدورفt ) من دالة( )X 
 ونكتب عندئذ x*بالنسبة لـxىاوسدورف في- قابمة للاشتقاق من المرتبة الثانية وفق مسافة  fعندئذ نقول إن

*,x x
f  بدلا من .

 [18](:1.3)مبرهنة 
 عندئذ x*بالنسبة لـxىاوسدورف في- وفق مسافة دالة قابمة للاشتقاق من المرتبة الثانية fإذا كانت

: تكون
*,x x

f دالة محدبة ونصف مستمرة من الأدنى وخاصة ومتجانسة إيجابيا من المرتبة الثانية و  *,
(0) 0

x x
f   .

x,*القيمة الصغرى لـ (0)و  x
f أي(*,

0 (0)
x x

f ). 
 [18](:1.4)مبرهنة 

f:لتكن X R دالة محدبة ومغمقة وخاصة عندئذ تكونf وفق  قابمة للاشتقاق من المرتبة الثانية
- وفق مسافة قابمة للاشتقاق من المرتبة الثانية f* إذا وفقط إذا كانتx*بالنسبة لـxىاوسدورف في- مسافة

 :ويكونxبالنسبة لـx*ىاوسدورف في
* *

* *

, ,
( ) ( ) ..... (2)

x x x x
f f  

  (Proto−Differentiation)بروتومشتق : (1.5)تعريف
:ليكن X Y

 مؤثر متعدد القيم وx X  بحيث( )x  و( )y x ولتكن أسرة المؤثرات التفاضمية 
 :التالية 

 
 

Xإذا كانت بيانات ىذه المؤثرات كعائمة من المجموعات الجزئية من Y تتقارب وفق مفيوم مسافة  -
0tعندما  )ىاوسدورف البيانية  ) من مجموعة أخرى منX Y نإ عندئذ نقول بروتو قابل للاشتقاق

,وستكون النياية بيان لمؤثر أخر, yبالنسبة لـxفي :x y X Y


والذي يسمى مشتق بروتو فيx بالنسبة

 :ونكتب.yلـ

 ,

1
( ) ( ) ( ) : , ( 0)t x y x t y X t

t
         
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, ,
0

( ) lim( )x y t x y
t

H gph


       أو  
, ,( ) lim( ) : 0

nx y t x y n
n

H gph t


        
 (:1.6)مبرهنة 
1لتكن  2 1 2, , ,X X Y Y 1وليكن.فضاءات منظمة 2 1 1 2 2( , ) :A A A X Y X Y   إيزمورفيزم خطي ,

 وليكن 
1 1: X Y

 وليكن ,  مؤثر متعدد القيم
2 2:A X Y

 مؤثر أخر متعدد القيم معرف 
):بالشكل ) ( )gph A A gph  , ولتفرض أن( )x  و( )y A x, عندئذ بروتو قابل للاشتقاق في 

xبالنسبة لـy إذا وفقط إذا كانA 1بروتو قابل للاشتقاق في( , )A x y2بالنسبة لـ ( , )A x y ويكون  :
1 2, ( , ), ( , )( )x y A x y A x yA A    

 
 [18](:1.7)مبرهنة 
f:لتكن  X Rدالة محدبة ومغمقة وخاصة وx X بحيث( )f x منتيية و* *x X, عندئذ الشرطان

: التاليان متكافئان
a) f قابمة للاشتقاق من المرتبة الثانية وفق مسافة -ىاوسدورف فيxبالنسبة لـ*x.  
b) * ( )x f x ,وfبروتو قابل للاشتقاق فيxبالنسبة لـ*xويكون: 

* *, ,
( ) ( ) ...... (3)

x x x x
f f    

 [6,14,15] (المقعرة– الدوال المحدبة (
X,ليكن  Yفضاءين منظمين, وليكن* *,X Yالفضاءين الثنويين ليما عمى الترتيب. 

L:نقول عن الدالة  X Y R مقعرة– دالة محدبة نيا  إ(convex-concave) إذا كانت محدبة بالنسبة
 .لممتحول الأول ومقعرة بالنسبة لممتحول الثاني

domويرمز لو بالرمزLيعرف المجال الفعمي لمدالة  L 1:بالعلاقة 2dom L dom L dom L حيث :
   1 2/ ( , ) ; , / ( , ) ;dom L x X L x y y Y dom L y Y L x y x X          

F:*تعرف الدالة القرينة المحدبة  X Y R (parent convex)لمدالة Lبالعلاقة: 
 * *( , ) sup ( , ) , .....(4)

y Y

F x y L x y y y


    

G:*تعرف الدالة القرينة المقعرة  X Y R ( parent concave)  لمدالةLبالعلاقة: 
 * *( , ) inf ( , ) , .....(5)

x X
G x y L x y x x


    

 .مقعرتين إنيما متكافئتان إذا كان ليما نفس الدوال القرينة– نقول عن دالتين محدبتين 
 :إنيا مغمقة إذا كانت دواليا القرينة مترافقة فيما بينيا أي إذا كانLنقول عن الدالة 

* * * * * *( , ) ( ) ( , ) , ( , ) ( , ) ....... (6)F x y G x y G x y F x y      
]ويرمز لو بالرمزL(equivalence class)يعرف صف التكافؤ لمدالة , ]L Lبأنو مجموعة الدوال المحدبة -

 :حيث Lو Lالمحصورة بين الدالتينالمقعرة 
 

*

* *

* * *( , ) sup ( , ) , ( ) ( , ) ..... (7)x

x X

L x y G x y x x G x y


       
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 
*

* *

* * *( , ) inf ( , ) , ( , ) ..... (8)y

y Y
L x y F x y y y F x y


      

L,وتكون الدالتين L مقعرة وتحقق–  دوال محدبةL Lوالمجال, [ , ]L L يحوي جميع الدوال المحدبة  –
المقعرة  

G,التي ليا نفس الدوال القرينة  F .
X*يرمز لصف كل الدوال المحدبة ونصف المستمرة من الأدنى المعرفة عمى Y والتي تأخذ قيميا 

 :بالرمزRفي
 *X Y  

*تعرف الدالة المرافقة الدنيا  * *:L X Y R  لمدالة Lبالعلاقة: 
 * * * * *( , ): supinf ( , ) , , .....(9)

yx

L x y L x y x x y y        

*تعرف الدالة المرافقة العميا  * *:L X Y R  لمدالة Lبالعلاقة: 
 

* * * * *( , ): inf sup ( , ) , , .... (10)
y x

L x y L x y x x y y        

**مقعرة ومغمقة كانت كلا الدالتين– دالة محدبة Lإذا كانت 
,L L مقعرة ومغمقة, وىما عمى – دوال محدبة

ويرمز لو بالرمز. Lلمدالة L*التوالي الدوال الدنيا والعميا في صف التكافؤ لمدالة المرافقة
**[ , ]L L ويدعى ىذا ,  

]لمصف  (conjugate class)الصف بالصف المرافق  , ]L L. 
برىن روكافولار في 17 دالة محدبة )أنو توجد أربع تقابلات واحد لواحد بين مجموعة صفوف التكافؤ لـ –

 :أي  (مقعرة مغمقة و الدالة المرافقة ليا والدالة القرينة المحدبة ليا والدالة القرينة المقعرة ليا 
 
 
 

 
 

 :بالشكل التالي Lيعرف مؤثر التفاضل الجزئي لمدالة

* *

*

*

:

( , ) ( , ) ............... (11)

( , ) ( , ) ,

( , ) ( , ) , :

x y L x y

L y L x y x x X

L x L x y y y Y

  

  




  



      

      

 
 :ويبرىن بسيولة صحة العلاقة الآتية

* * * * * * * * *( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ...(12)x y F x y x y G x y x y L x y x y L x y          

 
)يقال عن نقطة  , )x y إنيا نقطة سرجيو لمدالةLإذا حققت الشرط التالي: 

( , ) ( , ) ( , ) : ( , )L x y L x y L x y x y X Y     
 

**
,L L 

 
 

G 

 

,L L 
  

F 
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: ويبرىن أن
(          13  ....   )( , )x y(0,0)نقطة سرجيو لمدالة ( , )L x y L  

YX عمىهاوسدورفρ− مسافة (

R
)[1,19] 

0لتكن   تعرف مسافة , −ρ ىاوسدورف بين الدالتين,K Lمن الفضاءX YR بالعلاقة: 
1 2( , ) ( , )H L K h F F  
. عمى الترتيبKوLىما الدالتان القرينتان المحدبتان لمدالتين2Fو 1F حيث 

)ويقال عن المتتالية )n n NL من القضاءX YR نيا متقاربة من الدالة إL وفق مسافة−ρ ىاوسدورف إذا 
 : حققت

lim ( , ) 0 lim ( , ) 0 .....(14)p n n
n n

H L L h F F
 

   
 .عمى الترتيبLو nLىي الدوال القرينة المحدبة لمدوال FوnFحيث 

 (مقعرة–المشتق من المرتبة الثانية لدالة محدبة : )(1.9)تعريف 
L:لتكن X Y R  مقعرة ومغمقة وخاصة ولتكن– دالة محدبةFوG  دواليا القرينة المحدبة والمقعرة
)وليكن. عمى الترتيب , )x y X Y  و* * * *( , )x y X Y    عندئذ تعرف نسب الدوال التفاضمية من المرتبة
)فيLالثانية لمدالة , )x yبالنسبة لـ* *( , )x y بالعلاقة التالية:

  * *

2 * *

2( , , , )

1
( ) ( , ): ( , ) ( , ) , ,

: 0 , , ..................(15)

t x y x y
L L x t y t L x y t x t y

t

t X Y

     

 

 
          

  

 

*وسنرمز ليذه الدوال بالرمز *

2

( , ; , )
( )t tx y x y

L 
 

  مقعرة ومغمقة −وتكون ىذه الدوال ىي دوال محدبة 
. وخاصة

)ىاوسدورف فيρ− إنيا قابمة للاشتقاق من المرتبة الثانية وفق مسافة Lيقال عن الدالة , )x y   بالنسبة لـ
* *( , )x y إذا كانت أسرة النسب التفاضمية من المرتبة الثانية* *

2

( , ; , )
( )t tx y x y

L 
 

  متقاربة وفق مسافة
−ρىاوسدورف عندما ( 0)t من دالةعندئذ ندعو الدالة.مقعرة ومغمقة وخاصة–   محدبة مشتق−ρ 

) فيLىاوسدورف من المرتبة الثانية لمدالة , )x yبالنسبة لـ * *( , )x y ونكتب عندئذ:* *( , ; , )x y x y
L

 
من"  بدلا 

 
 :النتائج والمناقشة

 (:2.1)مبرهنة 
ىي الدوال القرينة المقعرة ليا عندئذ تعطى tو, tىي الدوال القرينة المحدبة لـtإذا كانت

,t t بالعلاقتين: 

 * * * * * *

2

1
( , ) ( , ) ( , ) , , , .........(16)t F x t y t L x y y y t x t y

t
                  

 

 * * * * * *

2

1
( , ) ( , ) ( , ) , , , ..... (17)t G x t y t L x y x x t x t y

t
                  
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: البرىان
: من تعريف الدالة القرينة المحدبة لدينا

  * *( , ) sup , ,t t


           

 * * *

2

1
sup ( , ) ( , ) , , ,L x t y t L x y t x t y

t

     
 

             
 

 

 * * *

2

1
sup ( , ) ( , ) , ,L x t y t L x y t x t y t

t 

               

tبفرض  y y t        والتعويض في العلاقة السابقة :

 * * * * * *

2

1
( , ) ( , ) ( , ) , , ,t L x t L x y t x y t y y t

t
                      

 

   * * * * *

2

1
sup ( , ) , ( , ) , , ,L x t y t L x y y y t x t y

t 

     
 

                 
 

 

  * * * * *

2

1
( , ) ( , ) , , ,F x t y t L x y y y t x t y

t
                

: وبشكل مشابو ينتج أن
  

 

* *

* * * * *

2

( , ) inf , ,

1
( , ) ( , ) , , ,

t t

G x t y t L x y x x t x t y
t


      

   

    

            

 

 ( :2.2)مبرهنة 
)ذا كانتإ )n n NL وL مقعرة ومغمقة وخاصة, عندئذ−دوال محدبة: 

( , ) 0 ( , ) 0lim limn n
n n

H L L h G G 
 

  
 

.  عمى الترتيبL وnL ىي الدوال القرينة المقعرة لمدوال G وnG:حيث
 :البرهان

: يكون (14) دوال مغمقة بالتالي بحسب العلاقة L وnLبما أن الدوال  
* *( , ) 0 ( , ) 0 (( ) , ( ) ) 0lim lim limn n n

n n n

H L L h F F h G G  
  

        
( , ) 0 ( , ) 0lim limn n

n n

h G G h G G 
 

     

 (:2.3)مبرهنة 
)لتكن  )n n NL  المقعرة, ولتكن المتتالية–متتالية من الدوال المحدبة*( )n n NL 

ىي متتالية الدوال المرافقة ليا, 
 :عندئذ الشرطان التاليان متكافئان

a)  المتتالية( )n n NL  متقاربة وفق مسافة−ρ ىاوسدورف من الدالة L. 
b)  المتتالية*( )n n NL  متقاربة وفق مسافة−ρ ىاوسدورف من الدالة *L.  

 L ىي الدالة المرافقة لمدالةL*حيث 
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: البرهان
: نجد أن (5)و (4)من العلاقتين 

   * * * *( , ) inf ( , ) , , ( , ) sup ( , ) , ....(18)
y x

F x y L x y y y G x y L x y x x           

 
 :يكون (10)و  (9)بتعويض العلاقتين السابقتين في العلاقتين 
 * * * * *( , ): sup ( , ) , .....(19)

x

L x y F x y x x     

 
* * * * *( , ): inf ( , ) , .... (20)

y
L x y G x y y y     

F,نستنتج أن الدالتين (8)و (7)بمقارنة العلاقتين السابقتين مع العلاقتين  G  ىما الدالتين القرينتين المحدبة
. عمى الترتيبL*والمقعرة  لمدالة 

)المتتالية بالتالي إذا كانت  )n n NL  متقاربة وفق مسافة−ρ ىاوسدورف من الدالة L ,  فإن متتالية الدوال
)القرينة المحدبة  )n n NF  متقاربة من الدالةF( الدالة القرينة المحدبة لـL) وينتج أن المتتالية( )n n NF  متقاربة 

)*ينتج أن المتتالية  (2.2)بالتالي بحسب المبرىنة  (F) ىاوسدورف من الدالةρ−وفق مسافة  )n n NL 
متقاربة وفق 

وىو المطموب .والعكس صحيح . L* ىاوسدورف من الدالة ρ−مسافة 
 (:2.4)مبرهنة 

L:لتكن X Y R   مقعرة ومغمقة وخاصة – دالة محدبة
)وليكن , )x y X Y و

* * * *( , )x y X Y   عندئذ يكون :
* *

* *

* *

( , ) ( , ) ,
( , ) ( , )

( , ) ( , ) ,

F x y L x y y y
x y L x y

G x y L x y x x

      
  

     

 

: البرهان
: لدينا أن( 11)من العلاقة 

*

* *

*

( , ) ( , ) , ,
( , ) ( , )

( , ) ( , ) , ,

L y L x y x x X
x y L x y

L x L x y y y Y

  

  

       
  

       
* *

* *

( , ) , ( , ) , :

( , ) , ( , ) , :

L y x L x y x x X

L x y L x y y y Y

  

  

           
 

         

 

* *

* *

( , ) ( , ) ,
........ (21)

( , ) ( , ) ,

G x y L x y x x

F x y L x y y y

      
 

     

 

: من جية أخرى بحسب تعريف الدوال القرينة المحدبة والمقعرة لدينا أن
* *

* *

( , ) ( , ) ,
........ (22)

( , ) ( , ) ,

G x y L x y x x

F x y L x y y y

      


     

 

( 22)و  (21)من العلاقتين 
* *

* *

* *

( , ) ( , ) ,
( , ) ( , )

( , ) ( , ) ,

F x y L x y y y
x y L x y

G x y L x y x x

      
  

     
. وىو المطموب  .
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 (:2.5)مبرهنة 
L:لتكن  X Y R  مقعرة ومغمقة وخاصة وليكن– دالة محدبة( , )x y X Y  و 

* * * *( , )x y X Y  و *** [ , ]L L L يكون  عندئذ :

:
* * * * *

* * *

* * * * *

( , ) ( , ) ,
( , ) ( , )

( , ) ( , ) ,

G x y L x y y y
x y L x y

F x y L x y x x

      
  

     

 

 :البرهان
*لنفرض أن * *( , ) ( , )x y L x y ولتكن f وg الدالتين القرينتين المحدبة والمقعرة لمدالة*L عمى الترتيب

: يكون (2.4)بالتالي بحسب المبرىنة 
* * * * *

* * * * *

( , ) ( , ) ,

( , ) ( , ) ,

f x y L x y y y

g x y L x y x x

      


     

 

Gوجدنا أن  (2.3)من برىان المبرىنة  f وF g بالتعويض في العلاقة السابقة نجد أن :
* * * * *

* * * * *

( , ) ( , ) ,

( , ) ( , ) ,

G x y L x y y y

F x y L x y x x

      


     

 

(: 2.6)نتيجة 
( , )x y نقطة سرجيو لمدالة Lالمغمقة والخاصة إذا وفقط إذا كان :( , ) ( ,0) (0, )L x y F x G y  
: البرهان

)لنفرض أن  , )x y نقطة سرجيو لمدالة L ىذا يكافئ أن (13)بالتالي من العلاقة: (0,0) ( , )L x y 
ومنو 

: يكون(2.4)بحسب المبرىنة 
( ,0) ( , ) ,0

(0,0) ( , )
(0, ) ( , ) ,0

( ,0) ( , )

(0, ) ( , )

F x L x y y
L x y

G y L x y x

F x L x y

G y L x y

    
  

   

 
 


 

):أي , ) ( ,0) (0, )L x y F x G y وىو المطموب . 
 (:2.7)مبرهنة 
L:لتكن  X Y R  مقعرة ومغمقة وخاصة بحيث –  دالة محدبة* *( , ; , )x y x y

L
 

موجود عندئذ  :
* *( , ) ( , )x y L x y   

 :البرهان
*بما أن *( , ; , )x y x y

L
 

موجود بالتالي يكون * *( , ; , )
lim ( , ) 0t x y x yn

H L   
  (  14)بالتالي من العلاقة

*: يكون *( , ; , )
lim ( , ) 0t x y x yn

h F  
 حيث* *( , ; , )x y x y

F


ىي الدالة القرينة المحدبة لمدالة* *( , ; , )x y x y
L

 
 

: يكون(1)و بحسب العلاقة 
     * * * *

* * *

( , ; , ) ( , ; , )
( , ), ( , ) , ,n n n n n n tx y x y x y x y

F epi F dom
 

      
 

    بحيث :
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* *( , ) ( , ) ....... (23)n n n n 
      

* *

* *

( , ; , )
( , ) ( , ) ...... (24)n n t n nx y x y

F
 

     


   
)*وبجعل  (23)من العلاقة  , ) (0,0)n

n n  يكون:*( , ) (0,0)n

n n 
   

: ينتج أن (24)في  (16)من جية أخرى وبتعويض العلاقة 

 * *

* * * * * *

2( , ; , )

1
( , ) ( , ) ( , ) , , ,n nx y x y

F F x t y t L x y y y t x t y
t

      


              

liminf)بأخذ  )
n

*:لطرفي العلاقة السابقة يكون *( , ) ( , ) ,F x y L x y y y   ومنو تكون العلاقة :
* *( , ) ( , ) , ..... (25)F x y L x y y y   محققة لأن الاتجاه الأخر لممتراجحة محقق دوما  .

 :لدينا أن (2.2)من جية أخرى بحسب المبرىنة 
lim ( , ) 0 lim ( , ) 0n n
n n

H L L h G G 
 

   
*:وبشكل مشابو لما سبق ينتج أن *( , ) ( , ) , ...... (26)G x y L x y x x    

*:يكون  (2.4)و المبرىنة  (26)و  (25) من العلاقتين  *( , ) ( , )x y L x y  . وىو المطموب .
 (:2.8)مبرهنة 
L:لتكن  X Y R  مقعرة ومغمقة وخاصة, ولتكن– دالة محدبةFوGدواليا القرينة, ولتكن *L  دالة
]**من الصف , ]L Lعندئذ الشروط الآتية متكافئة ,  :
a) L قابمة للاشتقاق من المرتبة الثانية وفق مسافة −ρ ىاوسدورف في ( , )x y بالنسبة لـ 
* *( , )x y  .
b) F قابمة للاشتقاق من المرتبة الثانية وفق مسافة −ρ ىاوسدورف في *( , )x y بالنسبة لـ 

*( , )x y .
c) G قابمة للاشتقاق من المرتبة الثانية وفق مسافة −ρ ىاوسدورف في *( , )x y بالنسبة لـ 

*( , )x y .
d) 

*L قابمة للاشتقاق من المرتبة الثانية وفق مسافة −ρ ىاوسدورف في * *( , )x y بالنسبة لـ 
( , )x y .

*: وتكون العلاقة بين المشتقات من المرتبة الثانية التالية * * * * *( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , )
, ,

x y x y x y x y x y x y
L F G

   
   

* *

*

( , ; , )
,

x y x y
L ىي نفس العلاقات بين الدوال:*, , ,L F G Lعمى الترتيب  .
 :البرهان

( ) ( )b a 
*:أن(12)لدينا بحسب العلاقة  * * *( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y F x y x y L x y      

*إذا كانت أيا من الدالتين *( , ; , )x y x y
L

 
 * *( , ; , )

( )
x y x y

F


 المبرىنة )و  (2.7) موجودة بالتالي بحسب المبرىنة
*يكون التكافؤ أعلاه محقق أي ((1.3) *( , ) ( , )x y L x y   يكون (2.4) وبحسب المبرىنة  :

* *( , ) ( , ) ,F x y L x y y y    
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: يكون (16)بتعويض العلاقة السابقة في العلاقة 

 * * * * * * *

2

1
( , ) ( , ) ( , ) , , ( , )t tF x t y t F x y t x t y F

t
                   

*بالتالي الدالة  *

* (2)

( , , , )
( , ) ( )t t x y x y

F  


 ىي الدالة القرينة المحدبة لمدالة * *

2

( , ; , )
( )t t x y x y

L
 

  
)ينتج أن  (14)ومنو بحسب العلاقة  ) ( )b a 

( ) ( )c a 
)البرىان يتم بشكل مشابو لبرىان  ) ( )b a 

( ) ( )d a 
)قابمة للاشتقاق من المرتبة الثانية فيLبما أن , )x yبالنسبة لـ* *( , )x y  وبما أن (( ) ( )b a)  ينتج

*: أن  *( , ; , )
(*).... lim ( , ) 0t x y x yn

h F F 
 حيث* *( , ; , )x y x y

F


 ىي الدالة القرينة المحدبة
*لمدالة *( , ; , )x y x y

L
 

وtF ىي أسرة النسب التفاضمية من المرتبة الثانية لمدالةF( 2.3), ولكن من برىان المبرىنة
)*وجدنا أن  , ) ( , )....(**)g x y F x y ( حيثf ىي الدالة القرينة المحدبة لمدالة*L)  بالتالي يكون: 

* * * *( , ; , ) ( , ; , )
......(27)

x y x y x y x y
F g

 
  حيث * *( , ; , )x y x y

g


 الدالة القرينة المقعرة لمدالة* *

*

( , ; , )x y x y
L  

:   ينتج أنtFفي علاقة  (**)وبتعويض 

 

 

* * * * * *

2

* * * * * *

2

1
( , ) ( , ) ( , ) , ,

1
( , ) ( , ) , , ( , )...(28)

t

t

F g x t y t g x y t x t y
t

g x t y t g x y t x t y g
t

     

     

           

             

بتعو

*يكون)*( في  (28) و27))يض  *( , ; , )
lim ( , ) 0t x y x yn

h g g 
  وبما أن (( ) ( )c a) برىانا ينتج أن:*L قابمة

* ىاوسدورف فيρ−للاشتقاق من المرتبة الثانية وفق مسافة  *( , )x y بالنسبة لـ( , )x y . 
(: 2.9)تعريف 

)المقعرة والمغمقة والخاصة إنيا قابمة للاشتقاق من المرتبة الثانية في– المحدبة Lيقال عن الدالة , )x y وفق
:  ىاوسدورف إذا حققتρ−مسافة 

a) ( , )L x y  
b) * *( , ; , )x y x y

L
 

موجود من أجل كل* *( , )x y من( , )L x y 
 (:2.10)نتيجة 
G,مقعرة ومغمقة وخاصة, ولتكن – دالة محدبة Lلتكن  Fو . دواليا القرينة المحدبة والمقعرة عمى الترتيب

*L دالة من الصف**[ , ]L Lعندئذ الشروط الآتية متكافئة ,  :
a) L قابمة للاشتقاق من المرتبة الثانية وفق مسافة ρ –  ىاوسدورف
b) F قابمة للاشتقاق من المرتبة الثانية وفق مسافة ρ – ىاوسدورف 
c) G قابمة للاشتقاق من المرتبة الثانية وفق مسافة ρ – ىاوسدورف 
d) *L قابمة للاشتقاق من المرتبة الثانية وفق مسافة ρ – ىاوسدورف 
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 :البرهان
( 2.8)والمبرىنة  (2.9) ينتج مباشرة من التعريف 

(: 2.11)مبرهنة 
L:لتكن  X Y R  مقعرة ومغمقة وخاصة بحيث–  دالة محدبة* *( , , , )x y x y

L
 

 موجود عندئذ الشروط 
الآتية 

: محققة
a) * *( , , , )

(0,0) (0,0)
x y x y

L
 

(نقطة سرجيو لمدالة(0,0)وىذا مكافئ لقولنا إن* *( , , , )x y x y
L

 
  )

b) * *( , , , )
(0,0) 0

x y x y
L

 
  

c) * *( , , , )x y x y
L

 
متجانسة إيجابا من المرتبة الثانية  . 

 :البرهان
*وبما أنLالدالة القرينة المحدبة لمدالة Fليكن  *( , , , )x y x y

L
 

 تكون  (2.8) موجودة فإنو بحسب المبرىنة
 الدالة

* *( , , , )x y x y
F


 يكون (1.3)موجودة ومن المبرىنة :

* *( , , , )
(0,0) (0,0)

x y x y
F


   و * *( , , , )

(0,0) 0
x y x y

F


  
*بما أن  *( , , , )

(0,0) (0,0)
x y x y

F


 يكون (12)ومن العلاقة:* *( , , , )
(0,0) (0,0)

x y x y
L

 
 وبحسب

*:يكون(2.4)المبرىنة * * *( , , , ) ( , , , )
(0,0) (0,0) 0,0

x y x y x y x y
F L

  
    أي * *( , , , )

( (0,0) 0)
x y x y

L
 

    
*بقي أن نبرىن أن  *( , , , )x y x y

L
 

 متجانسة إيجابا من الدرجة الثانية أي يجب أن نبرىن صحة العلاقة :
* * * *

2

( , , , ) ( , , , )
( , ) ( , ) : 0

x y x y x y x y
L L     

   
    

0من أجل أي  لنضع  :
* *

* *

1

( , , , )

2 2

( , , , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

x y x y

x y x y

L

L

   

    

 

 

 

 
 

1ولتكن  2, الدالة القرينة المحدبة ليما عمى الترتيب عندئذ :

  * *

* * * *

1 * 1 * *

( , , , )

* *
2

2( , , , ) ( , , , )

( , ) ( , ) , ( , ) ,sup sup

( , ) ( , )

x y x y

x y x y x y x y

L

F F

 


         



 
  

 

 

 

 
       

 

  

 

*وذلك لأن  *( , , , )x y x y
F


ومن جية أخرى لدينا.  متجانسة إيجابا من المرتبة الثانية :

  * * * *

**
2 * 2 * 2 2

( , , , ) 2 2( , , , )
( , ) ( , ) , ( , ) , ( , )sup sup x y x y x y x y

L F
 


            

 
  

 
         

 

 
1بالتالي  2  1أي 2,  ليما نفس الدوال القرينة المحدبة, وبشكل مشابو يمكن البرىان أن ليما نفس

. الدوال القرينة المقعرة, لذلك ىما دالتان متكافئتان
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(: 2.12)مبرهنة 
L:لتكن  X Y R  مقعرة ومغمقة وخاصة, ولتكن– دالة محدبةFوGدواليا القرينة, ولتكن*L دالة من 

*الصف 
*[ , ]L L عندئذ الشروط الآتية متكافئة ,  :

a) * *( , ) ( , )x y F x y وFبروتو قابل للاشتقاق في *( , )x yبالنسبة لـ*( , )x y 
b) * *( , ) ( , )x y G x y وGبروتو قابل للاشتقاق في *( , )x yبالنسبة لـ*( , )x y 
c) * *( , ) ( , )x y L x y  وLبروتو قابل للاشتقاق في ( , )x yبالنسبة لـ* *( , )x y  
d) * **( , ) ( , )x y L x yو*Lبروتو قابل للاشتقاق في * *( , )x yبالنسبة لـ( , )x y 

: ويكون
* * * *

* * * *

* * * *

( , ; , ) ( , ; , )

* * * * *

( , ; , ) ( , ; , )

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ....(29)

x y x y x y x y

x y x y y x y x

F G

L L

       

       

 

 

        

       
 

: البرهان
,*نستنتج أن بيانات المؤثرات  (12)من العلاقة  , ,L F G L   بالتالي من .  لبعضيا البعضايزومورفية

وأيضا إن بيانات مشتقات بروتو الموافقة ليا ىي أيضا . محققة (d) إلى (a)ينتج أن الشروط من  (1.7)المبرىنة
 .محققة أيضا (29)ايزومورفية وفق نفس الايزومورفيزم لذلك تكون العلاقة 

(: 2.13)مبرهنة 
L:لتكن  X Y R   مقعرة ومغمقة وخاصة ولتكن– دالة محدبةFوGدواليا القرينة, ولتكن*L دالة من

]**الصف  , ]L L ,عندئذ إذا كانتL قابمة للاشتقاق من المرتبة الثانية وفق مسافة −ρ ىاوسدورف في ( , )x y 
*بالنسبة لـ *( , )x y يكون : 

* * * *( , ; , ) ( , ; , )
( ) ( ) ...... (30)

x y x y x y x y
F F

 
    

* * * *( , ; , ) ( , ; , )
( ) ( ) ...... (31)

x y x y x y x y
G G

 
    

* * * *( , ; , ) ( , ; , )
( ) ( ) ...... (32)

x y x y x y x y
L L

   
    

* * * *

* *

( , ; , ) ( , ; , )
( ) ( ) ...... (33)

x y x y x y x y
L L


    

 :البرهان
) ىاوسدورف فيρ−قابمة للاشتقاق من المرتبة الثانية وفق مسافة Lإذا كانت , )x yبالنسبة لـ* *( , )x y  

)*قابمة للاشتقاق من المرتبة الثانية فيFتكون (2.8)بالتالي بحسب المبرىنة  , )x yبالنسبة لـ*( , )x y ومنو بحسب
*يكون  (1.7)المبرىنة  *( , ) ( , )x y F x y وF بروتو قابل للاشتقاق في *( , )x y بالنسبة

)*لـ , )x y تكون الشروط  (2.12)محققة ومن المبرىنة  (30)وتكون  العلاقة(( ),( ), ( )d c b)  محققة. 

: يكون (29)أيضا من العلاقة 
* * * *

* * * *

* * * *

( , ; , ) ( , ; , )

* * * * *

( , ; , ) ( , ; , )

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ....(34)

x y x y x y x y

x y x y y x y x

F G

L L

       

       

 

 

         

       
 

*)عمى الدوال  (12)وبتطبيق العلاقة  (2.7)من الاستنتاج الأخير في المبرىنة  , , ,L L G F
   ) يكون: 

* * * *

* * * *

( , ; , ) ( , ; , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

x y x y x y x y
F G       

 
        
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* * * *

* * * * *

( , ; , ) ( , ; , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ....... (35)

x y x y y x y x
L L       

 
     

* وبما أن (35)و  (34)من  * * *( , ; , ) ( , ; , )
( ) ( )

x y x y x y x y
F F

 
    ( 33)و (32)و  (31)تكون العلاقات   

 .محققة
.وىو المطموب                                                  

 :الاستنتاجات والتوصيات
المقعرة والدوال القرينة المحدبة -حصمنا عمى العلاقات التي تربط المشتق من المرتبة الثانية لمدوال المحدبة -1

 .ىاوسدورفليا والدوال القرينة المقعرة ليا وأيضا الدوال المرافقة ليا بالنسبة لمسافة 
 .حصمنا عمى العلاقة التي تربط ىذه المشتقات والتفاضلات الجزئية الموافقة ليا -2

نوصي بأن تدرس ىذه النتائج في فضاءات منظمة باستخدام مفيوم سلايس لمتقارب ومقارنة النتائج التي سيتم  
 .الحصول عمييا مع النتائج الموجودة في ىذه النشرة العممية
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