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 ممخّص  

 
تعد الدوال الداعمة من الوسائل اليامة والمفيدة عند دراسة مسائل مختمفة في الرياضيات والفيزياء والعموم 

.  اليندسية، نظرا لامتلاكيا الكثيرة من الخصائص والمزايا الحسنة
ثبات التكافؤ فيما بين الشروط الثلاث الآتية : ليذا سنركز اىتمامنا في ىذه الورقة عمى دراسة وا 

 (1 fدالة محدبة  .
 (2 fدالة داعمة . 
 (3 f  دالة تحت جمعية عمى كرة الواحدة 

Hf: حيث .  فضاء ىيمبرتH دالة مستمرة ومتجانسة من الدرجة الأولى و :
 

 .الدوال تحت الجمعية، الدوال الداعمة ، الدوال المحدبة :   الكممات المفتاحية
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  ABSTRACT    

 

The supporting functions are powerful tools for studying several problems in 

mathematics and engineering sciences, since they have useful advantages. 

In this paper, we prove that the following conditions and statements are equivalent: 

 1. f  is convex. 

 2. f  is supporting 

 3. f  is subadditive on the unit sphere 

Where Hf :  be continuous and homogenous of degree 1 and H  be a Hilbert 

space. 
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: مقدمة
أدخل .  تمعب نظرية الدوال المحدبة أو التحميل المحدب دوراً ميماً في إيجاد القيم القصوى والحمول المثمى

 ومفيوم تحت الجمعية [1]الباحثون في دراستيم لمتحميل المحدب الكثير من المفاىيم المساعدة مثل الدالة الداعمة 
وعدد آخر من الباحثين استفاد من ىذه الدوال في التطبيقات اليندسية والنظرية، إذْ تأخذ ىذه الدوال . والدوال المحدبة

دور رئيس في التحميل الرياضي وفي أنواع مختمفة من النظريات الرياضية، وذلك لما تقدمو من ميزات تساىم في 
. متمثمة بيذه الدوال، معالجة المسائل الرياضية المطروحة التي قد تتطمب شروطاً إضافية

 وتطبيقاتيا عمى Clarke ومخروط Bouligandمثل مخروط ،  من ىذه الدراسات اختلاف المخاريط المماسة
والنظريات المتعمقة بتطوير الحساب التفاضمي لمدوال غير المفاضمة بالمعنى العادي والمجموعات ، مسائل التحسين

 (.   nonsmooth analysis)غير الممساء بالمعنى الكلاسيكي والمتعددة الاتصال أو بما يدعى 
 أىمية الدوال الداعمة في وضع شروط جديدة تضمن المساواة KrivanV,[2]بين 

)()()( xTxTxT LKLK  ، من أجلYLXK  من فضائي ،  مجموعتان جزئيتان محدبتان مغمقتان,
YXىيمبرت   خوارزمية تعتمد عمى الدوال JerryL.and, A. Willsky [3]بينما نجد عند اقتراح .  عمى الترتيب,
 وذلك انطلاقاً من S لممجموعة SL)( بطريقة قياس الخطوط المساعدة Sلإعادة بناء مجموعة محدبة ، الداعمة

فحدد نظرية خطوط المساعدة . كون قياس خطوط المساعدة قد لا تكون منسجمة مع أي مجموعة في المستوي
ميد ىذا البحث . لخوارزمية التحسين (أو أساس )  والتي تخدم كقاعدة ](1)النظرية المساعدة [3]  راجع [المنسجمة 

:  عند الزاوية ،  المحدودة والمغمقةS لممجموعة SL)(فقد عرّف الخطوط المساعدة ، لاستخدام نيج أكثر عمومية
})(|{)( 2  hwxxL T

S  
حيث إن  Tw  sincos الخط المعامد إلى الوحدة الناظمية والمماسة لـ S في الاتجاه الموجب لـ w .

: وأن
wxh T

Sx

sup)( 

 من Sوتمثل الدالة الداعمة لممجموعة . w- عمى المحورSىي قيمة أكبر مسقط ممكن من أية نقطة في 
 تقع تماماً وعمى وجو الخصوص بجية واحدة من نصفي المستوي Sويمكن لممرء أن يرى أن ، أجل أية قيمة لـ 

. إن لمدالة الداعمة ميمة وخصائصيا معروفة ومشابية لخصائص المتجيات المساعدة، SL)(المعرف بـ 
بينا ،  لممجموعات المستوية المحدبة باستخدام التوزيعP. Pikuta, W. Rzymowski [4] أيضاً عند دراسة 

: بحيث يكونومغمقة ,محدبة2C إذا وجدت مجموعة داعمة دوري ىي دالة - :P 2الدالةأن 



ttextp

Cx
,)(,max)( 
حيث أن  tttte ,)sin,(cos)( وأن yx ,2 الجداء الداخمي لممتجيين , yx. كما أشار 

 لمتحدب والشرط  Rademacher [10]الداعمة، نشير بذلك إلى اختبارإلى الشرط اللازم والكافي في اختبار الدالة 
  Firey [6].وGelfond [5] كذلك اختباريّ .  دالة الداعمةpاللازم والكافي كي تكون 

:  دالة داعمة إذا كانPتكون ، دوري- :P 2 بفرض أن الدالة p. 132] Gelfond ,[5]) :اختبار
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20من أجل كل  321  ttt ¸ حيث أن 12 tt و  23 tt .
1}:1{ ليكن  xxS nn نقول إن 1: nSP ىي دالة داعمة إذا وجدت مجموعة متراصة 

nCومحدبة  بحيث يكون  :
1,,max)( 


 n

Cx
Suuxup 

لتكن Firey( 6], p. 239, Lemma] :)  اختبار naaa ,.....,,  قاعدة ثابتة متعامدة في 21
n ،

:1تكون الدالة  nSPدالة داعمة إذا تحقق  :
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1وذلك من أجل كل 
121 .....,,, 
 

n
n Suuu ، وحيث أنnitutu i

n

i

iin ,....,2,1,0,
1

1 


 .

 كما، Rademacher [10] إلى اختبار P. Pikuta, W. Rzymowski [4]وفيما يتعمق بتحدب دالة، أشار
. ](4)النظرية - [4] راجع [قدم اختباراً آخر لتحدب دالة باستخدام توزيع المشتقات لمدالة 

:1إذا كانت : نظرية nSu دالة مستمرة و baba uu ,,
 كانت 2قياس ، دوريRadon الموجب 

: تحقق، عمى 

  0)()( ,,

2

0

,  dtuute bababa



 

,1من أجل كل   nSba 0 وحيث, ba ، عندئذ فإنnu .  تكون دالة محدبة~:
baba إن التوزيع [7]في المرجع L. Hörmander وضح  uu ,,

 2 -قياس ، دوريRadon موجب عمى 
 . وعرّفnu :1 تمديد متجانس بشكل ايجابي لمدالة ~: nSu أي 

 nxxuxu  ,0,)()(   و 1:1  xxS nn 1 وأنو من أجل,  nSba تحقق 
0, ba 1 يعرّف

, :  n
ba Se ، حيثtbtate ba sincos)(,  و :,bauبحيث 

))(()( ,, teutu baba  ،وأن: 
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  هأهدافو البحث أهمية

ودراسة العلاقة بين الدوال الداعمة والدوال ،  ييدف ىذا البحث إلى تعريف الدالة الداعمة في فضاء ىيمبرت
وتصبح إمكانية الاستفادة من ، وبيذا يتم تخفيف بعض القيود عمى المسائل المطروحة. المحدبة والدوال تحت الجمعية

كما نيدف إلى دعم وتطوير البحث . ىذه النتائج في التطبيقات اليندسية والفيزيائية والرياضية أكثر سيولة
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. العممي وتزويد الباحثين وطلاب الدراسات العميا بمعمومات إضافية من الناحيتين النظرية والتطبيقية
 

:  طرائق البحث ومواده
 يقع ىذا البحث ضمن اختصاص الرياضيات النظرية والتي تخص التفاضل والتحميل المحدب، كما ويمكن 

. الاستفادة منو في الدراسات التطبيقية في كميتي العموم واليندسة
: تعاريف ومفاهيم أساسية- 4

:  نحتاج ىنا لمتطرق إلى بعض التعاريف الآتية
. ىو فضاء جداء داخمي تام: H  فضاء ىيمبرت 

:  حيثH كرة الواحدة في فضاء ىيمبرت S  لتكن 
 1:  xHxS 

Hf نقول إن الدالة  إذا كان  (متجانسة من الدرجة الأولى) ىي دالة متجانسة موجبة :
)()( xfxf   0 من أجل كل و Hx .

Sf ونقول إن الدالة  محدودة ،  غير خالية و مغمقةHCإذا وجدت مجموعة ،  دالة داعمة:
: وحيث أن، ومحدبة

.,max)()( uxxxf
Cu

def

C


 

. Sxمن أجل كل
Hf نقول أيضاً إن الدالة  :  إذا كانSتحت جمعية عمى كرة الواحدة :

)(2)()( xfyxfyxf  
,0 مع Hy و Sxوذلك من أجل كل  yx .

 
: النتائج والمناقشة 
Hfإذا كانت : 1 مبرهنة  :  دالة مستمرة متجانسة و موجبة فإن العبارات الآتية:

      1 -fدالة محدبة  .
      2 -fدالة داعمة  .
      3 -f دالة تحت جمعية عمى كرة الواحدة S .

)3()2()1(تكون متكافئة، أي إن   .
)2()1(: البرهان   إذا كانت f مستمرة و متجانسة بشكل موجب ومحدبة فإنيا تكون دالة تحت جمعية 

: والمجموعة. Hفي 
 HyyfyxHxC  ,)(,: 

، Hahn-Banach [8] ويمكن إثبات ذلك بمساعدة نظرية التمديد ، ىي غير خالية ومغمقة ومحددة ومحدبة
 :Hyمن أجل كل ، علاوة عمى ذلك

yxyf
Cx

,max)(


 
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 )2()3(  إذا كانت الدالة Hf  دالة داعمة فيي متجانسة بشكل ايجابي و تحت جمعية عمى :
H ينتج أنو من أجل Hyx ,يكون لدينا  :

)()()()2()(2 yxfyxfyxyxfxfxf  
 )3()1( بما أن ،  لمبرىان عمى ذلك نقسم البرىان إلى أربع خطواتf ىي متجانسة بشكل موجب يكفي 

. H تحت جمعية عمى fفقط إثبات أن 
Sbaمن أجل ، لنعرف: 1الخطوة  , 0 و, baالمستوي ثنائي الأبعاد   :

 2

2121
),(:),(   baba 
2ومن أجل 

21 ),(     : 
)()( 21, baff ba   

: ويكون من السيل التحقق أن
)()()( yfxfyxf  

,),(من أجل كل  bayx  شريطة أن تكون baf بالتالي من أجل أي . 2 دالة تحت جمعية في ,
Hyx , يوجد Sba , 0 تحقق, ba وأن ),(,, bayxyx  وىذا يكفي لإثبات أن كل دالة baf , 

. ىي دالة تحت جمعية وىذا يحقق المطموب
: 2الخطوة 
Sba  لنأخذ , 0 وحيث أن, ba ، نعرف من أجل كلt :

     tbtafteftpttte ba sincos)()(,sin,cos)( ,  
: بالتالي يتطمب منا أن يكون

 cos)(2)()( tptptp  

 وكل tمن أجل كل 
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Sx ،xxxحيث 2  0 و, yx ،ينتج لدينا: 
   

   
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
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 

 :3الخطوة 
ppالتوزيع  (2.1نظرية -[3]راجع  ) لنفرض أن  ولنضع .  غير سالب   ,0Cغير سالب  .

: لنبين أن
  0)()()(  dttttp  
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: حيث
  

 dtttttpdtttp )(2)()()(
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: فنحصل عمى، تكون محققة
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:  4. الخطوة
pp  إذاً  و ،  ىو غير سالب2 -( [4] في 2 أو النظرية 3.1 المقترح [9]راجع )، دوري 

: حيث أن، 2Uمجموعة متراصة ومحدبة يوجد 
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def

U ,)(,max)(  

من أجل كل  ),( 21  بالتالي يكون لدينا )()(,  Ubaf والتي ينتج عنيا  :
)()()( ,,,  bababa fff  

,2من أجل كل  .
 

:  الاستنتاجات والتوصيات
Sf إذا فرضنا أن  :  دالة داعمة إذا كانfفإن .  دالة مستمرة ومحدودة:
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,0مع ، Hy و Sxمحققة من أجل كل  yx  .
 تأتي أىمية ىذا البحث من كون فضاء ىيمبرت ىو الأكثر استخداماً في دراسة المسائل العممية التطبيقية منيا 

وعند ، ضمن شروط مفروضة لتحقيق النتائج المطموبةداعمة وتزيد ىذه الأىمية عند الاعتماد عمى الدوال ال، والنظرية
Hfوىذا ما قدمتو النظرية عند دالة ، تخفيف ىذه الشروط فإن إمكانية تطبيق النتائج تتحسن نحو الأفضل : 

 :مستمرة متجانسة و موجبة من تكافؤ العبارات
fدالة محدبة   دالة داعمة   دالة تحت جمعية عمى كرة الواحدةS. 

:1 إن إمكانية البحث عن شرط لازم وكافي كي تكون الدالة  nSf دالة داعمة ما تزال قائمة، عمى 
 .الرغم من أن ىناك عدد كبير من الدراسات ما يزال تحت الانجاز
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