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 ممخّص  

 
تيتم نظرية المجموعات النجمية بتعيين نواة المجموعة النجمية وأيضاً رؤية النقاط والمناطق لبعضيا البعض، 

ففي حالة الرؤية الدرجية برىن الباحث راجيف موتواني أن نقاط المناطق المفصولة عن بعضيا بالأغوار لا ترى بعضيا 
بعضاً، وبعد ذلك تمكنت الباحثة مارلين برين من إيجاد طريقة لتعيين نواة المضمع المتعامد النجمي درجياً عندما يكون 

 . المضمع المتعامد بسيط الترابط
في ىذا البحث سوف نعمم الطريقة السابقة عندما يكون المضمع المتعامد المغمق ثنائي الترابط،وجبية المركبة 
المحدودة لممتممة اجتماعاً لثلاث ممرات درجية كل منيا مؤلف من أكثر من ضمعين، وسنثبت أن النواة تتألف من 

.  مركبة واحدة فقط
 
 

 .المضمعات المتعامدة، المجموعات النجمية ضمن ممرات درجية: الكممات المفتاحية
 
 
 
 
 
 

                                                           
. سورية-اللاذقية-جامعة تشرين-كمية العموم- قسم الرياضيات-أستاذ مساعد  *

 .سورية-اللاذقية-جامعة تشرين-كمية العموم-  قسم الرياضيات- (دكتوراه)دراسات عمياطالبة **



 ظريف، شاىين، حسن                           العلاقة بين النواة الدرجية ووضعية الممرات الدرجية الثلاث في المركبة المحدودة لممتممة

100 

 2015 (4)العدد  (37) المجمد العموم الأساسيةسمسمة -  مجمة جامعة تشرين لمبحوث والدراسات العممية 
Tishreen University Journal for Research and Scientific Studies - Basic Sciences Series Vol.  (37) No. (4) 2015 

 

The relation between the staircase kernel  

and the position of the three staircase paths  

of the bounded component for the complement 
 

Dr. Adnan Zarif 
*
 

Dr. Ramee Shaheen* 

Njod Hassan
**

 

 
 (Received 6 / 4 / 2015. Accepted 13 / 7 /2015) 

 

  ABSTRACT    

 

One of the most important subjects that the starshaped sets theory concerned withis 

specifying the kernel of the starshaped set and vision the points and regions for each other. 

So in staircase visibilitytheresearcher Rajeev Motwani proved that the points of separating 

regions with dents cannot see each other. After that Breen could find a way for specifying 

the kernel of starshaped orthogonal polygon when this orthogonal polygon is simply 

connected. 

In this paper we will generalize the previous way when the closed orthogonal 

polygon is secondly connected and the bounded component for the complement is union of 

three staircase paths, every path consists of more than two edges. We will prove that the 

kernel is only one component.   
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 :مقدمة
مسألة إيجاد معايير : منذ ظيور نظرية المجموعات النجمية إلى النور اىتم الباحثون بدراسة مسائل كثيرة منيا

نجمية مجموعة ما كأن ندرس نقاط جبية المجموعة أو بعض نقاط الجبية أو غير ذلك، وكذلك مسألة تغطية 
المجموعة النجمية أو تغطية المجموعات غير النجمية بمجموعات نجمية، وأيضاً مسألة تجزئة المجموعة غير النجمية 

. إلى أقل عدد ممكن من المجموعات النجمية، ومسألة تعيين نواة المجموعة النجمية ودراسة خواص النواة
، وذلك في حالة الرؤية 1967 عام[1]أحد أىم المعايير التي بحثت في النواة ىي النظرية المشيورة لـ تورانزوس 

 صحة نظرية مرادفة ليذه النظرية باستخدام مفيوم الرؤية [2] أثبتت الباحثة مارلين برين 1992العادية، وفي عام 
 فقد برىن الباحث راجيف موتواني 1990 مضمعاً متعامداً بسيط الترابط، أما في عام 𝑆الدرجية عندما تكون المجموعة 

إذا ) أن نقاط المناطق المفصولة عن بعضيا بالأغوار لا ترى بعضيا بعضاً، حيث أثبت صحة النظرية الآتية [3]
𝑆كانت ⊆ 𝑅2 ،𝑆 ≠ ,𝑥 مضمعاً متعامداًبسيط الترابط وكانت∅ 𝑦 ∈ 𝑆 ٍنقطتين كيفيتين، عندئذ 𝑥لا ترى  𝑦 إذا وفقط 

,  𝐵𝑟 𝐷 إلى إحدى المنطقتين 𝑥  بحيث تنتمي𝑆 في 𝐷 إذا وجد غور 𝐵𝑙 𝐷  المفصولتين بيذا الغور وتنتمي 𝑦 إلى 
 من وضع طريقة لإيجاد نواة المضمع المتعامد بسيط الترابط و [2] تمكنت الباحثة برين 1992، وفي عام (الثانية

ولكن عندما يكون المضمع المتعامد ثنائي الترابط فإن الطريقة السابقة غير كافية، وكذلك توجد عدة . النجمي درجياً 
حالات ولكل حالة طريقة عامة خاصة بيذه الحالة، وفي بحثنا ىذا سوف نناقش الحالة التي تكون فييا جبية المركبة 

لثلاث ممرات درجية كل منيا مؤلف من أكثر من  المحدودة لمتممة المضمع المتعامد المغمق النجمي المدروس اجتماعاً 
. ضمعين

وىكذا كانت الرؤية الدرجية موضع اىتمام الكثير من الباحثين عمماً أن مفيوم الرؤية الخطية قدّم العديد من 
. ، وكذلك تمت الاستفادة من نتائج في التحدب في الحصول عمى نتائج في النجمية[4]النتائج القيمة في التحدب 

 
: أىمية البحث وأىدافو

تأتي أىمية البحث من كونو يقدم إضافات جديدة في نظرية المجموعات النجمية في حالات متقدمة منيا 
بالاستفادة من مفيوم الرؤية الدرجية، أما اليدف من البحث فيو تعيين عدد مركبات نواة المضمع المتعامد المغمق ثنائي 
الترابط والنجمي درجياً، وتعيين أماكن وجود ىذه المركبات في عدة حالات، عمماً أن جبية المركبة المحدودة لممتممة 

 .عبارة عن اجتماعثلاثة ممرات درجية كل منيا مؤلف من أكثر من ضمعين
 

: طرائق البحث ومواده
نعتمد في بحثنا عمى مفاىيم وأفكار نظرية المجموعات النجمية وعمى الأبحاث العممية المتقدمة والحديثة في 

.  مجالي التحدب و النجمية و نستخدم المفاىيم الأساسية في التبولوجيا
 

 :تعاريف
 [6]،: [5] (orthogonal polygon)تعريف المضمع المتعامد 

𝑆 لتكن  ⊆ 𝑅2 مجموعة غير خالية، تدعى 𝑆 مضمعاً متعامداً إذا كانت اجتماعاً مترابطاً لعدد منتو من 
.  المضمعات المحدبة و التي أضلاعيا توازي المحاور الإحداثية
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 [6]،[5]: (staircase path)تعريف الممر الدرجي 
,𝑣𝑖−1  أضلاعو𝑅2 ممراً مضمعياً بسيطاً في λليكن  𝑣𝑖 ; 𝑖 = 1,2, … , 𝑛   توازي المحاور الإحداثية، يدعى 

.  ممراً درجياً إذا لم يكن لأي اثنين من أضلاعياتجاىين متعاكسينλ الممر 

 
أي غرب، جنوب، غرب، ) ىو الغرب والجنوب 𝑦 إلى 𝑥من  (1)وىكذا يكون اتجاه الممر الموضح في الشكل

.               ولا يمكن أن يحوي أي ضمع أفقية باتجاه الشرق ولا ضمع عمودية باتجاه الشمال (جنوب، غرب
,𝑥  إذا لم يكن 𝑆 ممراً درجياً أعظمياًفي λ ويدعى الممر الدرجي  𝑦 ∪ 𝜆 ممراً درجياً في  𝑆 حيث أن

 𝑥, 𝑦 ⊆ 𝑆. 
  𝒚   (x-y path) : [6]،[7] إلى 𝒙تعريف الممر من 

. 𝑦  و𝑥 ويحوي النقطتين الطرفيتين 𝑆 محتوى في λ إذا كان 𝑆 في 𝑦 إلى 𝑥  ممراً من λ يدعى الممر 
 staircase visibility)) : [6]،[7]،[8]تعريف الرؤية الدرجية 

𝑆 لتكن ⊆ 𝑅2 مجموعة كيفية ولتكن 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 يقال إن ، 𝑥 ترى 𝑦 ًدرجيا (أو𝑦 مرئية درجياً من 𝑥)  في𝑆 
. 𝑦 و𝑥  يحوي كمتي النقطتين 𝑆 إذا وجد ممر درجي في 

 [9]،[5]: (orthogonally starshaped set  )تعريف المجموعة النجمية درجيا 
 بحيث أن 𝑆 في 𝑝إذا وجدت نقطة واحدة عمى الأقل مثل  (نجمية متعامدة) نجمية درجياً 𝑆 تدعى المجموعة 

𝑝 ترى كل نقطة في 𝑆 ضمن ممرات درجية في 𝑆  .
 [10]،   (staircase kernel): [2] [6]تعريف النواة الدرجية

 𝑆 نجمية درجياً بالنواة الدرجية لممجموعة 𝑆 التي تكون من أجميا المجموعة 𝑝تدعى مجموعة جميع النقاط 
 .𝐾𝑒𝑟 𝑆ويرمز ليا 

 : [5] (staircase convex set )تعريف المجموعة المحدبة درجيا 
,𝑥إذا كان من أجل كل نقطتين  (أو محدبة متعامدة) محدبة درجيا 𝑆  تدعى المجموعة  𝑦 ∈ 𝑆 فإن 𝑥 ترى y 
. 𝑆ضمن ممرات درجية في 

 : [2]  (horizontally convex set)تعريف المجموعة المحدبة أفقياً 
,𝑥 محدبة أفقياً إذا كان من أجل كل نقطتين 𝑆 تدعى المجموعة  𝑦 ∈ 𝑆 والقطعة المستقيمة  𝑥, 𝑦  أفقية فإن 

 𝑥, 𝑦 ⊆ 𝑆  .
 : [2] (vertically convex set)تعريف المجموعة المحدبة عمودياً 

,𝑥 محدبة عمودياً إذا كان من أجل كل نقطتين 𝑆 تدعى المجموعة  𝑦 ∈ 𝑆 والقطعة المستقيمة  𝑥, 𝑦  عمودية 
,𝑥 فإن  𝑦 ⊆ 𝑆  .

 ,[11],[12][4] ,[8]:(point of local convexity of S)تعريف نقطة التحدب الموضعي 
𝑆 لتكن  ⊆ 𝑅2 مجموعة غير خالية ولتكن 𝑥 ∈ 𝑆يقال إن .  نقطة كيفية𝑥 نقطة تحدب موضعي لممجموعة 

𝑆 إذا وفقط إذا وجدت مجاورة 𝑁 ⊆ 𝑅2 لمنقطة 𝑥  بحيث تكون المجموعة 𝑁 ∩ 𝑆مجموعة محدبة   .
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 :[2] (dent of S)تعريف الغور 
, 𝑣1  مضمعاً متعامداً جبيتو خط مغمق بسيط تدعى الضمع 𝑆 ليكن  𝑣2   غوراً في 𝑆 إذا وفقط إذا لم يكن  𝑆 

.  𝑣1  ,𝑣2محدباً موضعياً عند كل من النقطتين 
: يوجد نوعان للأغوار ليا أربعة اتجاىات

 .(أغوار شرقية وأغوار غربية)وعمودية  (أغوار شمالية وأغوار جنوبية)أفقية 
, 𝑣1 يدعى الغور الأفقي  𝑣2   غوراً شمالياً إذا وفقط إذا كانت كمتا النقطتين 𝑣0 , 𝑣3 فوق المستقيم الحامل 

, 𝑣1 لمضمع  𝑣2   حيث أن الذروة 𝑣0 تسبق 𝑣1 و الذروة 𝑣3 تمي 𝑣2 ،( (2)الشكل .)
, 𝑣1 يدعى الغور الأفقي  𝑣2   غوراً جنوبياً إذا وفقط إذا كانت كمتا النقطتين 𝑣0 , 𝑣3 تحت المستقيم الحامل 

, 𝑣1 لمضمع  𝑣2  حيث أن الذروة 𝑣0 تسبق 𝑣1 و  الذروة 𝑣3 تمي 𝑣2 .
 
 

     
 
 
 

, 𝑣1  يدعى الغور العمودي  𝑣2  غوراً شرقياً إذا وفقط إذا كانت كمتا النقطتين 𝑣0 , 𝑣3 يمين المستقيم الحامل 
, 𝑣1 لمضمع  𝑣2  ويدعى الغور العمودي (2)، الشكل ، 𝑣1 , 𝑣2   غوراً غربياً إذا وفقط إذا كانت كمتا النقطتين 𝑣0 , 𝑣3 

, 𝑣1 يسار المستقيم الحامل لمضمع  𝑣2   حيث أن الذروة𝑣0 تسبق 𝑣1والذروة 𝑣3 تمي 𝑣2. 
 [3]:تعاريف
 وطوليا أعظم ما يمكن في 𝑆 ومحتواة في 𝐷القطعة المستقيمة التي تحوي 𝐷 ولتكن 𝑆 غوراً في 𝐷ليكن 

𝑆 عندئذٍ تتألف𝐷 ∖ 𝐷 من قطعتين مستقيمتين𝐷rإلى يمين  𝐷 و 𝐷l إلى يسار 𝐷 
𝐷ليكن  = 𝑁 غور شمالي في 𝑆 ولتكن S  = S ∖ D  ٍعندئذ  :

 وىي تقسم إلى  𝐵 𝐷 إلى شماليابالرمز  𝐷 والتي تقابل Sنرمز لمجموعة جميع المركبات المترابطة لممجموعة -
 ونرمز 𝐷l والمناطق التي تقابل القطعة المستقيمة  𝐵𝑟 𝐷 ونرمز ليا 𝐷rالمناطقالتي تقابل القطعة المستقيمة : قسمين

.  𝐵𝑙 𝐷ليا
  𝐴 𝐷 نرمز ليا  𝐷 إلى جنوبو مع  𝐷 والتي تقابل Sمجموعة جميع المركبات المترابطة لممجموعة -
𝑆 و  𝐴 𝐷إن المجموعات -  ∖ 𝐵𝑟 𝐷  و  𝑆 ∖ 𝐵𝑙 𝐷  مجموعات مترابطة جزئية من 𝑆 .
,𝑥 الغور الفاصل لمنقطتين 𝐷نسمي الغور- 𝑦 ∈ 𝑆إذا تحقق𝑥 ∈ 𝐵𝑟 𝐷  , 𝑦 ∈ 𝐵𝑙 𝐷 أو بالعكس  .

,𝐼𝑛𝑡 𝑆،𝑏𝑑 𝑆،𝑐𝑙 𝑆  ،𝜆 𝑥: سوف نستخدم الرموز الآتية 𝑦  لمدلالة عمى داخمية المجموعة  S جبية ،
.  عمى الترتيب𝑦 إلى 𝑥 من λ، الممر الدرجي S، لصاقة المجموعة Sالمجموعة 

: نعرض فيما يمي بعض المبرىنات المستخدمة في ىذا البحث
 [2]: (1)مبرىنة

 .كل مضمع متعامد بسيط الترابط ولا يحوي أغواراً يكون محدباً متعامداً 

v0

v1

                 

v2
v 2

v1 v0
v3

v3

 (2)       
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 [3]: (2)مبرىنة
كل مضمع متعامد بسيط الترابط يحوي أغواراً عمودية فقط يكون محدباً أفقيا، وكل مضمع متعامد بسيط الترابط 

 .يحوي أغواراً أفقية فقط يكون محدباً عمودياً 
 [6]:(3)مبرىنة

. 𝑆 ليما نفس الاتجاه ونياية الأول ىي بداية الثاني ىو ممر درجي في 𝑆اجتماع ممرين درجيين في 
 

: النتائج والمناقشة
: (1)مبرىنة 

𝑺ليكن ⊆ 𝑹𝟐 ،𝑺 ≠ ,𝒙 مضمعاً متعامداً، ولتكن ∅ 𝒚 ∈ 𝑺 نقطتين كيفيتين عمى استقامة واحدةومفصولتين 
، عندئذرٍ  : بغوررٍ
,𝒙 تكون  (1 𝒚  أفقية إذا وفقط إذا كان الغور الفاصل بين 𝒙 و 𝒚 أفقياً؛ 
,𝒙 تكون  (2 𝒚  عمودية إذا وفقط إذا كان الغور الفاصل بين 𝒙 و 𝒚 ًعموديا  .

: البرىان
,𝑥لتكن :لزوم الشرط(1 𝑦 ∈ 𝑆 نقطتينعمى استقامة واحدة ولنفرض أن  𝑥, 𝑦  أفقية وبالتالي إحدى النقطتين 

𝑥فإن 𝐷شرق الأخرى،وبما أنيما مفصولتين بغور  ∈ 𝐵𝑟 𝐷  , 𝑦 ∈ 𝐵𝑙 𝐷  أو بالعكس،وبما أن إحدى النقطتين شرق
,  𝐵𝑟 𝐷الأخرىفإن إحدى المنطقتين  𝐵𝑙 𝐷 شرق الأخرى والغور الفاصل ىو غور أفقي  .

,𝑥لتكن : كفاية الشرط 𝑦 ∈ 𝑆 نقطتين عمى استقامة واحدة ومفصولتين بغور أفقي (جنوبي مثلًا وليكن𝑠)  وىذا
𝑥 يعني أن إحدى النقطتين ولتكن ∈ 𝐵𝑟 𝑠 والأخرى 𝑦 ∈ 𝐵𝑙 𝑠  وىكذا تكون 𝑥 في الشمال الشرقي من 𝑦 أو في 

,𝑥  أي أن 𝑦 شرق 𝑥 وبماأن النقطتين عمى استقامة واحدة فإن 𝑦 أو في شرق 𝑦الجنوب الشرقي من  𝑦 أفقية  .
. نبرىن صحتيا بأسموب مماثل (2

: ملاحظة
: التي تحوي مركبات النواة ويتم ذلك كما يمي𝑇لإيجاد نواة مضمع متعامد نجمي درجياً يمزمنا إيجاد المجموعة 

𝑆ليكن  ⊆ 𝑅2 ،𝑆 ≠  𝐿e أغواراً شرقية نفرض أن Sمضمعاً متعامداً مغمقاً ونجمي درجياً، عندئذٍ إذا حوى∅
لى 𝐿e نصف المستوي المفتوح المحدد بالمستقيم 𝑃e الأصغر، وأن 𝑥 ذات الإحداثي 𝑒المستقيم الحامل لضمع الغور   وا 

 𝑦 ذات الإحداثي  𝑁 المستقيم الحامل لضمع الغور𝐿N أغواراً شمالية نفرض أن 𝑆الغرب منو، وكذلك عندما يحوي 
ذا حوى𝐿N نصف المستوي المفتوح المحدد بالمستقيم 𝑃𝑁الأصغر، وأن  لى الجنوب منو، وا   أغواراً غربية نفرض أن S وا 

𝐿𝑊المستقيم الحامل لضمع الغور 𝑤 ذات الإحداثي 𝑥 الأكبر، وأن 𝑃𝑊 نصف المستوي المفتوح المحدد بالمستقيم 𝐿𝑊 
لى الشرق منو، وعندما يحوي   𝑦 ذات الإحداثي 𝑠 المستقيم الحامل لضمع الغور𝐿𝑆 أغواراً جنوبية نفرض أن Sوا 

لى الشمال منو، وعندئذٍ نحصل عمى 𝐿𝑆 نصف المستوي المفتوح المحدد بالمستقيم 𝑃𝑆الأكبر، وأن   وا 
: المعطاة بالعلاقة𝑇المجموعة

𝑇 =  𝑐𝑙 𝑃𝑒 ∩ 𝑐𝑙 𝑃𝑁 ∩ 𝑐𝑙 𝑃𝑊 ∩ 𝑐𝑙 𝑃𝑆  ∩ 𝑆 
𝑘𝑒𝑟 𝑆 تم إثبات أن [12]تجدر الإشارة إلى أنو في العمل  ⊆ 𝑇 [3] و[2]وذلك بالاستفادة من العممين .
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: (1)نتيجة
𝑆إذا كان  ⊆ 𝑅2 ،𝑆 ≠ 𝑇يحقق𝐿 مضمعاً متعامداً ونجمياً درجياً، فإن أي مستقيم أفقي أو عمودي∅ ∩ 𝐿 ≠

 . إلى مجموعتين مترابطتينعمى الأقل وكل منيا مضمع متعامد𝑆، يقسم ∅
: (2)مبرىنة 

𝑺ليكن  ⊆ 𝑹𝟐 ،𝑺 ≠  أغوار شرقية 𝑻توجد شرق المجموعة : ونجمياً درجياً،عندئذرٍ   مضمعاً متعامداً مغمقاً ∅
فقط، وغربيا أغوار غربية فقط، وشماليا أغوار شمالية فقط، وجنوبيا أغوار جنوبية فقط،حيث أن المجموعة 

𝑻معرفة وفق الصيغة:𝑻 =  𝒄𝒍 𝑷𝒆 ∩ 𝒄𝒍 𝑷𝑵 ∩ 𝒄𝒍 𝑷𝑾 ∩ 𝒄𝒍 𝑷𝑺  ∩ 𝑺 .
: البرىان
 فإن 𝑦 ىو الغور الشمالي ذو الإحداثيالأصغر𝑁 وبما أن 𝑁 غوراً شمالياً مختمفاً عن الغور الشمالي 𝑁1ليكن 

𝑁1 شمال𝐿𝑁ونعمم أن كل نقطة في، 𝑆شرق  𝑇 ىي جنوب 𝐿𝑁 وىكذا لا يمكن أن يكون𝑁1شرق 𝑇.وكذلك أي غور 
شرق 𝑠1لايمكن أن يكون 𝐿𝑠 ىي شمال𝑇  شرق𝑆 وبما أن كل نقطة في𝐿𝑠ىو جنوب 𝑠 مختمف عن الغور 𝑠1جنوبي 

𝑇وأيضاً أي غور غربي ىو غرب ،𝐿𝑊 وبالتالي غرب𝐿𝑒 فلا يمكن أن يكون شرق 𝑇 وينتج مما سبق أنو توجد شرق ،
𝑇أغوار شرقية فقط، وبأسموب مماثل نبرىن بقية الحالات   .

: (2)نتيجة
𝑆ليكن  ⊆ 𝑅2 ،𝑆 ≠  أغوار 𝐾 توجد شرق : ، عندئذٍ 𝐾 مضمعاً متعامداً مغمقاً ونجمي درجياً، نواتو الدرجية ∅

. شرقية فقط، وغربيا توجد أغوار غربية فقط، وشماليا توجد أغوار شمالية فقط، وجنوبيا توجد أغوار جنوبية فقط
: (3)مبرىنة 

𝑺ليكن  ⊆ 𝑹𝟐 ،𝑺 ≠ مركبة 𝑩 نجمية درجياً، ولتكن𝑺 مضمعاً متعامداً مغمقاً ثنائي الترابط، بحيث أن ∅
𝑹𝟐محدودة لممتمة  ∖ 𝑺عندئذرٍ إذا كانت المركبة𝑩 واقعة شرق المجموعة𝑻 فإنو لا يوجد أي غور شرقيغرب𝑩 

𝑻:، حيث أن𝑻وشرق  =  𝒄𝒍 𝑷𝒆 ∩ 𝒄𝒍 𝑷𝑵 ∩ 𝒄𝒍 𝑷𝑾 ∩ 𝒄𝒍 𝑷𝑺  ∩ 𝑺 .
: البرىان

 𝑣1 و 𝑢1ولنفرض أن الضمعين عمى جانبي الغور ىما 𝑇 وشرق𝐵واقع غرب e1نفرض جدلًا وجود غور شرقي 
 سوف تكون في اتجاه الشمال لأنو عندما 𝑢1 التي تمي𝑢2 وينتج عن ذلك أن الضمع العمودية𝑣1 شمال 𝑢1حيث أن

𝑢2في اتجاه الجنوب نحصل عمى الغور الجنوبي 𝑢1 وكذلك كل ضمع عمودية تمي(2)وىذا تناقض حسب المبرىنة،𝑢2  
 تمي 𝑣2 فإنيا جميعيا باتجاه الجنوب لأنو عندما 𝑣1سوف تكون في اتجاه الشمال، وأما الأضلاع العمودية التي تمي 

𝑣1 وفي اتجاه الشمال نحصل عمى الغور الشمالي 𝑣1 وىذا تناقض، وىكذا تتالى الأضلاع بعد 𝑣2 باتجاه ) بين أفقية
:  ونميز ىنا حالتين𝑦 نفرض نيايتيا 𝑣nوعمودية باتجاه الجنوب حتى نحصل عمى آخر ضمع  (الشرق أو الغرب

𝑦إما  (1 ∈ 𝑏𝑑 𝐵وبالتالي سواء كانت 𝑣n ىو إما ) أفقية أو عمودية نحصل عمى غور شمالي𝑣n أو الضمع 
(. (3)الشكل)، (𝑏𝑑 𝐵 في 𝑣nالتي تمي 
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 (3)الشكل
 

𝑦أو  (2 ∉ 𝑏𝑑 𝐵 وبالتالي 𝑦 ∈ 𝑏𝑑 𝑆 ∖ 𝑏𝑑 𝐵 ونعمم أنو ∀𝑥 ∈ 𝑣𝑖 ; 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 ⇒ 𝑥 ∈ 𝑏𝑑 𝑆 
حيث أن 𝑏𝑑 𝐵مضمع متعامد فيو مجموعة مترابطة وبما أنو ثنائي الترابط ومغمق فيو يحوي 𝑆لدينا 

𝑏𝑑 𝐵 ⊆ 𝑏𝑑  𝑆ولكن بقية النقاط داخل 𝑆 تنتمي إلى 𝑖𝑛𝑡 𝑆 وينتج عن ذلك أن نقاط الخط المؤلف من الأضلاع 
𝑣𝑖 ; i = 1,2, … , nتنتمي إلى 𝑖𝑛𝑡 𝑆وبالتالي 𝑥 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑆 إذن 𝑥 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑆 ∩ 𝑏𝑑 𝑆ونعمم أن 𝑖𝑛𝑡 𝑆 ∩ 𝑏𝑑 𝑆 =

وبمناقشة مماثمة للأضلاع ، 𝑇 وشرق 𝐵 غرب e1وىذا تناقض سببو الفرض الجدلي الخاطئ وىو وجود غور شرقي ∅
.  نحصل عمى نفس النتيجة𝑢2التي تمي 

𝑆إذا كان ):صحة النظرية الآتية[3]نشير إلى أن الباحث موتواني أثبتفي العمل  ⊆ 𝑅2 ،𝑆 ≠  مضمعاً ∅
,𝑥متعامداًبسيط الترابط وكانت  𝑦 ∈ 𝑆 ٍنقطتين كيفيتين، عندئذ 𝑥لا ترى  𝑦إذا وفقط إذا وجد غور  𝐷 في 𝑆 

𝑥بحيث ∈ 𝐵𝑟 𝐷  , 𝑦 ∈ 𝐵𝑙 𝐷 أما عندما يكون  (أو بالعكس𝑆متعدد الترابط فإننا نحصل عمى النتيجة الآتية  :
 :(3)نتيجة

𝑆إذا كان  ⊆ 𝑅2 ،𝑆 ≠ ,𝑥 مضمعاً متعامداًمتعدد الترابط وكانت ∅ 𝑦 ∈ 𝑆 ٍنقطتين كيفيتين، عندئذ 𝑥 لا 
:  إذا وفقط إذا تحقق عمى الأقل أحد الشرطين𝑦ترى

𝑥 بحيث 𝑆 في 𝐷 يوجد غور(1 ∈ 𝐵𝑟 𝐷  , 𝑦 ∈ 𝐵𝑙 𝐷  أو بالعكس؛
𝑅2لممتممة𝐵توجد مركبة محدودة  (2 ∖ 𝑆 تفصل𝑥 عن 𝑦 .

. [12]في العمل  (1)والمبرىنة المساعدة [3] انظر:البرىان
,𝑥وفي حالة خاصة عندما  𝑦 ∈ 𝑆وعمى استقامة واحدة نحصل عمى المبرىنة الآتية  :

 :(4)مبرىنة
𝑆إذا كان  ⊆ 𝑅2 ،𝑆 ≠ ,𝑥 مضمعاً متعامداًمتعدد الترابط وكانت ∅ 𝑦 ∈ 𝑆 ٍنقطتين كيفيتينعندئذ [𝑥, 𝑦] ⊆ 𝑆 

: إذا تحقق الشرطين
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𝑥 بحيث 𝑆 في 𝐷 لا يوجد غور (1  ∈ 𝐵𝑟 𝐷  , 𝑦 ∈ 𝐵𝑙 𝐷  أو بالعكس؛
𝑅2 لممتممة 𝐵لا توجد مركبة محدودة  (2 ∖ 𝑆 تفصل 𝑥 عن 𝑦 

: (5)مبرىنة
𝑺ليكن ⊆ 𝑹𝟐 ،𝑺 ≠  نجمية درجياً، عندئذ إذا كانت 𝑺 مضمعاً متعامداً مغمقاً ثنائي الترابط، بحيث أن ∅

𝑹𝟐 لممجموعة 𝑩 جبية المركبة المحدودة  ∖ 𝑺 اجتماعاًلثلاثةممرات درجية كل منيا مؤلف من أكثر من ضمعين فإن
.  تتألف من مركبة واحدة فقط𝑺نواة 

 :البرىان
𝜆مؤلفة من اجتماع الممرات الثلاث 𝑏𝑑 𝐵لتكن  ∪ φ ∪ ρ وبما أن طول الممر الدرجي أعظمي في 

 𝑏𝑑 𝐵 ،فإن أحد الممرات الثلاثة سوف يتقاطع مع كل من الممرين الآخرين بضمع بينما يتقاطع الممرين الآخرين بنقطة
,λ aولنفرض أن b ∩ φ c, d =  c, b  و𝜆 a, b ∩ 𝜌 𝑧, 𝑑 =  𝑎, 𝑧  وφ 𝑐, 𝑑 ∩ ρ z, d =

 d  ولنفرض دون المساس بعمومية المسألة أن اتجاه𝜆 a, b  ىو الشرق والجنوب فيكون اتجاه كل من 𝜑, 𝜌 ىو 
(. (4)الشكل )الجنوب والغرب، 

 ولنأخذ 𝑚 جنوب 𝑙 حيث 𝑚𝑙𝑑𝑡 ىو 𝐴 ولنفرض أن المستطيل 𝑏𝑑 𝐵 أصغر مستطيل يحوي 𝐴ليكن 
. 𝐴 فينقسم المستوي إلى ثمانية أجزاء غير محدودة وجزء واحد محدود فقط ىو 𝐴 المستقيمات الحاممة لأضلاع 

  
 
 
 
 
 
 
 

𝐾𝑒𝑟𝑆 مجموعة نجمية بالتالي 𝑆لدينا بالفرض  ≠ 𝜙 ولتعيين مركبات النواة نلاحظ أنو لا توجد أي مركبة ،
، ((5)الشكل )، [12]في العمل  (1) وذلك حسب المبرىنة المساعدة 𝐵شرق أو غرب أو جنوب أو شمال 𝑆لنواة 

لأنيا 𝐵 أو الجنوب الشرقي من 𝐵أو في الشمال الغربي من𝐵 في الجنوب الغربي من𝑆وأيضاً لا توجد أي مركبة لنواة 
,λ 𝑎لا ترى جميع نقاط  𝑏 و 𝜑 c, d و𝜌 𝑧, 𝑑  [12]في العمل (2)عمى الترتيب، وذلك حسب المبرىنة المساعدة ،

:  ولنبرىن ذلك𝑆فيو يحوي نواة 𝐵أما الشمال الشرقي من 
𝑇المجموعة لنوجد =  𝑐𝑙 𝑃𝑒 ∩ 𝑐𝑙 𝑃𝑁 ∩ 𝑐𝑙 𝑃𝑊 ∩ 𝑐𝑙 𝑃𝑆  ∩ 𝑆كما سبق، فتكون𝑘𝑒𝑟 𝑆 ⊆ 𝑇. 

 وبما أن الدراسة متشابية سوف 𝑆 لممتممة أوضاعاً مختمفة داخل 𝐵نعمم أنو يمكن أن تأخذ المركبة المحدودة 
𝑏𝑑 𝐵ندرس الوضعين ⊆ 𝑇 و 𝑏𝑑 𝐵 شرق 𝑇 [11]، ونكتفي بتعيين النواة في بقية الحالات، انظر .
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𝑏𝑑 𝐵لتكن  ⊆ 𝑇 ولنبرىن عمى وجود مركبة لنواة 𝑆 في الشمال الشرقي من 𝐵: 
𝑘𝑒𝑟 𝑆بما أن  ⊆ 𝑇نأخذ 𝐷 مجموعة نقاط 𝑇 في الشمال الشرقي من 𝐵 وبما أن ،𝑇لا تحوي أغواراً و 𝑏𝑑 𝐷 
 𝑚 اجتماع القطعتين المستقيمتين المتعامدتين في 𝐵 الموجود في الشمال الشرقي من 𝑏𝑑 𝑇ىي الجزء من 

𝑖𝑛𝑡 𝐵مجموعة مترابطة وبالتالي تكون مضمعاً متعامداً لا يحوي أغواراً، وبما أن 𝐷 فإن 𝑇والموجودتين داخل  ∩ 𝐷 =

.  محدبة متعامدة𝐷 تكون[2]في العمل  (1) بسيطة الترابط، و حسب المبرىنة𝐷فإن ∅
𝑥لتكن  ∈ 𝐷 نقطة كيفية، ولنبرىن أن 𝑥 ترى درجياً جميع نقاط 𝑆 ومن أجل ذلك نبين أولًا أن ،𝑥 ترى نقاط 

𝑏𝑑 𝐵 وثانياً أن 𝑥 ترى بقية نقاط 𝑆 .
𝑚لدينا  ∈ 𝐷لأن 𝑚 ∈ 𝑇 وموجودة في الشمال الشرقي من𝐵 ٍعندئذ ،𝑥 ترى 𝑚 ضمن ممرات درجية في 𝐷 

𝐷لأن ) 𝑆وبالتالي في  ( محدبة متعامدة𝐷لأن ) ⊆ 𝑆) وىذا يعني أنو يوجد ممر درجي في ،𝑆 من 𝑥 إلى 𝑚 
. μولنفرضو 

: ولنثبت ذلك كما يمي𝑏𝑑 𝐵 كل نقطة من 𝑆  ترى درجياً في 𝑥إن : أولاً 
 ىو الغرب والجنوب μ لذلك يكون اتجاه 𝑚 أو شرق 𝑚 أو شمال 𝑚 في الشمال الشرقي من 𝑥نلاحظ أن 

,ρ 𝑧، ولدينا اتجاه 𝑚إلى 𝑥 من 𝑑  ىو الغرب والجنوب من𝑧 إلى 𝑑 وكذلك m, z ⊆ 𝑆((4)حسب المبرىنة )
𝜇واتجاىيا ىو الغرب وينتج عن ذلك أن  ∪  𝑚, 𝑧 ∪ 𝜌 ممر درجي في 𝑆 من 𝑥 إلى 𝑑 وىكذا 𝑥 ترى درجياًفي  𝑆 

,𝜑 𝑐كل نقطة من نقاط ىذا الممر،وبنفس الأسموب لدينا اتجاه  𝑑  ىو الغرب والجنوب من 𝑐 إلى 𝑑 وكذلك 
 m, c ⊆ 𝑆 واتجاىيا ىو الجنوب وينتج عن ذلك أن μ ∪  m, c ∪ 𝜑 ممر درجي في 𝑆 من 𝑥 إلى 𝑑 وىكذا ،𝑥 
 القطعة المستقيمة jϵλ فنأخذ من أجل كل نقطة 𝜆كل نقطة من نقاطو،وأما بالنسبة لرؤية نقاط الممر 𝑆 ترى درجياً في 

,𝑗 الأفقية  𝑘 ⊆ 𝑆 ; 𝑘 ∈  𝑚, 𝑐 ((4)حسب المبرىنة ) ونحصل عمى الممر الدرجي𝜇 ∪  𝑚, 𝑘 ∪  𝑘, 𝑗  في  S 
(.  (5)الشكل )، λ كل نقطة من نقاط  S ترى درجياً في𝑥، وينتج عن ذلك أن j ترى درجياً 𝑥 وبالتالي j إلى 𝑥من 

. 𝑏𝑑 𝐵 كل نقطة من 𝑆  ترى درجياً في 𝑥إذن مما سبق نجد أن 
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 : إلى مجموعات جزئية كما يميS ومن أجل ذلك سوف نقسّم S بقية نقاط S  ترى درجياً في𝑥 لنبرىن أن :ثانياً 
  المجموعة𝐄 

,𝐿 𝑚نصف المستوي المفتوحالمحدد بالمستقيم 𝑃1ليكن 𝑐 لى الشرق منو و  نصف المستوي المفتوح المحدد 𝑃2وا 
,𝐿 𝑎بالمستقيم  𝑧 لى الشمال منو ولتكن 𝐹 وا  ⊆ 𝑆حيث𝑏𝑑 𝐹 = 𝜆 𝑧, 𝑐 ∪  𝑐, 𝑚 ∪  𝑚, 𝑧  ولنأخذ المجموعة

E = 𝐹 ∪  (𝑐𝑙(𝑃1) ∪ 𝑐𝑙(𝑃2) ) ∩ 𝑆  الجزئية من S حيث أن )، وىذه المجموعة مضمع متعامد بسيط الترابط
𝐸 ∩ 𝑖𝑛𝑡 𝐵 =  (.(6)الشكل )، 𝐸ولنوجد نواة  (∅

ذا 𝐿𝑁 و 𝐿𝑒 يمكن أن تحوي أغواراً من مختمف الأنواع وفي ىذه الحالة المستقيمان Eإن   يبقيان كما ىما، وا 
 يبقيان نفسييما، أما إذا لم يتحقق ذلك نأخذ 𝐿𝑊 و 𝐿𝑆 السابقين فإن 𝑤 والغربي s تحوي الغورين الجنوبي 𝐸كانت 

 نصف المستوي المفتوح المحدد 𝑃𝑠1 ولنفرض أن 𝐸 الأكبر في y ذو الإحداثي s1 الحامل لمغور الجنوبي𝐿𝑆1المستقيم 
لى الشمال منو، وبنفس الأسموب من أجلالغور الغربي 𝐿𝑆1بالمستقيم   ونصف المستوي المفتوح 𝐿𝑊1نأخذالمستقيمw1 وا 

𝑃𝑊1لى الشرق منو،فنحصل عمى نواة المجموعة Ker E:  المعطاة بالعلاقة𝐸 المحدد بو وا  =  cl PN ∩ cl Pe ∩

cl Ps1 ∩ cl Pw1  ∩ E ولدينا ،D ⊆ E ولنبرىن أن D ⊆ Ker E  :
yلتكن  ∈ D نقطة كيفية، عندئذٍ إما y تقع عمى Le أو غربو وبالتالي y ∈ cl Pe  أوy تقع عمى LN أو 

yجنوبو وبالتالي  ∈ cl PN  أو ،y تقع عمى L a, z  أو شمالو وبالتالي 𝑦 ∈ 𝑐𝑙 𝑃𝑆1  أو ، y تقع عمى𝐿 𝑎, 𝑐  
𝑦أو شرقو وبالتالي ∈ 𝑐𝑙 𝑃𝑊1 وىكذا ينتج لدينا :𝑦𝜖  𝑐𝑙 𝑃𝑁 ∩ 𝑐𝑙 𝑃𝑒 ∩ 𝑐𝑙 𝑃𝑠1 ∩ 𝑐𝑙 𝑃𝑤1  ∩ 𝐸 ومنو

𝑦 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝐸وبمراعاة الاختيار الكيفي لمنقطةy ∈ D نجد أن  𝐷 ⊆ 𝐾𝑒𝑟 𝐸 . 
𝑥بما أن ∈ 𝐷فإن𝑥𝜖𝑘𝑒𝑟𝐸 وىكذا ترى 𝑥 درجياً في 𝐸( وبالتالي في𝑆) كل نقطة من𝐸 .

 
 
 
 
 
 
 
 
  غرب المركبة المحدودة 𝑩 لممجموعة𝑹𝟐\𝑺 بما فييا نقاط𝑺 داخل المستطيل 𝑨: 

𝑦 نأخذمن أجل كل نقطة  ∈ 𝑆 غرب𝐵 القطعة المستقيمة الأفقية 𝑟, 𝑦  حيث 𝑟 ∈ 𝑏𝑑 𝐵 وىي أقرب نقطة  
 
 
 

,𝑟  فتكون 𝑦 إلى 𝑏𝑑 𝐵في  𝑦 ⊆ 𝑆( لأن غرب𝐵السابقة والمبرىنة (2)مجموعة محدبة أفقياً حسب المبرىنة
𝜇نحصل عمى  ، وىكذا([3]في العمل  (2) ∪  𝑚, 𝑧 ∪ 𝜌 𝑧, 𝑟 ∪  𝑟, 𝑦  وىو ممر درجي في 𝑆من 𝑥 
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 ترى 𝑥 نجد أن 𝑦 وبمراعاة الاختيار الكيفي لمنقطة 𝑆 درجياً في 𝑦 ترى 𝑥 ، وينتج عن ذلك أن((6)الشكل )،𝑦إلى
. 𝐵 كل نقطة غرب 𝑆درجياً في 
 جنوب المركبة المحدودة𝑩 لممجموعة 𝑹𝟐\𝑺 بما فييا نقاط 𝐒 داخل المستطيل 𝑨 :

𝑣بمناقشة مماثمة نأخذ من أجل كل نقطة  ∈ 𝑆 جنوب 𝐵القطعة المستقيمة العمودية  𝑢, 𝑣 ⊆ 𝑆  حيث 
𝑢 أن ∈ 𝑏𝑑 𝐵 أقرب نقطة في𝑏𝑑 𝐵 إلى 𝑣 ونحصل عمى ،𝜇 ∪  𝑚, 𝑐 ∪ 𝜑 𝑐, 𝑢 ∪  𝑢, 𝑣  وىو ممر درجي 
 ترى 𝑥 نجد أن 𝑣، وبمراعاة الاختيار الكيفي لمنقطة 𝑆 درجياً في 𝑣 ترى 𝑥، وينتج عن ذلك أن 𝑣إلى𝑥  من𝑆في 

 (.(6)الشكل )، 𝐵 كل نقطة جنوب 𝑆درجياً في 
  المجموعة𝑷 

في  (1)، وبنفس الأسموب في المبرىنة 𝐵 في الجنوب الغربي من المركبة المحدودة Sوىي جزء المجموعة 
 نحصل عمى صحة العلاقة [12]كما في العمل 𝑃 مضمع متعامد بسيط الترابط،ولتعيين نواة 𝑃نبرىن أن [12]العمل 

𝐾𝑒𝑟 𝑃 =  𝑐𝑙 𝑃𝑆2 ∩ 𝑐𝑙 𝑃𝑊2 ∩ 𝑅2 ∩ 𝑃حيث أن𝑠2 ىو الغور الجنوبي ذوالإحداثيy الأكبر في 𝑃 و 𝑃𝑆2 
لى الشمال منو، و𝐿𝑆2نصف المستوي المفتوح المحدد بالمستقيم   𝑃  الأكبر في 𝑥ىو الغور الغربي ذو الإحداثي 𝑤2 وا 

لى الشرق منو𝐿𝑊2 نصف المستوي المفتوح المحدد بالمستقيم 𝑃𝑊2و .  وا 
𝑑إن  ∈ 𝑃 وىي شمال 𝐿𝑆2أي أن 𝑑 ∈ 𝑐𝑙 𝑃𝑆2  ًوأيضا 𝑑شرق 𝐿𝑊2 أي أن 𝑑 ∈ 𝑐𝑙 𝑃𝑊2 إذن :𝑑 ∈

 𝑐𝑙 𝑃𝑆2 ∩ 𝑐𝑙 𝑃𝑊2 ∩ 𝑅2 ∩ 𝑃  وينتج عن ذلك أن𝑑 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑃 وىذا يعني أن 𝑑 ترى درجياً في 𝑃 كل نقطة
n وىكذا من أجل كل 𝑃من  ∈ P يوجد ممر درجي βفي  𝑃( وبالتالي فيS لأنP ⊆ S)  من𝑑 إلى n ونحصل
μ:عمى ∪  m, z ∪ ρ ∪ β أوμ ∪  𝑚, c ∪ φ ∪ β حيث أن كلًا منيما ممر درجي فيS من x إلى n وبمراعاة ،

𝑛الاختيارالكيفي لمنقطة  ∈ 𝑃نجد أن النقطة𝑥 ترى درجياً في S كل نقطة من 𝑃،( (6)الشكل .)
𝑥 وىذا يعني أن S كل نقطة من S ترى درجياً في 𝑥نستنتجمن المناقشة السابقة أن  ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝑆 وبمراعاة  

𝑥الاختيار الكيفي لمنقطة  ∈ 𝐷 نجد أن 𝐷 ⊆ 𝐾𝑒𝑟 𝑆 وىكذا نكون قد برىنا أن ، D مركبة لنواة𝑆 وقد برىنا أن أي ،
 الموجودة في 𝑇  ىي جميع نقاط𝐷 وبما أن 𝑇 ومحتواة في 𝐵 يجب أن تكون في الشمال الشرقي من𝑆مركبة لنواة 

𝐷 فإن𝐵الشمال الشرقي من  = 𝐾𝑒𝑟 𝑆  .
𝒃𝒅 𝑩ملاحظات عندما  ⊆ 𝑻 :

,𝑎 لدينا (1 𝑧 أفقيةو  𝑐, 𝑏 عمودية وىما الضمعان المشتركتان بين الممر 𝜆 والممرين 𝜑, 𝜌 ويتقاطع المستقيمان
 وىكذا لإيجاد النواة نأخذ المستقيمين الحاممين 𝑆 حيث توجد نواة 𝐵الحاملان ليذين الضمعين في الشمال الشرقي من 

,𝜑 وكل من الممرين 𝜆لمضمعين المشتركين بين  𝜌 فيتقاطع المستقيمان في نقطة ويقسمان المستوي إلى أربعة أرباع 
فتكون النواة من  (𝑇والتي ىي دوماً جزء من نقاط ) والربع المقابل لو يحوي النواة 𝐵أحدىا يحوي المركبة المحدودة 

 . 𝜆جية الممر
 ويتغير موضع النواة بتغير مواضع الممرات 𝑆 بزوايا قائمة نحصل عمى مركبة واحدة لنواة 𝐵بتدوير  (2

,𝜑 الذي يشترك مع كل من الممرين 𝜆 وتكون النواة في الجية المقابمة لمممر 𝐵الدرجية التي تشكل جبية  𝜌بضمع  .
,𝐿(𝑎عندما ينطبق  (3 𝑧) عمى 𝐿𝑁 فإن𝐷 عبارة عن قطعة مستقيمة أفقية، وكذلك عندما ينطبق 𝐿(𝑏, 𝑐) 

. 𝑚 عبارة عن النقطة 𝐷 عبارة عن قطعة مستقيمة عمودية، وعندما ينطبقا معاً فإن 𝐷 فإن 𝐿𝑒عمى 
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: مناقشة الحالات الأخرى
 بمعنى أن أي 𝜆 وىي مقابل الممر الدرجي 𝐵 يجب أن تكون في الشمال الشرقي من𝑆وجدنا أن أي مركبة لنواة 

 في 𝐵وىكذا سوف تأخذ جبية 𝜆 ومقابل الممر الدرجي 𝐴 خارج المستطيل المفتوح 𝑇ىي مجموعة نقاط 𝑆مركبة لنواة 
لا فإن) 𝑇مقابل المجموعة 𝜆كل منطقة توجد فييا وضعية واحدة أو وضعيتين وىي أن يكون الممر الدرجي   تكون 𝑆وا 

: (غير نجمية
1)𝒃𝒅 𝑩 شمال أو شرق أو غرب أو جنوب 𝑻:  

 𝑇 من جية المجموعة 𝜆حيث أنالممر الدرجي 𝑇 شرق 𝑏𝑑 𝐵لنفرض دون المساس بعمومية المسألة أن 
 وذلك حسب المبرىنة 𝐵 شمال أو شرق أو غرب أو جنوب Sولإيجاد النواة نعمم أنو لا توجد مركبة لنواة 

 لأنيا 𝐵 في الشمال الشرقي أو الجنوب الشرقي من S، وكذلك لا توجد مركبة لنواة [12]في العمل  (1)المساعدة 
 لأنيا لا ترى جميع نقاط الممر 𝐵 في الجنوب الغربي من S، ولا توجد مركبة لنواة ((7)الشكل)،𝑇لا تحوي نقاطاً من

𝜑أي مركبة لنواة  ، وىكذا تكونS في الشمال الغربي من 𝐵 ولإيجادىا نأخذ المستقيمين الحاممين لمضمعين المشتركين
,𝜑 وكل من الممرين 𝜆بين  𝜌فيتقاطع المستقيمان في النقطة 𝑚 ويقسمان المستوي إلى أربعة أرباع أحدىا يحوي 

 ، ولنفرض أن مجموعة النقاط 𝐵 الموجودة في الشمال الغربي من 𝑇 والربع المقابل لو يحوي نقاط 𝐵المركبة المحدودة 
𝐷ولنبرىن أن 𝐷 ىذه ىي = 𝐾𝑒𝑟 𝑆: 

,𝐿(𝑏 مستقيم عمودي و𝐿eلدينا  𝑐) مستقيم أفقي  فيما متقاطعان ولنفرض أن 𝐿𝑒 ∩ 𝐿 𝑏, 𝑐 =  𝑞  فتكون
 𝑞 اجتماع القطعتين المستقيمتين المتعامدتين في 𝐵 والموجود في الشمال الغربي من 𝑇 جزء من جبية 𝐷جبية 

.  محدبة متعامدة𝐷تكون[2]في العمل  (1)، وحسب المبرىنة𝐵 في الشمال الغربي من𝑇 والموجودتين داخل 
𝑥لتكن  ∈ 𝐷 نقطة كيفية، ولنبرىن أن 𝑥 ترى درجياً جميع نقاط 𝑆. 
𝑞 لدينا  ∈ 𝐷لأن  𝑞 ∈ 𝑇 وموجودة في الشمال الغربي من𝐵 ٍعندئذ ،𝑥 ترى 𝑞 ضمن ممرات درجية في 𝐷 
. μ ولنفرضو 𝑞 إلى 𝑥 من 𝑆 وىذا يعني أنو يوجد ممر درجي في 𝑆وبالتالي في 
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,𝑞 إن  - 𝑐 ⊆ 𝑆حيث أن (4)حسب المبرىنة: 𝑞, 𝑐 ⊆ 𝐿 𝑐, 𝑏  وبما أن𝑖𝑛𝑡 𝐵 ∩ 𝐿 𝑐, 𝑏 = فإن ∅
𝑖𝑛𝑡 𝐵 ∩  𝑞, 𝑐 = ,𝑞 ، وكذلك بما أن 𝑐 عن 𝑞وىذا يعني أنو لا توجد مركبة محدودة لممتممة تفصل ∅ 𝑐  أفقية 

ولكن حسب المبرىنة (إما شمالي أو جنوبي)يجب أن يكون غور أفقي 𝑐 عن 𝑞أي غور يفصل  (1)فحسب المبرىنة
. 𝑐 عن 𝑞 أغوار شرقية فقط وىذا يعني أنو لاتوجد أغوار أفقية تفصل 𝑇توجد شرق  (2)

,𝑚 إن  - 𝑧 ⊆ 𝑆حيث أن (4)حسب المبرىنة: 𝑚, 𝑧 ⊆ 𝐿 𝑎, 𝑧 وبما أن𝑖𝑛𝑡 𝐵 ∩ 𝐿 𝑎, 𝑧 =

𝑖𝑛𝑡 𝐵فإن∅ ∩  𝑚, 𝑧 = ، وكذلك حسب 𝑧 عن 𝑚 وىذا يعني أنو لا توجد مركبة محدودة لممتممة تفصل ∅
.  𝑧 عن 𝑚لا يوجد أي غور يفصل  (3)و (2)و (1)المبرىنات 
 : ولنثبت ذلك كما يمي𝑏𝑑 𝐵 كل نقطة من 𝑆  ترى درجياً في 𝑥إن : أولاً 

 ىو الشرق والجنوب μ لذلك يكون اتجاه 𝑞 أو غرب𝑞 أو شمال 𝑞 في الشمال الغربي من 𝑥نلاحظ أن 
,q ، ولدينا 𝑞إلى 𝑥 من m ⊆ 𝑆واتجاىيا ىو الشرق و m, z ⊆ 𝑆 واتجاىيا ىو الجنوب وكذلك اتجاه ρ 𝑧, 𝑑  ىو 

𝜇وينتج عن ذلك أن 𝑑 إلى 𝑧الشرق والجنوب من  ∪  𝑞, 𝑚 ∪  𝑚, 𝑧 ∪ 𝜌 ممر درجي في 𝑆 من 𝑥 إلى 𝑑 وىكذا 
𝑥 ترى درجياً في  𝑆 كل نقطة من نقاطو، وبنفس الأسموب لدينا  q, c ⊆ 𝑆 واتجاىيا ىو الشرق وكذلك اتجاه 

𝜑 𝑐, 𝑑  ىو الشرق والجنوب من 𝑐 إلى 𝑑 وينتج عن ذلك أن μ ∪  q, c ∪ 𝜑 ممر درجي في 𝑆 من 𝑥 إلى 𝑑 ،
 القطعة jϵλ فنأخذ من أجل كل نقطة 𝜆 كل نقطة من نقاطو، وأما بالنسبة لرؤية نقاط الممر 𝑆  ترى درجياً في 𝑥وىكذا 

,𝑗 المستقيمة الأفقية  𝑘 ⊆ 𝑆 ; 𝑘 ∈  𝑚, 𝑧  ((4)حسب المبرىنة ) ونحصل عمى الممر الدرجي𝜇 ∪  𝑞, 𝑚 ∪

 𝑚, 𝑘 ∪  𝑘, 𝑗  في  S من 𝑥 إلى j وبالتالي 𝑥 ًترى درجيا j وينتج عن ذلك أن ،𝑥ترى درجياً في S  كل نقطة من 
 .bdB كل نقطة من S  ترى درجياً في 𝑥إذن مما سبق نجد أن (. (7)الشكل )، λنقاط 

 : إلى مجموعتين كما يميS ومن أجل ذلك سوف نقسّم S بقية نقاط S  ترى درجياً في 𝑥لنبرىن أن :ثانياً 
S وىي نقاط 𝐸المجموعة الأولى ∩ 𝐴 اجتماع نقاطS شرق𝐴والمجموعة الثانية ،S ∖ 𝐸 وىي بقية نقاط S 

𝐒  نقاط𝐒  ترى درجياً في 𝒙لنبرىن أن  ∖ 𝑬: 
𝐷 وبما أن 𝑇وبالتالي نواتيا ىي  𝑤 و𝑠 و𝑁 و 𝑒إن ىذه المجموعة تحوي الأغوار  ⊆ 𝑇ولدينا𝑥 ∈ 𝐷فإنx ∈

𝐾𝑒𝑟 S ∖ 𝐸  فيي ترى درجياً في S ∖ 𝐸( وبالتالي فيS) كل نقطة منS ∖ 𝐸 .
 :وىي عبارة عن اجتماع ثلاث مجموعات جزئية𝑬 نقاط المجموعة  𝐒  ترى درجياً في 𝒙لنبرىن أن 

: 𝑩 شرق𝐒 وىي نقاط 𝑴الأولى
𝑦من أجل كل نقطة  ∈ 𝑀 نأخذ القطعة المستقيمة الأفقية 𝑟, 𝑦  حيث 𝑟 ∈ 𝑏𝑑 𝐵 وىي أقرب نقطة في 

𝑏𝑑 𝐵إلى 𝑦 فتكون  𝑟, 𝑦 ⊆ 𝑀 ⊆ 𝑆 (لأن𝑀 ًمحدبة أفقيا) ونحصل عمى الممر الدرجي في ،𝑆𝜇 ∪  𝑞, 𝑐 ∪

𝜑 𝑐, 𝑟 ∪  𝑟, 𝑦  من𝑥 إلى 𝑦 وينتج عن ذلك أن ، 𝑥 ترى 𝑦 درجياً في 𝑆وبما أن 𝑦 ∈ 𝑀 كيفيةفإن𝑥 ًترى درجيا 
. 𝑀 كل نقطة من𝑆في 

𝑨وىي نقاط 𝑸الثانية ∩ 𝐒 جنوب 𝑩 :
𝑣من أجل كل نقطة  ∈ 𝑄نأخذ القطعة المستقيمة العمودية 𝑢, 𝑣  حيث 𝑢 ∈ 𝑏𝑑 𝐵 وىي أقرب نقطة في 

𝑏𝑑 𝐵 إلى 𝑣 فتكون  𝑢, 𝑣 ⊆ 𝑄 ⊆ 𝑆 ( لأن𝑄محدبة متعامدة) ونحصل عمىالممر الدرجي في ،𝑆𝜇 ∪  𝑞, 𝑚 ∪

 𝑚, 𝑧 ∪ 𝜌 𝑧, 𝑢 ∪  𝑢, 𝑣 من 𝑥إلى 𝑣 وينتج عن ذلك أن ، 𝑥 ترى 𝑣 درجياً في 𝑆 وبمراعاة الاختيار الكيفي 
. 𝑄 كل نقطة من 𝑆 ترى درجياً في 𝑥 نجد أن 𝑣لمنقطة 
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𝑨 وىي نقاط 𝑭الثالثة ∩ 𝐒التي تحقق :𝒃𝒅𝑭 = 𝝀 𝒄, 𝒛 ∪  𝒛, 𝒎 ∪  𝒎, 𝒄  
𝑗محدبة متعامدةوبالتالي من أجل كل نقطة 𝐹 إن ∈ 𝐹 نأخذ القطعة المستقيمة الأفقية  𝑗, 𝑙 ⊆ 𝐹  حيث

𝑙 ∈  𝑚, 𝑧  ونحصل عمى𝜇 ∪  𝑞, 𝑚 ∪  𝑚, 𝑙 ∪  𝑙, 𝑗  وىوممر درجي في𝑆 من 𝑥 إلى 𝑗 وينتج عن ذلك أن𝑥 
𝑗 وبما أن 𝑆درجياً في 𝑗ترى  ∈ 𝐹كيفيةفإن 𝑥 ترى درجياً في 𝑆 كل نقطة من 𝐹 .

Sوكل نقطة من 𝐸  كل نقطة من𝑆 ترى درجياً في 𝑥مما سبق ينتج أن  ∖ 𝐸 وبالتالي فيي ترى كل نقطة من
𝑥 وينتج عن ذلك 𝑆نقاط  ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝑆 وبما أن 𝑥 ∈ 𝐷 كيفية فإن 𝐷 = 𝐾𝑒𝑟 𝑆  .

2)𝒃𝒅 𝑩 في الشمال الشرقي أو الشمال الغربي أو الجنوب الشرقي أو الجنوب الغربي من 𝑻: 
 من جية 𝜆حيث أنالممر الدرجي 𝑇 في الشمال الشرقي من 𝑏𝑑 𝐵لنفرض دون المساس بعمومية المسألة أن 

𝐾𝑒𝑟 𝑆 وىكذا 𝐵 في الجنوب الغربي من 𝑇، فتكون 𝑇المجموعة  = 𝑇 ولإثبات ذلك نستخدم الأسموب السابق في
.    أو محتواة فييا𝑇 شرق 𝑏𝑑 𝐵الحالتين 
3)𝒃𝒅 𝑩 تتقاطع مع كل من 𝒊𝒏𝒕 𝑻 و 𝒊𝒏𝒕 𝑺\𝑻  :

من  (غير متوازيين) مع واحد فقط أو مع اثنين فقط 𝑖𝑛𝑡 𝐵بنفس الأسموب السابق نثبت أنو عندما تتقاطع
𝐿eالمستقيمات  , LW , LS , LN فإنو يكون لنواة 𝑆 ،مركبة واحدة ( حيث أن الممر الدرجي𝜆 من جية المجموعة𝑇) ،

𝐿e مع مستقيمين متوازيين من المستقيمات 𝑖𝑛𝑡 𝐵ولكن لا يمكن أن تتقاطع  , LW , LS , LNلأنيا تصبح غير نجمية  .
𝒃𝒅 𝑩 عندما (4 ⊂  𝑺 ∖ 𝑻  و 𝒊𝒏𝒕 𝑩 تتقاطع مع واحد من المستقيمات 𝑳𝐞, 𝐋𝐖, 𝐋𝐒, 𝐋𝐍 :

𝑖𝑛𝑡 𝐵 أن لنفرض دون المساس بعمومية المسألة ∩ 𝐿𝑒 ≠ حيث (ىذا التقاطع عبارة عن قطعة مستقيمة)  ∅
 𝑇 مركبة واحدة ىي نقاط 𝑆 وبمناقشة مماثمة لممناقشة السابقة نجد أنو لنواة 𝑇 من جية المجموعة 𝜆أن الممر الدرجي 

.  والمأخوذ كما سبق𝐵في الربع المقابل لمربع الذي يحوي 
 

 :الاستنتاجات والتوصيات
 المغمق ثنائي الترابط و النجمي درجياً عندما تكون جبية 𝑆حصمنا عمى طريقة لتعيين نواة المضمع المتعامد  (1

كل منيا مؤلف من أكثر من ضمعين، وىذه الطريقة تتمخص   لممتممة اجتماعاً لثلاث ممرات درجية𝐵المركبة المحدودة 
: بالخطوات الآتية

𝑇 :   حيث𝑇إيجاد المجموعة  (أ =  𝑐𝑙 𝑃𝑒 ∩ 𝑐𝑙 𝑃𝑁 ∩ 𝑐𝑙 𝑃𝑊 ∩ 𝑐𝑙 𝑃𝑆  ∩ 𝑆 
وأحد الممرين الباقيين والمستقيم الحامل لمضمع 𝜆 بين الممر نأخذ المستقيم الحامل لمضمع الأفقية المشتركة(ب

والممر الثالث فيتقاطع ىذان المستقيمان في نقطة ويقسمان المستوي إلى أربعة أرباع، 𝜆 العمودية المشتركة بين الممر
 موجود من جية 𝜆 عمماً أن الممر)𝑆 والربع المقابل لو يحوي نواة المجموعة النجمية 𝐵أحدىا يحوي المركبة المحدودة 

 .(ويتقاطع مع كل من الممرين الآخرين بضمع𝑇المجموعة 
بما فييا نقاط 𝐵الموجودة في الربع المقابل لمربع الذي يحوي 𝑇 ىي مجموعة نقاط 𝐾𝑒𝑟 𝑆استنتاج أن  (جـ
. المحورين
.  غير نجمية𝑆فإن 𝑇 من جية المجموعة 𝜆وجدنا أنو عندما لا يكون الممر (2
عندما تكون جبية المركبة المحدودة لممتممة اجتماعاً لثلاث ممرات درجية كل منيا مؤلف من أكثر من  (3

.   مركبة واحدة فقط𝑆ضمعين فإنو يكون لنواة 
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نوصي بدراسة حالات مماثمة عندما تأخذ جبية المركبة المحدودة لممتممة شكلًا مختمفاً عن الشكل  (4
. المدروس، وكذلك نوصي بتعميم ىذه الدراسة إلى فضاءات أخرى
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