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 ممخّص  

 
لمعادلة  ،(Traveling wave solutions)نقوم في ىذا العمل بإيجاد حمول تامة ذات موجة جوالة 

Fitzhugh-Nagumo المعممة ذات الأمثال الثابتة الكيفية باستخدام طريقة تعويض موازنة التجانس مع معادلة 
وتبين النتائج التي حصمنا عمييا أنو كمما تغير الحل الخاص لمعادلة . ريكاتي التفاضمية العادية ذات الأمثال الثابتة

ريكاتي نحصل عمى حل جديد لممعادلة التفاضمية الجزئية المعطاة، كما يتبين أن ىذه الطريقة بسيطة وفعالة ليذا النوع 
من المعادلات التفاضمية الجزئية غير الخطية، ويمكن أن تطبق عمى معادلات تفاضمية جزئية غير خطية أخرى 

.  وبخاصة التي تأتي من عموم اليندسة والفيزياء الرياضية ومجالات عممية تطبيقية أخرى
 

– الحل ذو الموجة الجوالة – معادلة ريكاتي – الحل التام  – Fitzhugh-Nagumo معادلة :الكممات المفتاحية
. معادلة تفاضمية جزئية غير خطية– طريقة موازنة التجانس 
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  ABSTRACT    

 

In this work, we have found exact traveling wave solutions for generalized Fitzhug-

Nagumo equation with arbitrary constant coefficients, by using the homogeneous balance 

method, The obtained results shows that these solutions changes with the specials solution 

of Ricati ODE with arbitrary constant coefficients , and shows that this method is simple, 

direct and very efficient for solving this kind of nonlinear PDEs, It can be applied to 

nonlinear PDEs which frequently arise in engineering sciences, mathematical physics and 

other scientific real-time applications fields.  

 

 

Keywords: Fitzhug-Nagumo equation - exact solution -  Ricati ODE- traveling  wave 
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 :مقدمة
من المعموم جيداً أن عممية البحث عن حمول تامة جديدة لممعادلات التفاضمية الجزئية غير الخطية، التي تصف 
الكثير من الظواىر الطبيعية غير الخطية في مختمف مجالات العموم التطبيقية كالفيزياء والكيمياء وعموم اليندسة وعمم 
الأحياء ميمة لمغاية، إذ يمعب إيجاد ىذه الحمول دوراً كبيراً في الدراسة الرياضية ليذه المسائل مما يعطي وصفاً واضحاً 
لما يحدث في ىذه المسائل، الأمر الذي دفع الرياضيين إلى ابتكار طرق جديدة تعطي حمول تامة جديدة ليذه المسائل، 

 فظير العديد من الطرائق التي تعنى بإيجاد حمول تامة ليذه المعادلات التفاضمية، كطريقة دالة جاكوبي الناقصية
 ظيرت طريقة الدالة 2006، و في عام [3 ، 2]، وطريقة التكامل الأول التي تعتمد عمى الجبر التبادلي في [1] في 

، وبعض الطرائق التي تعتمد عمى موازنة [5] في G'/G منشور وطريقة،[4] في Wu وHeالأسية عمى يد كل من  
.  [6]التجانس كطريقة تعويض معادلة برنولي التفاضمية العادية 

سنقوم في ىذا البحث باستخدام طريقة موازنة التجانس مع معادلة ريكاتي التفاضمية العادية ذات الأمثال الثابتة 
: المعممة ذات الشكل Fitzhugh-Nagumoالكيفية لإيجاد حمول تامة لمعادلة 

(1)                             (1 )( ) 0x xt xu u uu u u        
0عمماً أن 1 و ،( , )u x t،وأن  دالة مجيولة تمثل الجيد الكيربائي عبر غشاء الخميةو   و 

1ثوابت، حيث أنو إذا كانت   فإننا نحصل عمى معادلة ،Fitzhugh-Nagumo المعممة ذات الأمثال الثابتة 
 [7]مستخدمين طريقة التكامل الأول في  Injrouو Karroumمع حد التشتت الخطي، والتي درست سابقاً من قبل 

، حيث قدما حمولًا ذات موجة [9]، وطريقة تعويض معادلة برنولي التفاضمية العادية في [8]وطريقة الدالة الأسية في 
ذا كان 1جوالة ليا، وا    0 و  فإننا أمام معادلة ،Fitzhugh-Nagumoالتي درست من قبل  التقميدية 

 في Yucui  وHuayin و [11] في Clacson و Nucciو، [10] في Tanaka  وKawaharaالكثيرين أمثال 
سنعتمد في إيجاد حمول . ، حيث استخدما طريقة موازنة التجانس[13] في El-Kinani و Ouhadan ومؤخراً [12]

خاصة لمعادلة ريكاتي التفاضمية العادية عمى طريقة موازنة التجانس لمحصول عمى حمول خاصة مختمفة الأمر الذي 
(. 1)سيعطينا حمول مختمفة لممعادلة 

 
أىمية البحث وأىدافو  

 المعممة Fitzhugh-Nagumoتأتي أىمية ىذا البحث من أنو يعطي حمولًا تامة ذات موجة جوالة لمعادلة 
- الكيمياء- الفيزياء)ذات الأمثال الثابتة الكيفية والتي تعتبر في غاية الأىمية لمباحثين في المجالات العممية التطبيقية 

، وييدف ىذا البحث إلى حل ىذه المعادلة باستخدام طريقة موازنة التجانس لإيجاد حمول تامة ذات (....عمم الأحياء
.  مختمفة (traveling wave solutions)موجة جوالة 

 
طرائق البحث ومواده 

يندرج ىذا البحث تحت اختصاص الرياضيات النظرية وبشكل خاص في مجال المعادلات التفاضمية، لذلك فإن 
التقنيات الرياضية المستخدمة ىنا، تعتمد بشكل أساسي عمى طرائق حل المعادلات التفاضمية العادية والجزئية غير 

. الخطية وحل جمل المعادلات الجبرية غير الخطية وبرامج الحسابات الرياضية الصيغية
 



 كروم، انجرو                                     المعممة باستخدام طريقة موازنة التجانسFitzhug-Nagumoحمول تامة جديدة لمعادلة 

60 

: النتائج والمناقشة
: سنعرض طريقة موازنة التجانس مع معادلة ريكاتي التفاضمية العادية

: طريقة موازنة التجانس
: ، الآتيةt وxلتكن لدينا المعادلة التفاضمية الجزئية غير الخطية، بمتحولين مستقمين فقط

(2)                          , , , , , ,... 0t x xx tt xtP u u u u u u  
)حيث أن , )u x tالدالة المجيولة و Pكثيرة حدود تابعة لـ ( , )u x tومشتقاتيا الجزئية  .

: تتمخص ىذه الطريقة بالخطوات التالية
: الآتي (Travelling wave transformation) نستخدم متحول الموجة الجوالة :الخطوة الأولى

(3)                         ( , ) ( ) ;x t uu kx w t    
إلى معادلة تفاضمية  (2) ثابتان يعينان لاحقاً، وبالتالي تتحول المعادلة التفاضمية الجزئية wوk حيث أن

)عادية غير خطية لممجيول )u  :
(4)                            , , , ,... 0Q u u u u    

) كثيرة حدود تابعة لـQحيث )u ومشتقاتيا  .
: يكتب بالشكل الآتي (4) نفرض أن حل المعادلة :الخطوة الثانية

(5)                               
0

( ) ( )
m

i

i

i

u a 


  

i,...,0,1، من أجلiaحيث أن m0، معma ثوابت تعين لاحقاً، وأن ،( )  حل لمعادلة 
: ريكاتي الآتية

(6)                               2a b c     
 . ثوابتc وb وaعمماً أن

، بإجراء موازنة التجانس بين المشتق ذو المرتبة الأعمى مع m يحسب العدد الصحيح الموجب:الخطوة الثالثة
)حيث تعرف درجة (4)الحد غير الخطي في المعادلة  )u  ،deg( ( ))u m ومنو وبشكل مماثل نجد ، :

deg , deg ( )

j
p r

p

p r

d u d u
m p u mp j m r

d d 

    
             

 

: وأن (7)مع مراعاة المعادلة  (5)في العلاقة  (6) نعوض العلاقة :الخطوة الرابعة
(7)                                2a b       

)ثم نطابق أمثال قوى )i مج الحسابات ا بالصفر، لنحصل عمى جممة جبرية غير خطية، نحميا باستخدام بر
i,...,0,1، من أجلia، لنحصل بذلك عمى قيم الثوابتMathematica أو Mapleالصيغية الرياضية مثل  m، 

 والحد  الذي نحصل عميو بإجراء موازنة التجانس بين الحد (6 )ريكاتي، ثم نعوضيا في حل معادلة w وkو
2 فنحصل عمى حمول (5)، وبحيث نعطي صيغة لمحل تحدد فييا أمثالو كما سنرى لاحقاً ومن ثم نعوض في ،

  (.1) لممعادلة التفاضمية الجزئية ،تامة
:  المعممةFitzhugh-Nagumoحمول تامة لمعادلة 

: ، مع الأخذ بعين الاعتبار أن(1)وبالتعويض في المعادلة التفاضمية الجزئية  (3)باستخدام التحويل الموجي 
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2
2

2
( ) , ( ) , ( )

u u u
w u k u k u

t x x
  

  
    

  
 

)نحصل عمى المعادلة التفاضمية العادية لممجيول )u التالية  :
(8)             2 3 2( ) (1 ) 0w k u k u u u u             

: ، ولدينا(5)بالشكل  (8)بفرض أنو يمكن كتابة حل المعادلة 

 
2

3

2
deg ( ) 3 , deg 2

d u
u m m

d




  
    

  
 

u مع3uعندئذ بموازنة تجانس  3، نجد أن 2m m 1، ومنوm  نحصل عمى(5)، وبالتعويض في ، :
(9)                         1 0 1( ) ( ) , 0u a a a     

 و0aحيث
1aثابتان، يطمب تحديدىما  .

: ، فنحصل عمى(7)و (6)، مع مراعاة العلاقتين (8)في المعادلة  (9)نعوض العلاقة 
(10)                  2 3

0 1 2 3( ) ( ) ( ) 0C C C C         
: حيث

2 2 2 3

0 1 1 1 0 1 0 0

2 2 2 2

1 1 1 1 0 1 0 1 0 1 1

2 2 2 2

2 1 1 1 0 1 1 1

2 2 3

3

1

1 1

2 2 3 2

3 3

2

C awc a kc k a bc a a a a

awb a kb k a b k a ac a a a a a a a

C awa a ka k a ba a a a a

C k a a

C

a

       

        

     

 

      

      

     

  

 

: بجعل
(11)               

0 1 2 30 , 0 , 0 , 0C C C C    
نحصل عمى الجممة الجبرية غير الخطية ذات المجاىيل

0aو 
1aو kو w، وبحل ىذه الجممة باستخدام 

: ، نحصل عمى الحمول الآتيةMapleبرنامج 

 

 
 

 

2

2

2 2 2 2

1 0
2

2
2 2

2 41
,

22 4

1
2 4 2 4

12
,

3 2
4 1

2

b

b ac
k w

bb ac

a ac ac ac b b ac b b

a a

b b ac


    





    



 

   


 


   
         

    
 

    
 

 

 





 

 

 
 

 

2

2

2 2 2 2

1 0
2

2
2 2

2 41
,

22 4

1
2 4 2 4

12
,

3 2
4 1

2

b

b ac
k w

bb ac

a ac ac ac b b ac b b

a a

b b ac


    





    



 

    


 


   
         

    
 

    
 



 




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: عمماً أن
2 4 2

2

4 4

4

b ac b b ac

b ac


   


 
 

، سنستخدم طريقة موازنة التجانس بين(6)بقي عمينا الآن إيجاد حل خاص لمعادلة ريكاتي التفاضمية العادية 
2 والحد ،ونميز الحالات التالية  :

: نفرض أن الحل الخاص لمعادلة ريكاتي يأخذ الشكل الآتي: الحالة الأولى
(12)                           

0

( ) tanh
n

i

i

i

b 


  

1n نجد أن،2 والحدوبموازنة التجانس بين أي أن ، :
(13)                           

0 1( ) tanhb b    
: ، نحصل عمى حل خاص لمعادلة ريكاتي(6)وبالتعويض في المعادلة 

(14)                           21
( ) tanh ; 4 4

2

b
b ac

a a
 

 
     

مع الأخذ بعين الاعتبار (9)بالتعويض في 
0aو 

1aو kو w التي حصمنا عمييا سابقاً، نحصل عمى حل 
: ، من الشكل(1) لممعادلة (Kink wave solution)موجة جوالة متجعدة 

(15)                            
0 1

1
( , ) tanh

2

b
u x t a a kx wt

a a

 
    

 
 

a = 1, c = 1, b = 2سنرسم ىذا الحل مع  2,  = 2,  = 1,  = 1,  = 1    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
: وبشكل مشابو إذا كان لمعادلة ريكاتي حلًا خاصاً من الشكل

(16)                                
0

( ) coth
n

i

i

i

b 


  

  :من الشكل (1)فنحصل عمى حل موجة جوالة لممعادلة 
(17)                                

0 1

1
( , ) coth

2

b
u x t a a kx wt

a a

 
    

 
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: سنفرض الآن أن الحل الخاص لمعادلة ريكاتي من الشكل: الحالة الثانية
(18)                   1

0

1

( ) ( ) ( ) ( )
n

i i

i i

i

q q f d f g   



    

)عمماً أن الدالتين )f و ( )g  بالعلاقة الآتية[15] معطيتان، كما في ، :
1 sinh

( ) , ( )
cosh cosh

f g
r r


 

 
 

 
 

: وتحققان
2 2 2 2( ) ( ) ( ) , ( ) 1 ( ) ( ) , ( ) 1 2 ( ) ( 1) ( )f f g g g rf g rf r f                 

 
:  نجد أن،2 ووبموازنة التجانس بين الحدين

0 1 1( ) ( ) ( )q q f d g      
: ، لدينا[15]وحسب المقالة 

(19)                     
21 sinh 1
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1، عمى الترتيب عندما(26)و (24)حالة خاصة من  (17)و (15)نلاحظ أن  2p  .تجدر في النياية 
1الإشارة إلى أنو عندما   فإننا نكون أمام معادلة Fitzhugh-Nagumo المعممة ذات الأمثال الثابتة مع حد 

بذلك قد حصمنا عمى حمول جديدة ذات موجة جوالة متجعدة، وكذلك  ، ونكون [9]التشتت الخطي المعطاة في المقالة 
1k في حال كان    0 و و w   فإننا نحصل عمى حمول مشابية لمحمول الموجودة في المقالة ،

.  التقميديةFitzhugh-Nagumo  وحمول أخرى جديدة  لنفس المعادلة والتي ىي معادلة [13]
 

: الاستنتاجات والتوصيات
لقد استخدمنا في ىذا البحث طريقة موازنة التجانس مع معادلة ريكاتي التفاضمية العادية ذات الأمثال الثابتة 

ومن ثم طبقناىا عمى معادلة ريكاتي  (1)الكيفية، حيث طبقنا موازنة التجانس عمى المعادلة التفاضمية الخطية المعطاة 
 Kink wave)مثل حل ذو موجة متعرجة  (1)لإيجاد حمول خاصة مختمفة الذي انعكس عمى طبيعة حمول المعادلة 

solution) كما وجدنا أن طريقة موازنة التجانس باستخدام معادلة ريكاتي تعطي حمول ذات نوع ،tahn و coth 
 والتي يمكن اعتبارىا حالة خاصة من [15]لمموجة الجوالة وىي ذاتيا التي تعطييا طريقة الظل القطعي الزائدي كما في 

0الطريقة التي استخدمناىا وذلك في حال كانت , ,b a c     . يتبين أن ىذه الطريقة فعالة ويمكن من
خلاليا الحصول عمى مجموعة كبيرة من الحمول التامة لمختمف معادلات التطور التفاضمية الجزئية غير الخطية في 
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