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  ABSTRACT    

 
In this research, we present an estimate of the Fekete-Szegö inequality and the Hankel 

determinant of second order in some bi-univalent functions classes after we were able to 

use the Komatu integral operator and the exponential function, as well as the principle of 

dependency in setting definitions for two new classes of bi-univalent functions classes, 

where an estimate was found for the initial coefficients in previous studies. 
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تقدير لمتراجحة فكيت شيغو في بعض الصفوف الجديدة لمتوابع ثنائية التباين المعرفة 
 باستخدام مبدأ التبعية ومؤثرات تكاممية 

 *د. حسـن بدور 
 د. محمد عمي**  

 عياش***مجد 

 (2024/ 6/  05قُبِل لمنشر في  . 0002/  5 / 9تاريخ الإيداع )
 

 ممخّص  
نقدم في ىذا البحث تقديراً لمتراجحة فيكيت شيغكو ومحدد ىانكل من المرتبة والدرجة الثانية في بعض الصفوف 

الأسي وايضاً مبدأ التبعية في وضع التحميمية ثنائية التباين بعد ان تمكنا من استخدام مؤثر كماتو التكاممي  والتابع 
 . تعريفين لصفين جديدين من صفوف التوابع ثنائية التباين حيث تم إيجاد تقدير لممعاملات الأبتدائية في دراسات سابقو

 
محددات ىانكل , حدود المعاملات, متراجحة فكيت شيغو, مؤثر كماتو  , تابع ثنائي التباينالكممات المفتاحية: 
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 مقدمو:
المعرف باستخدام مبدأ التبعية وباستخدام مؤثر  من صفوف التوابع ثنائية التباين صفين جديدين البحثندرس في ىذا 

 ين في دراسات سابقةالصف لتوابع ىذين  |  |و  |  |  كماتو التكاممي حيث أوجدنا تقديراً لممعاملات الثاني والثالث
 ينالصف كل من ىذين في "Fekete-Szegö inequality" لمتراجحة فكيت شيغو قد تم في ىذه الدراسة ايجاد تقديراو 

  .بالإضافة الى إيجاد تقدير لمحدد ىانكل من المرتبة والدرجة الثانية في صفوف أخرى لمتوابع ثنائية التباين
 

 و:أىمية البحث وأىداف
والتي ىي  التباين والمعروفة بأنيا أسرة التوابع ثنائية  التوابع المختمفة للأسرة بأنو يقوم بدراسة أىمية البحث  تعود

بعد أن تم حل مسألة تقدير المعاملات عمى يد الباحث دوبرانج  5891موضوع اىتمام العديد من الباحثين منذ عام 
ىو إيجاد تقدير لمحدد ىانكل من المرتبة والدرجة الثانية  ىدف ىذا البحث. و   وذلك في صف التوابع المتباينة 

 .منفي بعض الصفوف الجزئية  ومتراجحة فيكت شيغو
 

 ه:طرائق البحث ومواد
البحث موضوع رياضي مجرّد يقع ىذا البحث ضمن اختصاص الرّياضيات النظرية )تحميل عقدي(. وتم إنجازه 
بالأعتماد عمى مراجع عمميّة تخصصية وبحوث عمميّة منشورة في دوريّات عالميّة. والطرق المتبعة فتعتمد بشــكل 

ومنيا   وبعض الخواص اليامة لصف التوابع ذات القسم الحقيقي الموجب  عمى مفاىيم التحــميل العقــديأساسـي 
بالإضافة لبعض خواص النشر في سلاسل القوى   مبرىنة كاراثيودوري ومبرىنة دوبرانج ومنشور تايمور لتوابع الصف 

ومنشور التوابع العكسية لتوابع   وبعض أساليب النشر الخاصة كمنشور ثنائي حد نيوتن أويمر للأسس الحقيقية 
بالإضافة إلى  وأيضاً مفاىيم معروفة وىامة في ىذا المجال كمحددات ىانكل ومتراجحات فكيت شيغو    الصف 

خدام مفيوم التبعية وبعض التوابع الخاصة كتابع المنحنيات شبيية الصدفية  وأيضا مؤثرات مطابقات خاصة تست
 اشتقاق أو مكاممة سيتم ذكرىا لاحقاً.

  تعاريف ومفاىيم أساسية
| |    }  انرحهٛهٛح ػهٗ قشص انٕاحذج        انٗ يجًٕػح انرٕاتغ   𝒜ٚشيض تانشيض  ٔانرٙ ذحقق  {  

 ٔانًؼشٔف تأَٓا ذًثم تسهسهح ذاٚهٕس راخ انشكم                انششط 
        ∑    

  
                                                                                                       

 نُظشٚح انشتغ , ٔيٍ انًؼشٔف أَّ ٔفقا  ٔانًرثاُٚح ػهٗ قشص انٕاحذج 𝒜نظف انرٕاتغ انجضئٛح يٍ   ٔٚشيض تانشيض 

| |  }يذاِ ٚحٕ٘ انقشص   , اٌ كم ذاتغ يٍ انظف [1]" ,اَظشKoebeنهثاحث "    ⁄    . نزنك كم ذاتغ{

             ٔ                    ٚحقق أٌ         ًٚهك يؼكٕسا      يرثاٍٚ يٍ انظف  

   | |                ⁄  ٔتسثة انرثاٍٚ ًٚكٍ نٓزا انًؼكٕط أٌ ٚؼثشػُح تسهسهح قٕٖ)ذاٚهٕس( كًاٚهٙ  

                           ∑    
 

 

   

      
   

    
      

      
            

                          

ػهٗ  ا  يرثاُٚ       ٔيؼكٕسّ   ارا كاٌ كم يٍ   أَّ ثُائٙ انرثاٍٚ ػهٗ قشص انٕاحذج  𝒜  ٚقال ػٍ انراتغ 

 𝜎ٔيٍ الأيثهح ػهٗ ذٕاتغ يٍ انظف   انٗ طف انرٕاتغ ثُائٛح انرثاٍٚ ػهٗ  𝜎قشص انٕاحذج. ٔٚشيض تانشيض 
 

   
                      

 

 
   (

   

   
*   
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  ([2] )اَظش :1تعريف 

ٔ       تانشيض    ٔ انًشذثح   يٍ انذسجح   ٚشيض نًحذداخ ْاَكم نهراتغ      نح انُشش   𝒜   يٍ أجم كم

 انز٘ ٚؼطٗ تانشكم انران8ٙ

                                                

           . . . . .  1 1

       . . . . .  1 2
( )    : : :

:           :                  :

    . . . . .  1 2 2
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 
 
 
 
 

 

 .                    حٛث 

 انذسجح انثاَٛح ٔانًشذثح الأٔنٗ يٍَحظم ػهٗ يحذد ْاَكم      ٔ     يٍ أجم

      *
    

    
+         

                                                    

𝜇تٕجٕد ثاتد حقٛقٙ       نزنك انًحذد       يٍ انًؼشٔف فٙ َشش انرٕاتغ ثُائٛح انرثاٍٚ أٌ   ℝ  ٚؼشف

  𝜇   تًرشاجحح فكٛد شٛغٕ 
  . 

 ٔانًشذثح انثاَٛحم يٍ انذسجح انثاَٛح َحظم ػهٗ يحذد ْاَك     ٔ     يٍ أجم

      *
    

    
+         

                                                     

ػشفد انؼذٚذ يٍ طفٕف انرٕاتغ ثُائٛح انرثاٍٚ انًثُٛح ػهٗ يؤثشاخ يؼشٔفح كًؤثش  0037ٔ  0036فٙ ػايٙ يؤخشا  

فٙ ياٚهٙ تؼض انًثشُْاخ ,   [3,4,5,6]انًشاجغ فٙسٛلاجٍٛ انًؼًى ٔيؤثش ذشيثهٙ ٔغٛشْا كًؤثش كًاذٕ انًٕجٕدِ 

 8ٔانرؼاسٚف انًساػذج نهٕطٕل انٗ أْذاف تحثُا ْزا

 ([3])اَظش (:1تعريف )

انرحهٛهٛح ػهٗ قشص انٕاحذج      انٗ طف انرٕاتغ انًحذٔدج أٔ ياٚسًٗ ذٕاتغ شٕاسص ْٔٙ انرٕاتغ   ٚشيض تانشيض 

 ٔانرٙ ذحقق أٌ 8    

     ∑    
           |    |    

 

   

 

 ([1])اَظش (:2تعريف )

ارا ٔجذ ذاتغ شٕاسص      ٔٚشاس نّ تانشكم   أَّ ذثؼٛح نـ   ٚقال ػٍ    انرحهٛهٍٛٛ ػهٗ     نٛكٍ انراتؼاٌ  

 تحٛث أٌ 8   ذحهٛهٙ ػهٗ         

      (    )          

  ([3])اَظش (:3تعريف )

𝒦ٚشيض تانشيض  𝒜  يٍ أجم كم ذاتغ 
 

 
 ٔانز٘ ٚؼشف كًاٚه8ٙ  نًؤثش كًاذٕ انركايهٙ نراتغ       

𝒦
 

 
       ∑(

 

     
*
 

   
                   

 

   

 

 
  

    
∫     (   

 

 
*
   

       
 

 

 

  ([6])اَظش (:4تعريف )
 إرا ٔفقظ إرا حقق انششط انران𝜇  8ٙ         أَّ يٍ انظف  (3نّ انُشش ) انز٘ 𝜎  ٚقال ػٍ انراتغ 

𝓡 (     
   

   
    

𝜇 
  

 (  
   

    )
 

𝜇
,            

                      𝜇          𝜇            𝜇  حيث           
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ℋ ٍٛ انجذٚذٍٚظفهنفٙ ياٚهٙ َٕسد ذؼشٚف 
   

𝒦  
      ٔ ℳ

   

𝒦  
 تاسرخذاو يثذأ انرثؼٛح ٔأٚضا  يؤثش كًاذٕ انركايهٙ   ̃  

َٔزكش تؼض انُرائج انرٙ ذى انحظٕل ػهٛٓا فًٛا ٚخض ذقذٚش  تالإضافح نراتغ انًُحُٛاخ شثٛٓح انظذفح ٔانراتغ الأسٙ

 نًضٚذ يٍ انرفاطٛم ًٚكٍ انؼٕدج نهًشجغ. [10]انًؼايلاخ الأترذائٛح فٙ ْزِ انظفٕف ٔانًزكٕسج فٙ انًشجغ 

 ([10])اَظش (:5تعريف )

 ( ٚقال أَّ يٍ انظف38يؼطٗ ٔفق انؼلاقح ) 𝜎  كم ذاتغ  

ℋ
   

𝒦  
                            

 ششطٙ انرثؼٛح انرانٍٛٛ 8ارا حقق 

  
 

 
[(𝒦 

 
    )

 
   (𝒦

 

 
    *

  

  ]                                            

  
 

 
[(𝒦 

 
    )

 
   (𝒦

 

 
    *

  

  ]                                           

  ٔنذُٚا     يؼطٙ ٔفق انؼلاقح      حٛث أٌ انراتغ 
  √ 

 
        

 ([10])اَظش (:5تعريف )

 ٚقال أَّ يٍ انظف 8( 3نّ انُشش ) 𝜎  كم ذاتغ  

ℳ
   

𝒦  
  ̃  (                  𝕌) 

 انرثؼٛح انرانٍٛٛ 8ششطٙ ارا حقق 

[     
𝒦

 

 
    

    
  (  

 (𝒦
 

 
    *  

     
,]   ̃    

      

         
           

[     
𝒦

 

 
    

    
  (  

 (𝒦
 

 
    *  

     
,]   ̃    

      

         
       

  ٔنذُٚا       يؼطٙ ٔفق انؼلاقح      حٛث أٌ انراتغ 
  √ 

 
        

 ([10])اَظش ( :1مبرهنة )

ℋ  ارا كاٌ  
   

𝒦  
 ػُذئزٍ فئ8ٌ      

|  |     

{
 
 

 
 

| |

      (
 

   )
   √

| |

       (
 

   )
   

}
 
 

 
 

                                           

|  |     {
| |

      (
 

   )
   

| | (| |      (
 

   )
 

        (
 

   )
  

*

             (
 

   )
 

(
 

   )
  }         

 ([10])اَظش ( :2مبرهنة )

ℳ  ارا كاٌ  
   

𝒦  
 ػُذئزٍ فئ8ٌ  ̃  

|  |     

{
 
 

 
 

| |

     (  (
 

   )
 

*
 √

| |    | | 
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|  |

    

{
 
 
 
 

 
 
 
 | | ((  (

 
   

)
 

* | |  (            | | ) (  (
 

   
)
 

*
 

+

      (  (
 

   
)
 

* (  (
 

   
)
 

*
  

| |    | | √   (   (
 

   
)
 

 (
 

   
)
 

*    (  (
 

   
)
 

* [| |    | | ((
 

   
)
 

 (
 

   
)
 

*]

 
 

     
 
 (  (

 
   

)
 

* ((
 

   
)
 

 (
 

   
)
 

*

}
 
 
 
 

 
 
 
 

      

 ([6])اَظش ( :3مبرهنة )

 حٛث أٌ  (3انز٘ نّ انُشش )  𝜇           أجم  يٍ 

                      𝜇          𝜇            𝜇      

 ػُذئزٍ ٚكٌٕ 

|  |  

{
 
 

 
 √

                
       𝜇     𝜇    

            
            𝜇    
        𝜇         

           
      𝜇    

           
            𝜇    
        𝜇         

    
}
 
 

 
 

 

|  |  
                

       𝜇     𝜇    
 

 ([6])اَظش ( :4مبرهنة )

 حٛث أٌ  (3انز٘ نّ انُشش )  𝜇           يٍ أجم  

                        𝜇          𝜇            𝜇      
 ػُذئزٍ ٚكٌٕ 8

|  |  
        𝜇          

          𝜇 [        ]
            {   } 

 

 8النتائج والمناقشة

ℋ ٍٛفٙ انظف نًرشاجحح فكٛد شٛغٕذقذٚشا   َقذو فٙ انًثشُْرٍٛ انرانٛرٍٛ
   

𝒦  
      ,ℳ

   

𝒦  
  ̃  8 

  :(5)مبرهنة 

ℋ  ارا كاٌ  
   

𝒦  
 ػُذئزٍ فئ8ٌ      

|   𝜇  
 |     {𝜑   |   𝜇 |        𝜔   |  𝜇|  𝜑     }             

    𝜑  حٛث
| |

       (
 

   
)
  𝜔    

| | 

       (
 

   
)
   𝜇  ℝ   

 البرهان:

 8أٌ َجذ (6)( ٔانفشع الأٔل نهؼلاقح 5هؼلاقح )انفشع انثاَٙ ن يٍ

   𝜇  
  

| |

      (
 

   
)

  𝜇
| |

       (
 

   
)

  

   𝜇  
  

| |   𝜇 

      (
 

   
)

  

    𝜑   نذُٚا
| |

       (
 

   
)
   

   𝜇  
  𝜑      𝜇  
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|   𝜇  
 |  𝜑   |   𝜇 |                                                         

 ( َجذ أ68ٌ( ٔانفشع انثاَٙ نهؼلاقح )5يٍ انفشع الأٔل نهؼلاقح )

   𝜇  
  

| | (| |      (
 

   
)
 

        (
 

   
)
  

*

             (
 

   
)
 

(
 

   
)
   𝜇

| | 

       (
 

   
)
   

   𝜇  
  

| | 

       (
 

   
)
   

| |

       (
 

   
)
  𝜇

| | 

       (
 

   
)
   

    𝜔نذُٚا 
| | 

       (
 

   
)
    

   𝜇  
  𝜔      𝜇  𝜑    

|   𝜇  
 |  𝜔   |  𝜇|  𝜑                                                

 ( ٚرى انًطهٕب.30( ٔ )33يٍ انؼلاقح )

  :(6)مبرهنة 

ℳ  ارا كاٌ  
   

𝒦  
 ػُذئزٍ فئ8ٌ  ̃  

|   𝜇  
 |

    

{
  
 

  
 | | (    | |       (       | | )(    )

 
 |𝜇|    | |     (    )

 
)

    𝜁   (    )
  

| |√       | | (     𝜁        *  |𝜇|| |     𝜁                √𝜁   | |         | | 

    𝜁     
         }

  
 

  
 

 

𝜇حٛث    ℝ    ٔأٚضا 

           (  (
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          (  (
 

   
*
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 : البرهان

 ( َجذ أ308ٌ( ٔانفشع الأٔل نهؼلاقح )7يٍ انفشع انثاَٙ نهؼلاقح )
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| | ((  (
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 : البرهان
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 تزنك ٚرى الإثثاخ.

 

 :وصياتوالتّ  الاستنتاجات
ℋانظفٍٛ أٚجاد ذقذٚش نًرشاجحح فكٛد شٛغٕ فٙ كم يٍ  نٗإ ذساسحذٕطهُا فٙ ْزِ ان
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ٔأٚضا  أٔجذَا ذقذٚش نًحذد , ٔذاتغ انًُحُٛاخ شثٛٓح انظذفٛح تاسرخذاو يؤثش كًاذٕ انركايهٙ ٔيثذأ انرثؼٛح انًؼشفٍٛ

اد ذقذٚش نهًؼايم انشاتغ فٙ َٕٔطٙ تًحأنح إٚج.  𝜇          ْاَكم يٍ انًشذثح ٔانذسجح انثاَٛح  فٙ انظف

ℋانظفٍٛ 
   

𝒦  
      ,ℳ

   

𝒦  
 .انثاَٙ فٙ ْزِ انظفٕفش نًحذد ْاَكم الأيش انز٘ ٚقٕد نًحأنح إٚجاد ذقذٚ   ̃  
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