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  ABSTRACT    
This research focused on  studying of a special type of curves given by non-singular  

weierstrass equation which called elliptic curves, the study of elliptic curves had answered 

many of purely theoretical questions  asked by mathematicians , and it has great 

importance at the presenttime for its use inencryption,which depends on the algebraic 

structure of these curves ,so it has been the focus of attention of many recent studies. 

One of the most important theorems is  Nagell-lutz theorem which used in the studying of 

elliptic curves since it is  a practical tool in finding all rational points of finite order on an 

elliptic curve over the rationals , the fundamental concepts were employed  in the theory of 

projective geometry including the theorem of bezout  to get the consequences of this study, 

this paper have focused on finding the rank of elliptic curves which has at least rational 

point of order two . 

In addition to obtaining some important results related to these curves. 
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 دراسة النقاط الكسرية لبعض المنحنيات الإىميمجية 
 *د. حسن سنكري
 **مريم الشاتوري

 (2024/ 4/  23قُبِل لمنشر في  . 2024/  1 / 23تاريخ الإيداع ) 
 

 ممخّص  
اىتم ىذا البحث بدراسة نوع خاص من المنحنيات المعطاة بمعادلة وايرستراش غير الشاذة والتي تسمى المنحنيات 
الإىميمجية , وقد أجابت دراسة المنحنيات الاىميمجية عن العديد من القضايا النظرية البحتة المطروحة من قبل 
الرياضيين ,كما وتبرز أىميتيا في وقتنا الحالي لاستخداميا في التشفير الذي يعتمد عمى البنية الجبرية ليذه المنحنيات 

 لذلك كانت محط اىتمام في العديد من الدراسات الحديثة
ة خاصة من أىم النظريات المستخدمة في دراسة المنحنيات الإىميمجية حيث تعتبر أدا  Nagell-lutzوتعد نظرية 

 لإيجاد النقاط الكسرية ذات الرتبة المنتيية وتم توظيف المفاىيم الأساسية في نظرية  اليندسة الإسقاطية ولاسيما نظرية 
Bezout   لمحصول عمى نتائج في ىذه الدراسة, و تم التركيز في ىذا البحث عمى إيجاد الرتبة  لبعض المنحنيات

,يضاف إلى ذلك  الحصول عمى بعض النتائج الميمة  2كسرية ذات رتبة  الإىميمجيو والتي تممك عمى الأقل نقطة
 المتعمقة بيذه المنحنيات 

 
المنحني الإىميمجي , زمرة الالتفاف, رتبة منحني, البواقي التربيعية . :الكممات المفتاحية  

 
 الترخيصسورية, يحتفظ المؤلفون بحقوق النشر بموجب  -جامعة تشرينمجمة :  حقوق النشر  

 CC BY-NC-SA 04 
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 مقدمة:
,اىتم العديد من  1ذات بعد   إسقاطية تشكيلات  وىي  1 من النوع ممساء ىي منحنيات  المنحنيات الاىميمجية

 Lucas ,Caushy,Poincare, William, fulton,Bezout,silvermanمنيم  : في دراسة ىذه المنحنيات الباحثين
,Tate,Bachet, Mazure,Siegel , , و وآخرون ( نظرية مورديل Mordell التي دمجت اليندسة والجبر و  )

من أعظم نظريات القرن العشرين والتي تنص عمى أن لزمرة تعد  في نظرية واحدة  نظرية الأعداد مع بعضيا البعض
 .ني إىميمجي عدد منتو من المولداتالنقاط الكسرية عمى منح

ىذه التسمية  إلا أنيا ليست قطوع ناقصة إنما تعودوعمى الرغم من تسمية ىذه المنحنيات بالإىميمجية )الناقصية (  
التكعيبية  كيفية حساب  طول قوس  قطع ناقص . إن أغمب المنحنيات نشأت من دراسة مسألة قد ىذه المنحنيات كونل

 بصيغة وايرستراش التالية : ىي منحنيات غير شاذة ويمكن كتابة كل منحني غير شاذ
كسرية فوق ىنا ىل ليذا المنحني  نقاط   السؤال الميم.التي تسمى معادلة وايرستراش و              

إن إيجاد الحمول الصحيحة والكسرية ليذه المعادلات غير مدروس منتيي الرتبة  ,  و أي من ىذه النقاط,  حقل ما
  Siegelبشكل كامل إلا في حالات خاصة والتي تحتاج إلى مزيج من اليندسة والجبر ونظرية الأعداد, ولعل نظرية 

ريات في من أىم النظ لمعادلة منحني إىميمجي غير شاذ التي أثبت فييا أن ىنالك فقط عدد منتو من الحمول الصحيحة
الاعتماد عمى تقنيات من اليندسة الجبرية وبشكل أدق ىندسة بعض  المنحنيات الاىميمجية تم  ولدراسة, لىذا المجا

  .  [1] المنحنيات الممساء
عدد صحيح موجب حر من التربيع . في عام   Nحيث          المنحني الإىميمجي الذي معادلتو :  ليكن 

أعداد صحيحة فإن   u ,vعدد أولي وفردي  حيث         أنو إذا كان   spearman بين   2007
     ( ( )) ىو   (      )  (      )  أنو إذا كانت   spearman, وبين أيضا     

(( ) )     عدد أولي فإن ضعفي  بإثبات أنو إذا كان    Terai و   Fujita باحثانقام ال 2011. وفي عام   
N عندئذ فإن         ل من الشك     ( ( )) اشكالا لمعدد   fujitaأعطى  2012. وفي    

و   Daghighأثبت   2016.وفي عام 4 أو   3تساوي              تجعل رتبة المنحني  Nالصحيح 
Didari   أنو إذا كان N  2ىي عمى الأكثر              رتبة المنحني الإىميمجي عدد أولي فردي فإن . 

عدد  pحيث               :أنو من أجل المنحني الإىميمجي الذي معادلتو  kimأثبت    2023وفي عام  
 فإن:                                    أولي فردي يحقق 

     ( (               )(                )( )      (    ) 
 

 أىمية البحث و أىدافو :
:  من الشكل المنحني الإىميمجي الذي معادلتو النقاط الكسرية فوق ييدف ىذا البحث إلى دراسة   

              
,وتكمن أىمية ىذا البحث في دراسة نوع خاص من المنحنيات الاىميمجية المعطاة بمعادلة وايرستراش والتي تممك عمى  

 .   2الأقل نقطة ذات رتبة تساوي 
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 طرائق البحث ومواده:
مراجع مستخمصة من اعتمدنا في ىذه الدراسة عمى تعاريف ومبرىنات أساسية ونتائج متعمقة بالمنحنيات الإىميمجية 

 عممية تخصصية وبحوث عممية منشورة في دوريات عالمية .
 :والرموز المستخدمة  ساسية الأ  مفاىيم ال
( )     حقل بحيث أن  ليكن  :(   Elliptic curve over)  [2], 1تعريف  • يعرَف      

ويعرَف ىذا المنحني بمعادلة بأنو منحني أممس ذو فجوة واحدة بالإضافة لنقطة اللانياية   المنحني الإىميمجي فوق
 التالية : وايرستراش

 :               (        )  يسمى مميز المنحني .  حيث ,   
نقطتان عمى المنحني  (     )   (     )  لتكن  : (The group law)قانون التشكيل  [2] , 2تعريف 

 عندئذ : فوق الحقل                : الإىميمجي 
        (     )      

                   

   
     
     

 حٌث                   

 (ℚ) من زمرة النقاط الكسرٌة   نقول عن عنصر ما  :(Order of a point) (رتبة نقطة )   3 , [2] تعريف
 تحقق الشرط: إذا   أن له رتبة تساوي

                     و       

 لها رتبة غٌر منتهٌة . لا فنقول أنرتبة  منتهٌة ,وإ   ونقول عندها أن ل 
 بالشكل: mذات الرتبة المنتهٌة   ونرمز لمجموعة النقاط

 ( )( )  *   ( )     +∪* + 
إن مجموعة كل النقاط الكسرٌة ذات الرتبة المنتهٌة مع  :(Torsion group) (زمرة الالتفاف) [2],   4تعريف 

 وٌكون :     ( ) قانون التشكٌل المعرف سابقا تشكل زمرة ندعوها زمرة الالتفاف ونرمز لها  

 ( )     ⋃  ( )( )

 

   

 

منحنً   لٌكن  (2)من أجل المنحنيات الاهليلجية التي تملك نقطة كسرية ذات رتبة [3]:(        نظرية )
 معطى بالمعادلة  شاذتكعٌبً غٌر 

               
 هً زمرة آبلٌة منتهٌة التولٌد. (ℚ) أعداد صحٌحة عندئذ فإن زمرة النقاط الكسرٌة     حٌث 

    إذا وفقط إذا كانت  ٌكون غٌر شاذ  Cمنحنً واٌرستراش . عندئذ   Cلٌكن  :[4] مبرهنة  
  Cو ٌكون ل       عقدة إذا وفقط إذا كانت  C عندئذ ٌكون ل  شاذمنحنً واٌرستراش  Cلٌكن  :[2]مبرهنة 

     قرنة إذا وفقط إذا كان 
 حٌث :   شاذلٌكن المنحنً التكعٌبً غٌر ال:  (Nagell-lutz) [5]نظرية 

      ( )              
 :( ) ثٌرة الحدود التكعٌبٌة كالممٌز ل  صحٌحة ولٌكن       حٌث المعاملات  

                            
أعداد صحٌحة  بالاضافة لذلك فإما أن ٌكون     نقطة كسرٌة ذات رتبة منتهٌة عندئذ فإن  (   )  ولتكن 

 . ٌقسم   أو أن ٌكون     
تمتلك نقطة ذات رتبة منهٌة  ( ) بحٌث أن    شاذلٌكن المنحنً التكعٌبً الكسري غٌر ال : (Mazur) [6]نظرية  

        أو      عندئذ إما أن تكون   
 تشكل زمرة جزئٌة لها أحد الشكلٌن الآتٌٌن : ( ) وبشكل أدق فإن مجموعة النقاط ذات الرتبة المنتهٌة فً 

     أو        حٌث     زمرة دورٌة من ذات رتبة ⑴

 .      حٌث    مع زمرة دورٌة من المرتبة  2ذات رتبة جداء زمرة دورٌة  ⑵
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 : [7](Bezout's theoremنظرية )
واللتان لٌس لهما عوامل  [x,y,z] كثٌرتً حدود غٌر صفرٌتٌن فً   f و g حقل مغلق جبرٌا ولتكن  و  لٌكن 

 مشتركة عندئذ فإن : 

∑   (   )     ( )     ( )  

    

 

( )      المعطى بالمعادلة   لٌكن المنحنً  : [3], 5تعريف   ̅ ولنعرف المنحنً            
 المعطى بالمعادلة:

 ̅        ̅    ̅     ̅       ̅        

 بالشكل :   ∅ولنعرف التطبٌقان  

∅    ̅      ∅(   )  ( ̅  ̅)  

  ̅      
 

 
 
  

  
    ̅  

 (    )

  
 

    ̅       ( ̅  ̅)  (
 ̅ 

 ̅ 
 
 ̅( ̅   ̅

 ̅ 
) 

 

 منحنٌٌن إهلٌلجٌٌن معرفٌن بالمعادلتٌن :  ̅ و    لٌكن  : [3] مبرهنة

                
 ̅         ̅    ̅     ̅        ̅        

(   )  ولتكن   : عندئذ   

(a)    ٌوجد هومومورفٌزم ∅  معرف بالشكل : ̅      

∅( )  {
(
  

  
 
 (    )

  

  ̅              

      (   )      

 +   *هً  ∅نواة 

(b)  ٌعطً تطبٌق  ̅ بتطبٌق نفس الإجراء ل∅̅   ̅ وفق التطبٌق  ̅ إٌزومورفً  ل ̅̅ المنحنً  ̅̅  

(   )  (
 

 
  
 

 
̅  Ψ ٌوجد بالتالً هومومورفٌزم (            :معرف بالشكل      

Ψ( ̅)  {
(
 ̅ 

 ̅ 
 
 ̅( ̅   ̅)

 ̅ 
      ̅  ( ̅  ̅)     

      ̅   ̅     ̅   ̅
 

(c)  التركٌب∅օΨ  2 =     : أي  2هو تطبٌق الضرب بp(p)∅օ Ψ  . 

( ) أي   مجموعة النقاط الكسرٌة على المنحنً الاهلٌلجً  Гلتكن : [3] , 6تعريف     

 : 𝛼ولنعرف التطبٌق  

𝛼          
 

⁄     

 ( )    (      
 ) 

 ( )    (      
 ) 

 (   )    (      
 
) ;     

 . ̅ مجموعة النقاط الكسرٌة على المنحنً الاهلٌلجً ل ̅  وٌرمز ب  

 : التطبٌق المعرف سابقا عندئذ   لٌكن : [3]مبرهنة  

 هومومورفٌزم .  التطبٌق   ⑴

 هومومورفٌزم تقابل واحد_لواحد   , وبالتالً ٌنتج عن  (̅ ) هً الصورة   نواة   ⑵

   ( ̅)      
 

⁄⁄ 

    هً الزمرة الجزئٌة من  عندئذ فإن صورة   الاعداد الاولٌة المختلفة التً تقسم            لتكن   ⑶

    
 

 المكونة من العناصر : ⁄
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*   
    

    
      

             + 

    .     ٌساوي على الاكثر  ((̅ )   )الدلٌل  ⑷

 المنحنً الإهلٌلجً الذي معادلته : Eلٌكن  : [8]مبرهنة

           
 عدد أولً ٌكتب بالشكل :  p حٌث 

                                 (      ) 
( )( )      عندئذ فإن :     

 المنحنً الإهلٌلجً الذي معادلته : Eلٌكن  :[8]مبرهنة 

           
 (      )                                       حٌث :

( )( )     عندئذ فإن :     . 
 المنحنً الإهلٌلجً الذي معادلته : Eلٌكن  :[9]مبرهنة

           
 (      )    (      )    : عددان أولٌان ٌحققان   q و   p حٌث

( )( )     عندئذ فإن :    . 
       :المنحنً الإهلٌلجً الذي معادلته      لٌكن :[9] مبرهنة

عدد أولً فردي ٌحقق  pحٌث        

 فإن:                                    

     ( (               )(                )( )      (    ) 

 بأخذ المنحنٌٌن ::[10]مثال 

                ̅            
(  ) 𝛼 عندئذ:          ,𝛼 (  ̅) ( )( )      ومنه فإن :         

عدد أولً ٌحقق   pحٌث            المنحنً الإهلٌلجً المعطى بالمعادلة    لٌكن  : [11] مبرهنة

المنحنً الإهلٌلجً :      عدد صحٌح فردي , ولٌكن   tحٌث         وٌكتب بالشكل  (     )   :

عندئذ فإن           وٌكتب بالشكل :  (      )   عدد أولً ٌحقق   p حٌث            

 .  1 و   2هما على الترتٌب      و     رتبتً 

 
 بالشكل :  pبالقٌاس ل   a عدد صحٌح   نعرف رمز لٌجندر ل   aعدد أولً و   pاذا كان : [12] ,7 تعريف

(
 

 
)  {

 إذا كان   باقً تربٌعً بالمقاس ل      

  إذا كان   باقً غٌر تربٌعً بالمقاس ل      
 

 
 

 أعداد صحٌحة عندئذ فإن :  a ,bعدد أولً فردي  و   pلٌكن  :[12]البواقي التربيعية ()قاعدة ضرب  مبرهنة
 

(
 

 
) (
 

 
)  (
  

 
) 

 عدد أولً فردي عندئذ :  p لٌكن  :[12] مبرهنة

(
  

 
)  {

(     )      إذا كان    

(     )     إذا كان    
 

 عدد أولً فردي عندئذ :  pلٌكن  : [13] تمهيدية غاوس ( ) نظرية

  

(
 

 
)  {
(     )      أو (     )      إذا كان    

(     )      أو(     )     إذا كان    
 

  :1ملاحظة 
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تحديد جميع  ة من أجلالإىميمجي اتلمنحنيبالرغم من أننا عممنا في ىذا البحث عمى إيجاد الرتبة لأشكال خاصة من ا
لذلك يجدر بنا  الإشارة إلى  حيان في بعض الأ قد يكون غاية في الصعوبة ديد الرتبة إلا أن تح االنقاط الكسرية عميي

دون الاستعانة بالرتبة وكذلك لإيجاد نقاط كسرية فوق المنحنيات الإىميمجية  تم  اتباع العديد من الطرق المبتكرة   أنو
   [14] ونذكر منيا الطريقة التي اتبعياة غير مبتذلة  لإيجاد أسر من المنحنيات الاىميمجية والتي تممك نقاط كسري

sultanowبعض الشروط عمى العددين الاوليين  عمى إيجادو حيث عمم و آخرون p ,q   لكي يكون لممنحني
نقاط كسرية غير مبتذلة من خلال دراسة تقاطع ىذا المنحني مع المستقيم الذي            الاىميمجي 

  معادلتو 
 

 
   . 

 

 :النتائج و المناقشة
 الذي معادلته :  Cالإهلٌلجً لٌكن لدٌنا المنحنً :1مبرهنة 

C:          ; p≡3(mod 8),q≡3(mod 8) حٌث p,q  و         عددان أولٌان ٌحققان 

 : حٌث  التطبٌق  نلٌك         

      
 

⁄                                                →Γ  :⍺  

 عندئذ فإن : Cمجموعة النقاط الكسرٌة فوق المنحنً  Γحٌث

⍺(Γ)=*          +  : أي تكون  ⍺(Γ)   . 

  +                     *∍b=    :⍺(Γ) لدٌنا : الاثبات

 المعادلات التالٌة: ندرس قابلٌة حل كل من

                   

                ②  

                 ③ 

                 ④ 

(     )حٌث لها الحل الخاصلها حل دوما  ①والمعادلة        ⍺(Γ)  لدٌنا :  لكن  (     ). 

 : ②                دراسة المعادلة 

  (     )      نجد : لهذه المعادلة    pوبأخذ التطابق بالقٌاس ل 

وهذا ٌناقض   pباقً غٌر تربٌعً بالنسبة للمقاس   1-فإن (  حٌث(     )   ) (     )   بما أن لكن 

مستحٌلة الحل وبالتالً  ②, إذا لٌس للتطابق حلول وبالتالً المعادلة pبالنسبة للمقاس باقً تربٌعً    كون 

  ( ) p,-1 

   و ③دراسة المعادلتٌن 

 فإن أحد التطابقٌن ( (     )      )حٌث (     )     بما أن 

) حٌث)له حل والآخر لٌس له حل  (     )     (     )     
 

 
) (
 

 
)  :( لكن لدٌنا   

                        (     ) 
 ,pباقً غٌر تربٌعً للمقاس   qوبالتالً فإن   qباقً تربٌعً بالنسبة للمقاس   pوبالتالً 

 فنجد :                  ③فً المعادلة          بأخذ 

               (     ) (     )وبالتالً        ③حل للمعادلة  (     ) 
 . ( )       قابلة للحل وبالتالً  ③المعادلة ف 

 ٌنتج  pبالنسبة للمقاس  ④                 و بأخذ التطابق للمعادلة 

المعادلة  الً لٌس لهذا التطابق حل ومنهوبالت  pباقً غٌر تربٌعً بالنسبة للمقاس   qلكن  (     )       

 . ( )       .وبالتالً مستحٌلة الحل ④
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⍺(Γ) :  ومنه +          *=⍺(Γ)  ٌنتج أن    . 

◧      

 الذي معادلته : ̅ المنحنً لنأخذ  : 2مبرهنة 

 ̅                 ; p≡3(mod 8),q≡3(mod 8)  حٌث ̅ التطبٌق  نولٌك : 

      
 

⁄                                                → ̅: �̅� 

̅  عندئذ فإن : ̅  أي تكون :    +     *=(̅ ) ( ̅)   . 

  الإثبات:

)وجدنا من المبرهنة السابقة  
 

 
) )و     

 

 
)    

̅  ∊ +                                            *لدٌنا: و ( ̅) 

 : التالٌة لدراستها  ̅ وٌكون لدٌنا المعادلات المتعلقة ب 

                      

                       

                       

                       

                       

                     

̅ بما أن   ( ̅) ̅ و     ( ̅) ̅        فإن       ونلاحظ أن  لها حل دوما .  ①فالمعادلة   (̅ )

   (      
 
      )         و( 

 
لا نحصل على لا داعً لدراستها لأنننا  ⑤وبالتالً المعادلة  (

̅ عناصر جدٌدة فً ( ̅) . 

 :                        دراسة المعادلة    ∙

 نجد:  pبأخذ التطابق بالقٌاس ل 

 ②وبالتالً المعادلة   pباقً غٌر تربٌعً بالنسبة للمقاس   2هذا التطابق مستحٌل الحل لأن (     )       

 مستحٌلة الحل .

 نمٌز حالتٌن : ⑥و    و③لدراسة قابلٌة حل المعادلات 

 عندئذ:له حل  (     )    و  لٌس له حل (     )    فً حالة  _⑴

 :  qبالنسبة للمقاس  ③                     بأخذ التطابق للمعادلة  

هذا التطابق لٌس له حلول هنا فإن   qبالنسبة للمقاس  ًباقً غٌر تربٌع  pوبما أن  (     )        

 مستحٌلة الحل . ③وبالتالً المعادلة 

 : qبالنسبة للمقاس                         وبأخذ التطابق للمعادلة  

 لٌس لها حلول.  ④هذا التطابق لٌس له حلول وبالتالً المعادلة  (     )       

 نجد :  pبالنسبة للمقاس  ⑥                التطابق للمعادلة  بأخذو 
باقً   2q فإن  pباقً تربٌعً للمقاس  qبٌنما    pباقً غٌر تربٌعً للمقاس   2بما أن  (     )        

 مستحٌلة الحل . ⑥التطابق الأخٌر لٌس له حلول وبالتالً المعادلة  وبالتالً p غٌر تربٌعً للمقاس 

 عندئذ : لٌس له حل (     )    له حل و  (     )    فً حالة  _⑵

 :  pبالنسبة للمقاس  ③                     بأخذ التطابق للمعادلة 

 مستحٌلة الحل . ③هذا التطابق لٌس له حلول وبالتالً المعادلة  (     )       

 : pبالنسبة للمقاس                         بأخذ التطابق للمعادلة   و

 لٌس لها حلول . ④هذا التطابق لٌس له حلول وبالتالً المعادلة  (     )        

 نجد :  qبالنسبة للمقاس  ⑥                التطابق للمعادلة  بأخذو 

باقً   2pفإن   qباقً تربٌعً للمقاس  pبٌنما    qباقً غٌر تربٌعً للمقاس   2بما أن  (     )        

من كلا مستحٌلة الحل  ⑥التطابق الأخٌر لٌس له حلول وبالتالً المعادلة وبالتالً  q غٌر تربٌعً بالنسبة للمقاس 
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                  لٌس لها حلول وبالتالً:   ⑥و   و  ③نستنتج أن المعادلات  ⑵و  ⑴الحالتٌن 
  ̅  ومنه نجد أن : . (̅ )

 ̅ ̅  أي تكون :    +     *=(̅ ) ( ̅)   . 

                                                                                    ◧ 

 رتبة المنحنً الاهلٌلجً الذي معادلته : : 1نتيجة 

C:          ; p≡3(mod 8),q≡3(mod 8) 

                  عددان أولٌان ٌحققان  p,qحٌث 
(ℚ)( )      هℚً فوق الحقل     . 

 الإثبات :

( ) وجدنا سابقا أن       ̅ ( ̅)   # 

     وبالتالً نجد : 
 ( )  ̅( ̅)

 
   ومنه   

          

 
( )( )     وبالتالً        . 

                                                                                    ◧ 

 الذي معادلته :     الإهلٌلجً لٌكن لدٌنا المنحنً : 3مبرهنة 

     
         ; p≡3(mod 8),q≡3(mod 8) 

 عندئذ فإن :                     عددان أولٌان ٌحققان  p,q حٌث

    ( (       )(      )(ℚ))         

 برهان :
 التالٌة : Гلدٌنا المعادلات المتعلقة ب 

                   

               ② 

باقً تربٌعً بالقٌاس   pأي أن  (     )  (   )   ومنه فإن :   (   )     :أولا نلاحظ أن 

)وبما أن  qل 
 

 
) (
 

 
) )فإن      

 

 
)     . 

(     )حٌث ٌكون لها الحل الخاص    لا داعً لدراسة المعادلة  pq 𝛼(Г) ,1و بما أن   (     ) 

 نجد : pبالقٌاس ل  ②نأخذ المعادلة 

)   وبالتالً نجد:      (     )      
  

 
)  (

   

 
)  (

 

 
)     

 لاٌمكن أن ٌكون لها حلول صحٌحة غٌر مبتذلة . ②وهذا تناقض وبالتالً المعادلة 

⍺(Γ) وبالتالً ٌكون     .  

               ̅      الآن لنأخذ المنحنً            

 التالٌة : ̅ فٌكون لدٌنا المعادلات المتعلقة ب 

                                ⑦                     

                              ⑧                 

                                 ⑨                 

                                ⑩                  

                                   ⑪                

                                    ⑫              

̅ نلاحظ  ( ̅) 1,-4pq𝜖  لذلك لا داعً لدراسة المعادلة  . 

لا     لذلك فإن دراسة المعادلة    (       )         كذلك   (       )    كما نلاحظ أن :

̅ جدٌدة فً  تعطٌنا عناصر  لذلك لا داعً لدراستها . (̅ )

 فنجد :  pبالقٌاس ل    نأخذ المعادلة 
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       (     )    (
  

 
)  (

    

 
)  (
  

 
)  (
  

 
)     

 لٌس لها حلول صحٌحة غٌر مبتذلة .    وهذا تناقض وبالتالً المعادلة

 فنجد :  pبالقٌاس ل   كذلك بأخذ المعادلة 

      (     )    (
  

 
)  (

   

 
)  (
 

 
)     

 لا ٌمكن أن ٌكون لها حلول صحٌحة غٌر مبتذلة .  وهذا تناقض وبالتالً المعادلة

 بالشكل :   الآن : نكتب المعادلة 
    (       )   (      )                

 نحصل على :      وبأخذ 

    (       )  (      )                    

         (   )  

(     )وبالتالً   .(̅ )�̅�      وبالتالً  , حل للمعادلة  (       ) 

   ⑦وبالتالً لا حاجة لدراسة المعادلة   (       )       كذلك   (       )       نلاحظ و

 . (̅ )�̅�تعطٌنا عناصر جدٌدة فً  لأنها لا

 نجد: pبالقٌاس ل   نأخذ المعادلة 

       (     )    (
  

 
)  (

    

 
)  (
 

 
)     

 لٌس لها حلول صحٌحة غٌر مبتذلة .     وهذا تناقض وبالتالً المعادلة

 نجد :  pبالقٌاس ل    ⑧نأخذ المعادلة 

      (     )    (
  

 
)  (

   

 
)  (
  

 
)     

 مستحٌلة الحل  .   ⑧تناقض وبالتالً المعادلة  

 نجد :  pبالقٌاس ل   ⑨نأخذ المعادلة 

      (     )    (
  

 
)  (

   

 
)  (
 

 
)     

 مستحٌلة الحل  .  ⑨تناقض وبالتالً المعادلة 

 نجد :   qبالقٌاس ل    ⑪نأخذ المعادلة 

  

       (     )    (
  

 
)  (

    

 
)  (
  

 
)     

 مستحٌلة الحل .   ⑪تناقض وبالتالً المعادلة 

 الآن  بقً لدٌنا المعادلتان :

              ⑫و                                   ⑩

̅ ولدٌنا حتى الآن أربعة عناصر فً +            *هً    (̅ )   ̅ وبقٌت لدٌنا أربعة قٌم إضافٌة  (̅ )

̅  وبما أن                  محتملة فً هذه الزمرة هً  ̅   من الشكل : (̅ ) ( ̅) عدد   tحٌث     

طبٌعً, نستنتج أنه إما أن تكون كل من المعادلتٌن قابلة للحل أو كلاهما غٌر قابلة للحل وبالتالً ٌنتج أنه إما 

  ̅ ( ̅) ̅  أو        ( ̅)    . 

     لدٌنا 
 ( )  ̅( ̅)

 
   

    إما أن تكون  ومنه
          

 
   أو       

          

 
 وبالتالً ٌنتج :       

    ( (       )(      )( ))         

                                                                                                                        ◧ 
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 : الذي معادلته  Cالإهلٌلجً المنحنً لٌكن   : 2 نتٌجة

:      
                                             

مربعا كاملا       ه إذا كان عندئذ فإن                      ن عددان أولٌان ٌحققا  p,q حٌث

 : فإن 
    ( (       )(      )( ))     

 برهان :

   tأٌا ٌكن العدد الحقٌقً     نلاحظ أن                    أولا بما أن 

     وبالتالً فإن 
 3 بالاضافة للشرط الاخٌر لدٌنا من المبرهنة 3بما أن معطٌات هذه النتٌجة  تتطابق مع معطٌات المبرهنة 

 ⍺(Γ)   . 

+            *كذلك وجدنا أن     ̅ مستحٌلة  ⑪,⑨,⑧,⑦, , , وأن كل من المعادلات      (̅ )

̅    الحل لذلك  ( ̅)  إما كل من المعادلتٌن #  أي أنه       

              ⑫و                                   ⑩

 نجد: ⑫فً المعادلة       لها حل أو كلاهما لٌس له حل لكن لدٌنا بوضع  

     (    )   (    )                 (   ) 

(     )وبالتالً نجد أن   . ⑫هو حل للمعادلة  (   √     ) 

̅                وبالتالً  ̅  وبالتالً  (̅ ) ( ̅)     

   وبالتالً  
          

 
(( )(      )(       ) )    . ومنه                

                                                                                        ◧                                                                                                            

 الذي معادلته :      الإهلٌلجً لٌكن لدٌنا المنحنً  : 4مبرهنة 

     
          ; p≡3(mod 8),q≡3(mod 8) 

 عندئذ فإن :                     عددان أولٌان ٌحققان  p,q حٌث

    ( (       )(      )( ))         

 : مربعا كاملا فإن       و إذا كان  
    ( (       )(      )( ))     

 

 التالٌة : Гلدٌنا المعادلات المتعلقة ب البرهان : 

                                ⑦                     

                              ⑧                 

                                 ⑨                 

                                ⑩                  

                                   ⑪                

                                    ⑫              

 وبالتالً فإن 3تتطابق مع الشروط الواردة فً المبرهنة  p ,qوبما أن الشروط على 

                𝛼( )  مربعا كاملا فإن     وفً الحالة التً ٌكون فٌها 

                          𝛼( ) 
( )𝛼وبالتالً             

     ̅ الآن نأخذ المنحنً 
 التالٌة:   ̅ لدٌنا المعادلات المتعلقة ب و ٌكون             
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                     ⑦                                                     ⑧ 

                        ⑨                                                ⑩   

̅        بما أن   و (       )      كما أن  ①فلا حاجة لدراسة المعادلة  ̅ 

لأنها لا تعطٌنا عناصر   ⑨ و ②وبالتالً لا داعً لدراسة المعادلتٌن   (       )            

̅ جدٌدة فً   ̅ 

 فنجد :  pبالقٌاس ل  ③نأخذ المعادلة 

      (     ) 

  (
  

 
)  (

   

 
)  (
 

 
)     

 مستحٌلة الحل .   ③تناقض وبالتالً المعادلة 

 كذلك نجد   p بالقٌاس ل  ④نأخذ المعادلة 

        (     ) 

)  ومنه : 
  

 
)  (

     

 
)  (

 

 
)  مستحٌلة الحل .  ④تناقض وبالتالً المعادلة    

 نجد:   pبالقٌاس ل  ⑤نأخذ المعادلة 

  (
  

 
)  (

   

 
)  (

 

 
)  مستحٌلة الحل .  ⑤تناقض فالمعادلة      

 نجد:   qبالقٌاس ل ⑥نأخذ المعادلة 

  (
  

 
)  (

    

 
)  (

  

 
) (
 

 
)  مستحٌلة الحل . ⑥تناقض فالمعادلة       

 نجد:   qبالقٌاس ل ⑦نأخذ المعادلة 

  (
  

 
)  (

    

 
)  (
 

 
) (
 

 
)  (
 

 
) (
 

 
)     

 نجد:   pبالقٌاس ل ⑧مستحٌلة الحل . نأخذ المعادلة ⑦تناقض فالمعادلة  

  (
  

 
)  (

    

 
)  (
 

 
)     

 مستحٌلة الحل⑧تناقض فالمعادلة 

 نجد :  p بالقٌاس ل  ⑩بأخذ المعادلة 

  (
  

 
)  (

   

 
)  (
 

 
)     

 مستحٌلة الحل . ⑩فالمعادلة 

̅ ٌنتج أن :   ( ̅)    وبالتالً    
          

 
   أو         

          

 
 و منه :        

    (  (       )(      )( ))         

                                                                                                 ◧  
 : 1مثال 

                 عددان أولٌان ٌحققان   p,q حٌث          :Cلٌكن لدٌنا المنحنً  
وبالتالً بحسب  8بالمقاس ل  3أولً و ٌطابق   qو  pكل من                 نجد      من أجل 
 لها : فإن زمرة النقاط الكسرٌة 1النتٌجة 

      (ℚ)        ⁄                                    . 
 .(x,y= )(120812,2416240)مع النقطة المولدة 

 :1مع النتٌجة   2و  1 مثال عن المبرهنتٌن

generator r q p t 

(120812,2416240) 1 20803 30203 20 
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 :3 المبرهنةعن  أمثلة

rank q p t 

2 43 11 3 

1 or 2 163 43 7 

1 or 2 379 107 11 

1 or 2 2203 683 27 

1 or 2 3691 1163 35 

1 or 2 10459 3371 59 

 
 : 4عن المبرهنة  أمثلة

generator rank q p t 

(44,-44) 2 43 11 3 

(172,516) 1 or 2 163 43 7 

(428,2996) 1 or 2 379 107 11 

(2732,62836) 1 or 2 2203 683 27 

(4652,144212) 1 or 2 3691 1163 35 

(13484,741620) 1 or 2 10459 3371 59 

 

 والتوصيات: الاستنتاجات
التي تممك عمى الأقل نقطة          في ىذا البحث تمت دراسة بعض المنحنيات الإىميمجية ذات الشكل 

بالإضافة لدراسة البنية  ℚالنقاط الكسرية ليذه المنحنيات فوق الحقل زمرة , حيث تم إيجاد   2كسرية ذات رتبة  
 الجبرية ليذه النقاط والحصول عمى بعض النتائج المتعمقة بيا

والنتائج التي توصمنا إلييا تعتبر من المسائل الميمة في          الشكل  منإن دراسة المنحنيات الاىميمجية 
أجل قيم واستخداماتيا المختمفة  , نوصي بدراسة ىذا النوع من المنحنيات من الدراسات الحديثة لممنحنيات الإىميمجية 

 .ثم الاستفادة من ىذه الدراسة  لمتعميم عمى ىذ النوع من المنحنيات N  لمعدد  أخرى 
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