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  ABSTRACT    
 

In this paper, we studied a problem at functional analysis, it is the inclusion of function 

spaces, especially we studied the inclusion between Lorentz space type (     )   In the 

beginning, we introduced this space and then, we studied some of its basic properties 

where we proved that it is non-empty, linear, quasi-normed and complete space, then we 

proved the inclusion of this space for different cases of the parameters, First for     
      , then for           ,  

after that for             و                               
In addition to some other inclusion cases.  

Then, we proved one of the cases of inclusion between these spaces and bounded stummel 

modulus classes type (r, q,𝛼). 
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 دِراسة في نظريّة التّداخل المتعمِّقة بفضاءات لورنتز
                                                                                                                                   *محمد عمي د.                                                                          

                              **حسن بدور د.                                                                  
 عمي جاسر***                                                                                                             

 (2023/ 10/  12قُبِل لمنشر في  . 2023/  2 / 22تاريخ الإيداع )
 

 ممخّص  
التَّداخل  درسنا في ىذا البحث إحدى مسائل التَّحميل التَّابعي وىي مسألة تداخل الفضاءات التَّابعية، وبشكل خاص درسنا

فنا ىذا الفضاء   (     )(     ) بين أحد الفضاءات المنبثقة عن فضاءات لورنتز وىو الفضاء  ، في البداية عرَّ
تداخلات ىذا  ي، شبو منظَّم وتام بعد ذلك أثبتناومن ثمَ درسنا بعض خواصّوُ الأساسية حيث أثبتنا أنَّو غير خالٍ، خطّ 

        ومن ثم من أجل           بدايةً من أجل  الفضاء من أجل حالات مختمفة لموسطاء

 في نفس الوقت.          و          من أجل بعدىا   
 بالإضافة إلى بعض حالات التّداخل الأخرى.

 .(r,q,𝛼)إحدى حالات تداخل ىذه الفضاءات مع صفوف مودولات ستوميل المحدودة ذات النمط  ومن ثمَ أثبتنا
 

 : التَداخل، فضاءات لورنتز، صفوف مودولات ستوميل المحدودة.الكممات المفتاحية
 

 سورية، يحتفظ المؤلفون بحقوق النشر بموجب الترخيص -جامعة تشرينمجمة :  حقوق النشر  
 CC BY-NC-SA 04 
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 مـقــدِمـــة:
 ابعي.حميل التّ ى بالتّ ظرية وىو ما يسمّ ياضيات النّ في بدايات القرن العشرين ظيرَ فرع تحميمي جديد في الرّ 

في جوف الفروع الأكثر قدماً في التّحميل: في حساب  التّابعي تدريجياً لقد توضّعت المفاىيم والطّرق الأساسية لمتّحميل 
 فاضمّية، في نظرية الّتمثيل وتقريب الّتوابع....تّ الالتّحولات، في نظريّة المعادلات 

ياضي الحقيقي إنّ جوىر التّحميل التّابعي ينحصر في الانتقال من مجموعة المفاىيم والطّرق الابتدائية في التّحميل الرّ 
 لى مواضيع أكثر شمولية وذات طبيعة أكثر تعقيداً.إ

 ويقسم التّحميل التّابعي بشكل عام الى مجموعة أقسام رئيسية، أغمب ىذه الأقسام تبُنى عمى مفيوم الفضاء التّابعي.
ذا الفضاء بالفضاءات ولعلّ أول ما يتبادر عمى ذىن الباحث عند تعريف فضاء تابعي جديد، السؤال التالي: ما علاقة ى

 المشابية لو؟
داخل عمى الإجابة عمى ظرية اقتصر تعريف التّ ة تداخل الفضاءات لتجيب عميو، ففي بدايات ىذه النّ وىنا أتت نظريّ 
 :السؤال التالي

 إذا كان لدينا فضاء توابع ما معرف من خلال وسيط، ما العلاقة بين الفضاءات التَابعية التي تنشأ عند إعطاء قيم
 مختمفة ليذا الوسيط؟ 

 عريف.سيامات العديد من الباحثين لتدرس مسائل التّداخل في فضاءات مختمفة البنية والتّ إبعدىا تطورت ىذه النظرية بفضل 
فضاءات  - ,، فضاءات ليبيغ- ,مثل ىذه الدِراسة تمّت عمى بعض الفضاءات التَابعية الشَييرة مثل فضاءات ىولدر

– مودوليشنوفضاءات  - ,،  - ,،  - ,، فضاءات موري - , ،- ,أورليتش  𝛼  وتريبل ليزوركين, -. 
فوف المتعمقة بفضاءات لورنتز ، قدِّم فضاء في بحثنا ىذا، فقد توصمنا إلى بعض النتائج التي تخص تداخل أحد الصُّ

، يعتمد تعريف فضاء لورنتز عمى دالة إعادة الترتيب، George G. Lorentzبواسطة  1950أول مرَة عام - , لورنتز
 . - ,في كتاب بوليا وىاردي ليتموود 1934حيث تمقت ىذه الدَالة أول دراسة منيجية ليا عام 

 دراسات مفصَمة بيذا الخصوص. -  ,ولوكسمبورغ  -  , كما قدَم غروتيندايك
 .-  ,، -  ,، -  ,مؤخّراً درس العديد من الباحثين مختمف خصائص فضاءات لورنتز 

 
 

 أىميَة البحث وأىدافــو:
ئيس من ى اليدف الرّ كمن أىميَة البحث من كونو يعنى بدراسة علاقة الفضاءات التَابعية بين بعضيا البعض، ويتجمّ تَ 

 . (     )مط ىذا البحث بدراسة وتحديد العلاقة بين فضاءات لورنتز ذات النّ 
 

 ه:طرائق البحث وموادّ 
ريقة ة الفضاءات، لذلك فإن الطّ ظرية وبشكل خاص ضمن التَحميل التَابعي ونظريّ ياضيَات النَّ الرّ  اختصاصيقع ضمن 

 ابعي.حميل التَّ ة الفضاءات وبعض النَظريات الأساسية في التَّ بعة تعتمد بشكل أساسي عمى أدبيَات نظريّ المتّ 
 

 ف ومفاىيم أساسية:يتعار 
 :ما ٌلًف عر  عندئذٍ ن    القٌوسة على  -   هً مجموعة كل التوابع  (   )ℱفضاء قٌاس و (     ) نلٌك
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 -  , (:1تعريف )
 :((The Distribution Functionوزيع دالة التّ 

( )      بالعلاقة: (   )ℱفً  fللت ابع    وزٌع عطى دالة الت  ت     ( (| ( )|   )) 

|( ) |     *  حٌث:     +  = (| ( )|   ) . 

 -  ,:(2تعريف )
 (:The decreasing rearrangementناقصي )رتيب التّ التّ إعادة 
(   ,   ابع  هو الت   fابع ناقصً للت  الت   برتٌعندئذٍ إعادة الت     ℱ(   ) f لٌكن  ف بالعلاقة:المعر     (   ,  

  ( )      {      ( )   } . 

 -  ,(:3تعريف )

 (:Lorentz spacesفضاءات لورنتز )

(   ) ف فضاء لورنتز ٌ عر   ،        لٌكن   (   )ℱوابع بأنه مجموعة كل الت    (     )(   )  

f    والتً تحقق :   (   )     

 حٌث:

               

    
     

   

{
 
 

 
 
 (∫ [  

 

    ( ) ]
 

 
  

 

 

 
)

   
   

  
 

    ( )              

 

 

         (   )  

 
 ف كما ٌلً:الم عر         ظٌم  أ مع الن  والذي ٌتكاف  

 

               

    
     

   

{
 
 

 
 
 (∫ [  

 

     ( ) ]
 

 
  

 

 

 
)

   
   

  
 

     ( )              

 

 

             

  .  هو إعادة الترتٌب التناقصً للتابع     حٌث 
 

 -  ,(:4يف )تعر

 (:The bounded stummel modulus classesميل المحدودة )صفوف مودولات ستو

𝛼  و       لٌكن   )   ̃       ̃ ت عرف صفوف مودولات ستومٌل المحدودة  ،   
 بالعلاقة: ( 

 

 ̃    {      
 (  )        ( )                 } 

 حٌث:

     ( )       
    

  ( ∫
| ( )| 

|   |   
|   |  

   )

 
 

          

 

 (:5تعريف )
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 ( r,p,qمط )فضاءات لورنتز ذات النّ 
(Lorentz spaces type (r,p,q):) 

ٌ عر       ،و           و       لٌكن   :ف فضاء لورنتزعندئذٍ 

 (     )       (     )   والتً تحقق  (   )ℱ  وابع بأنه مجموعة كل الت    (     )(     )  

 حٌث:

                    

    
                 

   

{
  
 

  
 
 (∫ [  

 

    ( ) ]

 

 

 
  

 

 

 
+

   
   

  
 

    ( )              

 

 

         (     )  

 
 

 الم عرف كما ٌلً:        ظٌم  والذي ٌتكافأ مع الن  

 

                             

    
               

   

{
  
 

  
 
 (∫ [  

 

     ( ) ]

 

 

 
  

 

 

 
+

   
   

  
 

     ( )              

 

 

              

:ولنبرىن عمى ذلك  
 مبرىنة مساعدة:

            (     )   ( فضاء قٌاس، عندئذٍ:    ,Xلٌكن )
 

   
   (     )  

 الإثبات:

 عندئذٍ:        لنبرهن بداٌةً المتراجحة الأولى: بما أن   

   (     )

 
   ∫ ( 

 
    ( )+

 
   

 

 

 

  ∫ ( 
 
     ( )+

 
   

 

 

 

         

 
                     

               (     )          

 لنبرهن المتراجحة الثانٌة:

 :                (: 1)حالة 

      

 
  ∫ ( 

 
     ( )+

 
   

 

 

 

  ∫ ( 
 
 
    
∫  ( )   

 

 

)

 
 
  

 

 

 

                       

  ∫ (∫  ( )   

 

 

)

 
 

 
 
  
   
 
 
   
   

 

 

  (
 

   
*

 
 
   (     )

 
         

            (     )   بالتالً: 
 

   
   (     ) 

 :           (: 2)حالة 
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     ( )    

 
 
   
∫  ( )     

 

 

 
 
 
   
∫   

 
    ( )  

  
     

 

 

 

                   
 

 
   
   (     ) ∫   

  

     
 

   
 

 

 
   (     ) 

 
  ملاحظة:

. (     ) فإن:عندئذ      (     )(   )    اذا كان      

: عندئذ            كان  إذا (     ) فإن    ( )(     )     

 :(6تعريف )
 (r,q,𝜶صفوف مودولات ستوميل المحدودة ذات النمط )

(The bounded Stummel modulus classes type (r,q,𝜶)): 
𝛼  و       لٌكن   ف صفوف مودولات ستومٌل المحدودة ذات عندئذ ت عر   ،      و    

 ( بالعلاقة:r,q,𝛼مط )الن  

 ̃      {      

 
 (  )          ( )                 } 

 حٌث:

       ( )       
    

  ( ∫
| ( )|

 
 

|   |   
|   |  

   )

 
 

          

 

 بعض المبرىنات المساعدة:
 -  , (:Riesz theoremمبرهنة ريس )

:وبفرض   (     )توابع قٌوسة ذات قٌم عقدٌة على فضاء القٌاس    و  fلٌكن     أن 

              
 بعض عندئذٍ               

 فً كل مكان. تقرٌباً  fتتقارب بالقٌاس الى    الجزئٌة من  المتتالٌات

 

 -  , :(Fatou’s lemmaفاتو ) تمهيدية

 ً كل مكان من أجل كل ف         تقرٌباً إذا كان ،      و    قٌوسةوابع متتالٌة من الت     لتكن 

 فإن: عندئذٍ     

∫    
   
          

 

       
   
      ∫       

 

  

 

تائج والمناقشة:لنّ ا  
 خالٌة.غٌر  (     )(     ) وابع  سرة الت  أ سنورد فٌما ٌلً مثالاً نوضح فٌه أن  

 

 :(1)مثال 

      ابعالت  
 

| | (   | |)  
 .       و      حٌث   (     )(     ) سرة الألى إٌنتمً  

 الإثبات:
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  ( )    | *    | ( )|   +|    | {     
 

| | (   | |)  
  } 

  |     {| | (   | |)   
 

 
} |  | {      (| |)   

 

 
}                                  

 (| |)   =       (| |   ) | |  حٌث:

=  |{      | |      .
 

 
/} |     (   .

 

 
/*
 

      ( )                          

)   ) = tلنضع  n = rpأجل قلٌل من عمومٌة المسألة من دون الت  
 

 
 الً:بالت      ((

 
 
      

 
  (   (

 

 
))      (

 

 
)    

  
    

 
     

 

 
    ( 

  
    

 
   * 

 ومنه نجد:

    
 

  ( 
  
    

 
   *

   
 
 
  

 (  
 
   *

  
 
 
  

| 
 
  |

 

 (    | 
 
  |*

     

     
 
 
  

.
 
  /
  

| 
 
  |
 

(    | |)  
   

(  )   
 
   

| 
 
  |
 

(    | |)  
  

 (      )

| 
 
  |
 

(    | |)  
 

  ( )    
 (      )

| 
 
  |

 

(    | |)  

 وعلٌه:                                         

الً:بالت    

   (     )

 
     ∫  

 
     ( )

 
    
  

 
   

 

 

∫
 
 
  
  
 ( (     ))

 
 

(| 
 
  |
 

(   | |)  )

 
 

    
  

 

 

 

  

 ( (     ))
 
 ∫

 
 
  
  

(| 
 
  |

 

(   | |)  )

 
 

  
  

 

 

 

     ( (     ))
 
 ∫

 
 
  
  

| 
 
  |

 

(   | |)  
  
  

 

 

 

   

   ̃  ∫
 

  (    | |)  
    

 

 

         ̃     ( (     ))
 
                    

      (     )(     ) 

 
 

 (:1مبرهنة )

 الٌتٌن:العملٌتٌن الت   (     )(     ) وابع فنا على أسرة الت  إذا عر  

1- (   ) ( )     ( )    ( ); f, g   (     )(     ). 

2- (  )( ) =   ( ) ;     ,    (     )(     )  

 . ً فوق الحقل ل فضاء خط  ابقتٌن تشك  مع العملٌتٌن الس   (     )(     ) سرة التوابع أعندئذ 

 
 :الإثبات

 رط:ق الش  فضاءاً خطٌاً ٌجب تحق   (     )(     ) لكً ٌكون الفضاء 
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𝛼      (     )(     )         (     )(     ) 𝛼     

 رط:ق الش  ولنبرهن تحق   (     )    ،   (     )   بالتالً  (     )(     )   f, g لٌكن

 لدٌنا حالتٌن:

 :    و         من اجل  (:1حالة )

  𝛼       (     )= [∫ ( 
 

 .( 𝛼    )( )/
 

*

 

 

 
  

 

 

 
]

 

 

  

    *∫ ( 
 

 ((𝛼 )
 
.
 

 
/  (  ) .

 

 
/*)

 

 

 
  

 

 

 
+

 

 

 

 وبتطبٌق متراجحة منكوفٌسكً:

  *∫ ( 
 
 (𝛼 )

 
(
 

 
*+

 
 

 
  

 

 

 

+

 
 

   *∫ ( 
 
 (𝛼 )

 
(
 

 
*+

 
 

 
  

 

 

 

+

 
 

 

  
 
  

[
 
 
 
 

*∫ ( 
 
 (𝛼 )

 
( )+

 
 

 
  

 

 

 

+

 
 

   *∫ ( 
 
 (𝛼 )

 
( )+

 
 

 
  

 

 

 

+

 
 

]
 
 
 
 

 

  
 
  

[
 
 
 
 

*|𝛼|
 
 ∫ ( 

 
   ( )+

 
 

 
  

 

 

 

+

 
 

   *| |
 
 ∫ ( 

 
   ( )+

 
 

 
  

 

 

 

+

 
 

]
 
 
 
 

 

  
 
  [|𝛼|     (     ) | |      (     )]    

  𝛼      (     )(     ) 

 :            جل أمن  (:2حالة )

  𝛼       (     )       
 
 

   

 .( 𝛼    )( )/
 
       

 
 

   

 ((𝛼 )
 
(
 

 
*  (  ) (

 

 
*)   

   
 
 *      

 
 

   

((𝛼 )
 
( )  (  ) ( )*+    

 
 *|𝛼|     

 
 

   

  ( )  | |     
 
 

   

  ( )+  

  
 
 [|𝛼|     (     ) | |      (     )]    

  𝛼      (     )(     ) 

 (:2مبرهنة )

 ظٌم.ٌعرِف شبه الن   (     )    ابع الت  

 الإثبات:
ٌِز حالتٌن:  نم

 :    و         (: من اجل 1حالة )

 .(     )(     )   لكل     (     )     :واضح أن   -1

(     )     = 0     (     )     بفرض أن   2-
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    ∫ ( 
 
   ( )+

 
 

 
  

 

 

 

   ∫( 
 
   ( )+

 
 

 
  

 
   (
  

 
*

 

 

 
 
     ( )

 
      

    ( )               

∫                                                   هذا ومن كون إن   | |        ∫   ( )     
 

  
 

 .                (     )    إذا كان: وعلٌه 

 :لدٌنا      و  (     )(     )   من اجل  -3 

      (     )   *∫ ( 
 
 (   )

 
( )+

 
 

 
  

 

 

 

+

 
 

    *∫ ( 
 
 | |    ( )+

 
 

 
  

 

 

 

+

 
 

 

  *| |
 
 ∫  ( 

 
     ( )+

 
 

 
  

 

 

 

+

 
 

   | | *∫  ( 
 
     ( )+

 
 

 
  

 

 

 

+

 
 

   | |     (     )     

 لدٌنا:  (     )(     )     جل أمن  - 4

 

        (     )= *∫ ( 
 

 ((    ))
 
( ))

 

 

 
  

 

 

 
+

 

 

  

   *∫ ( 
 
 (( ) (

 

 
*  ( ) (

 

 
*)+

 
 

 
  

 

 

 

+

 
 

                

 منكوفٌسكً: متراجحةوبتطبٌق 

  *∫ ( 
 
 ( ) (

 

 
*+

 
 

 
  

 

 

 

+

 
 

   *∫ ( 
 
 ( ) (

 

 
*+

 
 

 
  

 

 

 

+

 
 

 

  
 
 

[
 
 
 
 

*∫ ( 
 
 ( ) ( )+

 
 

 
  

 

 

 

+

 
 

   *∫ ( 
 
 ( ) ( )+

 
 

 
  

 

 

 

+

 
 

]
 
 
 
 

 

  
 
 [    (     )      (     )] 

 :            (: من اجل 2حالة )

 1-  :  .(     )(     )   لكل     (     )    واضح أن 

 :   (     )     بفرض أن   - 2

       
   

  
 
    ( )      ( )                     

 :لدٌنا      و  (     )(     )   جل أمن  - 3
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      (     )        
   

  
 
  (  )

 
( )       

   

  
 
   | |   ( )    | |    

   

  
 
     ( )  

   | |     (     )                         

 لدٌنا:  (     )(     )     جل أمن  - 4

        (     )        
 
 

   

 ((   )( ))
 
       

 
 

   

 (  (
 

 
*    (

 

 
*) 

   
 
 *      

 
 

   

(  ( )    ( ))+    
 
 *     

 
 

   

  ( )       
 
 

   

  ( )+  

                                                            
 

 [    (     )      (     )]    

 (:3مبرهنة )

 لدٌنا: منته، عندئذٍ  -𝜎 فضاء قٌاس  (     )لٌكن 
 

   (     )   
 
 [∫  (  ( )

 
 *

 
   

 

 

 

]

 
 

 

 ثبات:الإ
 حالتٌن: نناقش

 :    و         جل أمن (: 1حالة )
 

   
 
 
(     ) ∫ ( 

 
   ( )+

 
 

 
  

 

 

 

  ∫(  ( ))
 
 

 

 

  
 
  
  
    ∫ ( ∫

 

 

  ( )

 

  
 
 
    )  

 
  
  
  

 

 

 

 ∫ (∫
 

 
   
 
 
   *      ( )   +

 

 

( )  )  
 
  
  
   ∫ (∫

 

 
   
 
 
   
 
  
  
 
{      ( )   }

 

 

( )  )  

 

 

 

 

  

=∫
 

 
   
 

 
   

 
 (∫  

 

  
   

 
  
.    ( )/

 ( )   *      ∫
 

 
  

 

 
  
 

 
  (∫  

 

  
  
  

  ( )

 
*    

   ∫  
 
 
  .  ( )/

 
  
  

 

 

  ∫ [ .  ( )/

 
 
]

 
   

 

 

 

 

     
(     )   

 
 

[
 
 
 

∫  (  ( )
 
 )

 
   
 

 

 ]
 
 
 

 
 

 

 :           جل أ(: من 2حالة )

 لنضع

      
   

{    ( )}
 
       ( )  

  

  
 

وباختٌار
  

  
  t =     لدٌنافإنه    

 

 
 
 

وعلٌه فإن          
 

 
 
 

       ( )       {       ( )   }     
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                   بالتالً:
 

           ، عندئذٍ:   ( )     
   

  
 

     ( ) ⟦ ⟧. 

( )  )     لدٌنا         ثبحٌ      ومن جهة أخرى من أجل     )  وعلٌه فإن:  

   
   

  
 
     ( )  ((  ( )    ))

 
    ((  ( )    ))  ((  ( )    ))

 
    

 :    فوق كل  supولناخذ     لنجعل 

   
   

   
 
     ( )                

              

.  ( )/

 
 
    
   

{    ( )}
 
   ⟦ ⟧ 

 على:نحصل  ⟦ ⟧و  ⟦ ⟧بمقارنة 

   (     )    
   

   
 
     ( )       

   

{    ( )}
 
  

 

 (:1)تمهيدية 
 فإنه لدٌنا:    و       و         جل أمن 

       (
  

 
*

 
 
       

 الإثبات:

  
 
      ( )       ( ) *

  

 
 ∫  

 
  
   

 

 

   +

 
 

  *
  

 
  ∫  (   ( ))

 
   
 
  
   

 

 

   +

 
 

 

  .
  

 
/

 

 
         *

  

 
  ∫  ( 

 

     ( ))

 

 

 
 

 
 
  

 
+

 

 

 

 نجد أن:     tفوق كل  sup وبأخذ

       (
  

 
*

 
 
       

 

  (:4)مبرهنة 

 .تام (          (     )(     ) )الفضاء 
 الإثبات:
 عندئذ: (     )(     ) متتالٌة لكوشً فً الفضاء     +  *لتكن 

( )  ( ومن كون )1التمهٌدٌة ) وبحسب                         ∞      ( ):) 

            (
  

 
*

 
 
                       

  :(           )( حاله 3وبحسب المبرهنة )

   
   

{        ( )}
 

      
   

   
 

   (     )
 ( )              

    عندئذ:
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{        ( )}
 

            =   
   

*    (*     |   ( )    ( )|   +)+
 

  

   ({     |  
 
( )   

 
( )|   })                           

ٌ   بالتالً ه ٌوجد ة رٌسٌمكننا تطبٌق نظر واستنتاج أن  هً متتالٌة لكوشً بالقٌاس      أن أظهرنا الآن    +  *   

.  
 

 
 تابع     قٌوس مثل    بحٌث:     

ه توجد متتالٌة جزئٌة     {   }هذا ٌؤدي أٌضاً بحسب مبرهنة رٌس إلى أن 
بحٌث:     +  *من  

   

 
            . 

لكل                   بحٌث:     ٌوجد  متتالٌة لكوشً، عندئذٍ     +  *وبما إن      لٌكن 

       و      

 
                   . 

    بالتالً:  
   

     (       )
 
( )  (t )(     )

 
وباستخدام تمهٌدٌة فاتو لدٌنا:     tلكل  

    
   

     (       )
  
( )               (t )(     )

  
 ة أخرى:وبتطبٌق تمهٌدٌة فاتو مر   

           [∫ ( 
 
 (     )

  
( )+

 
 
  

 

 

 

]

 
 

 

  

[
 
 
 

∫ ( 
 
    
   

   (       )
  
( ))

 
 
  

 

 

 
]
 
 
 

 
 

 

    
   

   *∫ ( 
 
 (       )

  
( )+

 
   

 

 

 

+

 
 

 

    
   

                          

 .هو فضاء تام (     )(     ) بالتالً  (     )  +  (     )(     )       بما إن  

 
 روط الكافٌة لتحققها.والش   (     )(     ) سنوضِح فً المبرهنة التالٌة بعضاً من علاقات التداخل بٌن الفضاءات 

 

 (:5)مبرهنة 

عندئذٍ ٌوجد ثابت  i=1,2حٌث       و ،       و      و           من أجل  1 -

 بحٌث:    

(     )(      )  وٌتحقق التداخل (      )      (      )        (      )(     ). 

 بحٌث:    ٌوجد ثابت عندئذٍ  i =1,2حٌث      و         و          من أجل  2 -
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(     )(      )  التداخلوٌتحقق  (      )      (      )        (      )(     ). 

عندئذٍ ٌوجد  i =1,2حٌث        و      و           و          من أجل  3-

 بحٌث:    ثابت 
(     )(       )  وٌتحقق التداخل (       )      (       )        (       )(     ). 

  الإثبات:
(      )   لتكن  1-

 .(      )      (      )    :  ولنبرهن أن    (     )

   
(      )

  
  ∫ (  

 
     ( )+

  
   

 

 

 

  ∫(  
 
     ( )+

  
   

 

 

 

  (
  

 
 

)  
  
  (  ( ))

  
  

  
  
  (  ( ))

  
  (

  
  
*    (      )

  
  ( 

 
   ( )+

  
 

 (
  
  
*    (      )

  
  

. : وعلٌه فإن  
  

  
/

 

     (      )     
 

 نجد:      فوق كل  supوبأخذ    ( )   

   (      )  (
  
  
*

 
  
    (      )  

 ومن جهة أخرى لدٌنا:

   (      )

  
  ∫ (  

 
     ( )+

  
   

 

 

 

  ∫ (  
 
     ( )+

  
 
   
  
 
   
  
   

 

 

 

 

 ∫ (  
 
     ( )+

  
 
   
  
 
 

(  
 
     ( )+

  
 

 
  

 
 

 

 

   
(      )

  
 
   
  
 ∫ (  

 
     ( )+

  
   

 

 

 

 

 (
  
  
*

  
 
   
  
 
  
 

⁄

    
(      )

  
 
   
  
     

(      )

 
  
  (

  
  
*

     
  
   

(      )

 
  
    

.        لنضع 
  

  
/

     
       (      )

  
       

(      )

 
  

 بالتالً:         

        حٌث  (      )       (      )   
 

         (      )
ة الاختٌار الكٌفً وبمراعا (     )

(     )(      ) نجد أن:   ابع للت      (      )(     ). 

 .(      )      (      )    :  ولنبرهن أن    (     )(      )   لتكن  2-   

   (      )

 

   ∫ (  
 
     ( )+

 

    

 

 

 

  ∫(  
 
     ( )+

 

    

 

 

 

  (
   

 
*  

 

   (  ( ))
 

   

  
 
   (  ( ))

 
   (

 

   
*    (      )

 
   ( 

 
   ( )+

 

  

 (
 

   
*    (      )

 
   

 : . وعلٌه فإن 
 

   
/

  
 
   (      )     

 

 نجد:      فوق كل  supوبأخذ    ( )   

   (     )  (
 

   
*

  
 
    (      )  
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 ومن جهة أخرى لدٌنا:

   (      )

 
   ∫ (  

 
     ( )+

 

    

 

 

 

  ∫ (  
 
     ( )+

 

  
   
 

  
   
 

    

 

 

 

 

 ∫ (  
 
     ( )+

 

  
   
 

  
 

(  
 
     ( )+

 

  

 
  

 
 

 

 

   (     )

 

  
   
 

  ∫ (  
 
     ( )+

 

    

 

 

 

 

 (
 

   
*

 

  
   
 

  
 
 

  

⁄

    (      )

 

  
   
 

      (      )
 
 

     

.        لنضع 
 

   
/

 

  
   
 

  
 
 

  

⁄

     (      )

 

        (      )
 
 

 بالتالً:          

        حٌث  (      )       (      )   
  
ة الاختٌار الكٌفً وبمراعا (     )(      )        

ابع  (     )(      )  نجد أن:   للت     (      )(     ). 

(       )   لتكن  3-  
 .(       )      (       )    :  ولنبرهن أن    (     )

   
(       )

  
   ∫ (  

 
     ( )+

  
    

 

 

 

  ∫(  
 
     ( )+

  
    

 

 

 

  (
   

 
 

)  
  
   (  ( ))

  
   

  
  
   (  ( ))

  
   (

  
   
*    (       )

  
   ( 

 
   ( )+

  
  

 (
  
   
*    (       )

  
   

. : وعلٌه فإن  
  

   
/

  
     (       )     

 

 نجد:      فوق كل  supوبأخذ    ( )   

   (      )  (
  
   
*

  
  
    (       )  

 ومن جهة أخرى لدٌنا:

   (       )

  
   ∫ (  

 
     ( )+

  
    

 

 

 

  ∫ (  
 
     ( )+

  
  
   
  
  
   
  
    

 

 

 

 

 ∫ (  
 
     ( )+

  
  
   
  
  
 

(  
 
     ( )+

  
  

 
  

 
 

 

 

   
(      )

  
  
   
  
  ∫ (  

 
     ( )+

  
    

 

 

 

 

 (
  
   
*

  
  
   
  
  
  
  

⁄

    
(       )

  
  
   
  
      

(       )

 
  
     

.        لنضع 
  

   
/

  

  
   
  

  
  

  

⁄

     (       )

  
        

(       )

 
  

 بالتالً:          
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        حٌث  (       )       (       )   
  
         (       )

ة الاختٌار الكٌفً وبمراعا (     )

ابع  (     )(       ) نجد أن:   للت     (       )(     ). 

 (:6مبرىنة )
 ،i=1,2,3,4  حٌث       و       و       و                 من أجل 

 (         )        (         )     بحٌث:    عندئذٍ ٌوجد ثابت 

(     )(         ) وٌتحقق التداخل     (         )(     )  

 الإثبات:
: (     )(         )    لتكن   (         )        (         )    ولنبرهن أن 

   (         )

     
  ∫ ( 

 
    ( )+

     
   

 

 

 

  ∫ ( 
 
    ( )+

     
   

 

 

 

 

 (
  

     
*  
     
   (  ( ))

     
             

       وذلك من أجل كل 

   (         )     
   

 
 
    ( )   (

     
  
*

 
     
    (         ) 

 ومن جهة أخرى لدٌنا:

   (         )

     
   ∫ ( 

 
    ( )+

     
   

 

 

 

  ∫ ( 
 
    ( )+

       (     ) (     )
   

 

 

 

   

 ∫ ( 
 
    ( )+

       (     )
 

( 
 
    ( )+

(     )
   

 

 

 

   ∫ (    
   

 
 
    ( ))

       (     )
 

( 
 
    ( )+

(     )
   

 

 

 

 

 ∫(   (         ))
       (     )

 ( 
 

    ( )+

(     )
   

 

 

 

     (         )

       (     )
    (         )

(     )
  

 [(
     
  
*

 
     
]

       (     )
 

   (         )

       (     )
    (         )

(     )
               

 [(
     
  
*

 
     
]

       (     )
 

   (         )

     
        

 أي أصبح لدٌنا:

   (         )

     
  [(

     
  
*

 
     
]

       (     )
 

   (         )

     
  

.)*    لنضع: 
     

  
/

 

     )

       (     )

 

+

 

     

  

    (         )        (         )   نجد أن: 

   بالتالً:
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    (         )(     ) 

(     )(         ) نجد أن:   وبمراعاة الاختٌار الكٌفً للتابع     (         )(     )  

 (:7مبرهنة )

(     )(      )   من أجل   و             و (     )(      )    

   بحٌث:    عندئذٍ ٌوجد ثابت i =1,2,3  حٌث  ،     و       و        

   (         )

     
        (      )

  
     (      )

  
  

(     )(      )   وٌتحقق التداخل:    (         )(     )  (      )(     ) 

 الإثبات:
(     )(      )   لتكن   عندئذٍ: (     )(      )    

      (      )(     )       (      )(     )  

   (      ) (∫ ( 
 
    ( )+

  
   

 

 

 

 )

 
  

       (      )

  
  ∫ ( 

 
    ( )+

  
   

 
   

 

 

 

   (      )
 (∫ ( 

 
    ( )+

  
   

 

 

 

 ,

 
  

       
(      )

  
  ∫ ( 

 
    ( )+

  
   

 
   

 

 

 

 ومن جهة أخرى:

   (         )

     
  ∫ ( 

 
    ( )+

     
   

 
  ∫ ( 

 
    ( )+

  
 

( 
 
    ( )+

  
 

 
  

 
 

 

 

 

 

 

 ∫ (    
   

  
 
    ( ))

  
 

( 
 
    ( )+

  
 

 
  

 
  

 

 

∫ .   
(      )

/

  
 
( 
 
    ( )+

  
 

 
  

 
 

 

 

 

     
(      )

  
    

(      )

  
  ((

  
  
*

 
      

(      )
+

  
 

   
(      )

  
  

  وبوضع 
  

  
  :  نجد أن 

   (         )

     
        (      )

  
     (      )

  
    

 
 :  نجد أن:  وبمراعاة الاختٌار الكٌفً للتابع  (     )(         )     وعلٌه فإن 

   (      )(     )   (         )(     )  (      )(     ) 

 
 

 (:8مبرهنة )

   من أجل
 
 
   

                         حٌث     (     )(      ) 

 :بحٌث ( )       0عندئذٍ ٌوجد ثابت ،            حٌث        و      و       و

⟦ ⟧      
(    ∑   

 
   )

∑   
 
   
       ∏    (      )
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∑    )   وٌتحقق التداخل التالً:   
 
   )(     )   

 
 
   

 (      )(     ). 

 :الإثبات

 :nبالاستقراء الرٌاضً على  ⟦ ⟧نبرهن على صحة العلاقة 
 .ابقةالس   ةوهو ما أثبتناه فً المبرهن    صحٌحة من اجل  ⟦ ⟧العلاقة أولاً: 
 العلاقة:أي     من أجل  ⟦ ⟧نفرض صحة العلاقة  ثانياً:

   
(    ∑   

 
   )

∑   
 
   
       ∏    (      )

  
  

 .( )       0محققة حٌث     

 أي لنبرهن ان: ،     من أجل ⟦ ⟧لنبرهن على صحة العلاقة ثالثاً: 

     
(    ∑   

   
   )

∑   
   
   
       ∏    (      )

  
    

 . (   )       0حٌث     

   لتكن 
   
 
   

                لكل  (     )(      )    أي ان:  (     )(      ) 

⟦ ⟧          ومنه                                           (      )

 

 .                لكل    

 ولدٌنا من جهة أخرى:

   
(    ∑   

   
   )

∑   
   
   
   ∫ ( 

 
   ( )+

∑   
   
   
   

 

 

 

   ∫ ( 
 
   ( )+

             
 

( 
 
   ( )+

    
   

 

 

 

   

 ∫ (    
   

 
 
   ( ))

             
 

( 
 
   ( )+

    
   

 

 

 

    ∫    
(    ∑   

 
   )

             
 

 

 

( 
 
   ( )+

    
   

 
 

     
(    ∑   

 
   )

∑   
 
   

      
(         )

     
  *(

∑  
 

 
   

  
)

 
∑   
 
   

   
(    ∑   

 
   )
+

∑   
 
   

 

   
(         )

     
  

 (
∑  

 
 
   

  
)      

(    ∑   
 
   )

∑   
 
   

    
(         )

     
  

 بالتالً وبحسب فرض الاستقراء ٌصبح لدٌنا:
 

   
(    ∑   

   
   )

∑   
   
   
  (

∑   
 
   

  
)  (   ∏    

(      )

  
 

 

   

+    (         )

     
                                         

 

(   )     الان لنضع:     .
∑   
 
   

  
/  ( )   

∏)     وعلٌه:    (      )

  
  

   )     
(         )

     
    ∏    (      )

  
    

   ⟦ ⟧    
(    ∑   

   
   )

∑   
   
   
  

 .      بالتالً فهً صحٌحة من أجل كل       صحٌحة من اجل  ⟦ ⟧العلاقة   

       نجد أن:   ⟦ ⟧و⟦ ⟧ومن العلاقة 
(    ∑   

   
   )

∑   
   
   
∑    )     بالتالً:      

 
   )(     ) 

∑    )   نجد أن:     الاختٌار الكٌفً للتابع  وبمراعاة   
 
   )(     )   

 
 
   

 (      )(     ). 
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 (:9)مبرهنة 

 )     ̃   محقق:  الً داخل الت  الت   قٌاس لٌبٌغ عندئذٍ   و      من أجل 
 )  

.  
  

  
  /
(  ) . 

 الإثبات:
 لتكن

.  
  

  
  /
 لدٌنا: عندئذٍ     (  )

    
.     
  

𝛼 
   /

 
  ∫ ( 

𝛼 
     ( ))

 
 

 

 

  

 
   ∫  

𝛼

 

 

 

 (  ( ))
 
 
  

 
      | |

 
  
.  
 
𝛼
  /

 

| |  :فإن  وعلٌه  
 

    
.  
 

𝛼
  /
(  )        

.  
  

𝛼 
  /
(  )  

𝜖من أجل   صغٌر بما فٌه الكفاٌة لدٌنا:   

 || ( )|
 
   (  𝜖)|    | ( )|

 
    .| ( )|

 
   (  𝜖)/

 

 .| ( )|
 
 /
 

 

∫ومنه:  
𝛼

  .| ( )|
 

   (  𝜖)/
 

 
  

 
   ∫  

𝛼

 .| ( )|
 

 /
 

  
  

 
     | ( )|

 

   (  𝜖)    
 

 
 
.  
 

𝛼
  /
(  )           

 

 
 

( )   ومن جهة أخرى: لٌكن  | | 𝛼    :ٍعندئذ 
  ( )    | *   

   | ( )|   +   | *      | |𝛼      + | 

  | ,      | |    (
 

 
*

 
  𝛼

- |      (
 

 
*

 
  𝛼

 

.   = tالآن لنضع 
 

 
/

 

  𝛼       ( )     

  𝛼

    
𝛼

 
             

  𝛼

    
𝛼

 
   . 

 :ومن هذا نحصل

  
   

    =      
𝛼

    
𝛼

 
    

    
  𝛼

        
   

   
 

| |  𝛼
 
.  
 

  𝛼
  /

    =    
.   

 

  𝛼 
    /

 

 أخٌراً:

( ∫
| |
 
 

|   |   

 

 (   )

  )

 
 

  ( ∫
| |
 
   (  𝜖)

|   |   
  

  )

 
 

    | |
 
   (  𝜖)  .   

𝛼
  /
 
 

| |  𝛼
 
.  
 
  𝛼  /

 

   
   
    | |

 
   (  𝜖)  .   

𝛼
  /
              

   ̃    𝛼( 
 
)  

ابع  الاختٌاروبمراعاة  :   الكٌفً للت   )     ̃   نجد أن 
 )  

.  
  

  
  /
.  /. 

 

  والتوصيات:الاستنتاجات 
داخل بينيا، ونوصي بتعريف قة بفضاءات لورنتز ودرسنا التّ مّ منا في ىذه المقالة إلى تعريف فضاءات توابع متعتوصّ 

 .فضاءات توابع أكثر عمومية ودارسة التداخل بينيا
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