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 ملخ ص  
 

باستخدامّالمجموعاتّالمفتوحةّالمعرفβّّمنّالنوعّّكالتراص ّّدراسةّلبعضّأنواعّالتراص ّّمّفيّهذاّالبحثنقدّ 
العلاقةّوّنناقشّ,ّّ,ّوندرسّبعضّخواصه1983عبدّالمنصفّعامّّريالباحثّالمصّ ّالتيّعرفتّمنّقبلβّمنّالنوعّ

ّتوصّ ّوّبينّأنواعّأخرىّمنّالتراص ّّبينه ّوّقد ,ّ ّإلىّبعضّالنتائجّمثل: ّكانّلنا إذا ,X ّ ّبقوةًّّامتراصّ ّفضاء
لفضاءّفإنّّ ,ّتكونّكثيفةّفيّكلّمكانّفيهβّّةّمجموعةّمفتوحةّمنّالنوعّأيّ ّنّ إبحيثّ ,X ّّ ّا ّمنّيكونّمتراص
ّ.βالنوعّ

ّ
ّ

ّ.فضاءاتّغيرّالمترابطةّنهائياّ ,الβمنّالنوعّّ,التراص βّالمجموعةّالمفتوحةّمنّالنوعّّالكلمات المفتاحية:
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ّ
ّ
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  ABSTRACT    

 

In this paper ,we introduce new type of compact spaces called β-compact spaces, 

using β-open sets which defined by Dr.Abd El-Monsef 1983 , we study some of their 

properties and discuss relationship between this spaces with other types of compactness., 

we have reached to many results such as: every strongly compact space Χ   which satisfy 

condition "every β- open set of Χ is denes" is compact.                                                                                                        
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 مة:مقد  

الفضاءّنناّمنّدراسةّخصائصّيمكّ ّالتراص ّّنّ ,ّإذّإالصفاتّالمميزةّّللفضاءاتّالتبولوجيةّّمنّأهمّ ّالتراص ّّيعدّ 
ّّالمتراص ّ ّمن ّمنتهية ّجزئية ّأسرة ّعلى ّبالاعتماد ّفيه ّالمفتوحة ّالجزئية ّأجلّالمجموعات ّمن ّله.و ّتغطية ّتشكل التي

اّأدىّلظهورّممّ ّ,ّإضافةّشروطّجديدةّعلىّالمجموعاتّالجزئيةّفيهّتمّ ,ّنتائجّأعمقّفيّدراسةّالفضاءّالتبولوجيّ
ّالم ّمن ّعمومية ّأكثر ّالمجموعات ّمن ّجديدة ّالمفتوحةأنماط ّّجموعات ّمنّ, ّالمفتوحة ّالمجموعات ّالمثال ّسبيل على

 مجموعاتّمفتوحةّمنّالنوعّوّ,ّb[3]ومجموعاتّمفتوحةّمنّالنوعّ,θّ[2]مجموعاتّمفتوحةّمنّالنوع,ّβ[1]النوع

[4]αّ,ّوعملناّالتركيزّعلىّالمجموعاتّالمفتوحةّمنّالنوعβّعبدّالمنصفّّالمصريّالأصلّ.التيّقدمتّمنّقبلّد
ّ 1983ّّعام ,ّ ّ ّإلى ّالمفتوحةوالمكافئة ّقبل ّنصف ّالمجموعات ّدّ[5]فكرة ّقبل ّمن ّقدمت ّعامّّ.التي ّجيفك أندري

 وّدرستّخصائصّالفضاءّالتبولوحيّبالاعتمادّعليهاّ.,1986ّّ

 
 أهمية البحث وأهدافه:

  بالاعتمادّعلىّالمجموعاتّالمفتوحةّمنّالنوعّّمّفيّهذاّالبحثّدراسةّحولّتراصّالفضاءاتّالتبولوجيةنقدّ ّالهدف:

 ّّالتبولوجيةّكالفضاءاتّالمتراص ّوبينّأنواعّخاصةّمنّالفضاءاتّ ّوّالفضاءاتّغيرّوّنحاولّالربطّبينها ّبقوة ة
 وّأنواعّأخرى....ّالمترابطةّنهائياّ 

 
ّطرائق البحث ومواده:

ّ ّالنوع ّمن ّالمفتوحة ّالمجموعات ّمفهوم ّمن ّالبحث ّهذا ّفي ّنستفيد ,ّ ّومن ّالمجموعاتّعد ة ّمن أنماط
,ًّالخصائصّالتيّتتمتعّبهاّهذهّالأنماطّفيّبعضّالفضاءاتّالتبولوجيةّكالفضاءاتّغيرّالمترابطةّنهائياوّ,ّالمفتوحة

 فضاءاتّهاوسدورف..وّ

 المفاهيمّالأساسيةّالتيّتلزمناّفيّهذاّلبحث.لذلكّنوردّبعضّ

 تعاريف و مفاهيم أساسية:

)ليكن , )X  ًّكيفياًتبولوجياّفضاء.ّ
ّ:(𝟏)]1[تعريف

)int)إذاّكانّ,(OpenSet-ّ)إنهاّمجموعةّمفتوحةّمنّالنوع𝚨ّّيقالّعنّالمجموعة ( )))A cl cl Aّّّّّ
في هذا الفضاء بالرمز وّسنرمزّلأسرةّالمجموعاتّالمفتوحةّمنّالنوعّ ,O X ّأو O X.ّ

ّ:(𝟐)]1[تعريف
)int)إذاّكان,(Semi Open Setّهاّمجموعةّنصفّمفتوحة)إنّ  𝚨 يقالّعنّالمجموعة ))A cl Aّوّسنرمز

في هذا الفضاء بالرمزلأسرةّالمجموعاتّنصفّالمفتوحةّ ,SO X ّّأو SO X.ّ
ّ:(𝟑)]6[تعريف

ّالمجموعةّ ّعن ّمفتوحة)𝚨ّ يقال ّقبل ّمجموعة ّكانPreopen Setإنها ّإذا )int( ( ))A cl Aّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّ
في هذا الفضاء بالرمز وّسنرمزّلأسرةّالمجموعاتّقبلّالمفتوحة ,PO X ّّأو PO X.ّ

 



ّظريف,ّالعسليّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّةوّالفضاءاتّالمتراصّ βّوعّدراسةّفيّالمجموعاتّالمفتوحةّمنّالنّ 

366 

 
ّ:(𝟒)تعريف

)الفضاءلّعنّيقا , )X فضاءّمتراص ّّنهّ إ(Space Compact)ّ,لفضاءإذاّكانّمنّكلّتغطيةّمفتوحةّل𝑋ّ
}مثل , }iT i Iّ,ّيمكنّالحصولّعلىّتغطيةّجزئيةّمنتهية.ّ

ّ:(𝟓)]6[تعريف
)الفضاءّعنّيقال , )X ّّمتراص ّن إ ّفضاء ّّه ّالنوع ّمن ّ (Space Compact-)ّّ ّكلّ, ّمن ّكان إذا

}مثل𝑋ّّلفضاءلّتغطيةّمفتوحةّمنّالنوعّ , }iT i Iّّ,ّّجزئيةّمنتهيةّ.يمكنّالحصولّعلىّتغطية
ّ:(𝟔)]6[تعريف

)الفضاءّعنّيقال , )X بقوةّّمتراص ّفضاءّنّ إ(Strongly Compact Spaceّ)ّ,ّّكانّمنّكلّتغطية إذا
}مثل𝑋ّلفضاءلقبلّمفتوحةّ , }iT i Iّّ,ّّ.ّيمكنّالحصولّعلىّتغطيةّجزئيةّمنتهية

ّ:(𝟕)]6[تعريف
)الفضاءنّعّيقال , )X ّّهّفضاءّشبهّن إّمغلق(Closed -quasi)ّ,ّإذاّكانّمنّكلّتغطيةّمفتوحة

}مثل𝚾لفضاءل , }iT i Iّّ,ّ1نستطيعّأنّنكتب ( )n

i iX cl T.ّ
 :(𝟖)]7[تعريف

يقالّعنّالفضاءّالتبولوجي ,X نهّفضاءإ.E D(Extremally disconnected topological spaceّّ)
)إذاكانت ) ,cl T T   . 

 (:9تعريف)
نقطتين إذاّوجدتّفيهّ,2Tّوّفضاءّّأ,ّفضاءّهاوسدورفّّإنهّ Xّيقالّعنّالفضاءّالتبولوجي

x,مختلفتين  y من نقاطه ن مجاورتي,x yV Vل,x y : على الترتيب بحيث يكون 
x yV V ّ

ّ(:10تعريف)
ةّفيّهذاّالفضاءّذإذاّكانتّكلّمجموعةّمتراصKCّإنهّفضاءXّيقالّعنّالفضاءّالتبولوجي

ّمغلقةّفيه.ّ
 :(𝟏)[1]تمهيدية

Αلتكنّ ⊆ Β ⊆ ΧّّحيثΒّّمجموعةّمفتوحةّمنّالنوعαّّفيΧّ, ّّّعندئذ
   A O B A O X    

 :(𝟐)]7[تمهيدية
متكافئةّمنّأجلّأيّفضاءّتبولوجيّالآتيةالعباراتّ ,X :ّ

(a)Xّّفضاء.E Dّ
(bّإذاّكانت)( , )A SO X ّّو( , )B O X ّفإن( ) ( ) ( )cl A cl B cl A Bّ
(cّإذاّكانت)( , )A SO X ّّو( , )B O X ّفإن( , )A B O X ّ

 :  ]7 [(𝟑)تمهيدية
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ّمتكافئة:الآتيةّشروطّالّفضاءّتبولوجيّكيفي,ّعندئذّّ Xبفرض
)a)Xفضاء.E Dّ
)bّ)   O X PO X ّ

)cّ)ّّمنّأجلّكل( )A O Xّّفإن( )cl A ّ
)dّ)ّّمنّأجلّكل( )A PO Xّّفإن( )cl A ّ
 

 (𝟏):نتيجة
)بماّأنّ  , )O X  ّ ّمنّالنوعّّكلّفضاءّمتراص ّّفإنّّ هوّفضاءّمتراص.ّ
 (𝟐):نتيجة

ّغيرّصحيحّبالضرورةّكماّيبينّالمثالّالآتي:ّالنتيجةّالسابقةّإنّعكسّ
ّبالشكل:τّوّلنعرفّعليهاّالتبولوجيا,ّّمجموعةّالأعدادّالصحيحةℤّلتكنّ

   ,0T T    ّ
ّفيّهذاّالفضاء:βّلنوجدّأسرةّالمجموعاتّالمفتوحةّمنّالنوعّ

ّ Αّفإن  ⊆ ℤ0  ّأو ∈ Αّّ0أو ∉ Αّ
 0إذاّكانت ∈ Αّ ّهاّمجموعةّمغلقةّوّبالتاليّفهذاّيعنيّأن𝐶𝐿(Α) = Αّّ,:ّومنه

int( ( )) int( )cl A A  
int( ( )) int( ) \{0}cl A A A ّ

(int( ( ))) (int( ( ))) ,cl cl A A A cl cl A A o     ّ
 ّّ0إذاّّكانت ∉ Αّّعندئذ𝑐𝑙(Α) = Α ∪ {0}ّ

int( ( )) (int( ( ))) {0} (int( ( )))cl A A cl cl A A A cl cl A     ّ
 ,A o  ّ

ّوّهذاّيعنيّأنّ   ,o P  ّ
ّ 𝛵𝓃}الأسرة = {−𝓃, … … , −1,0,1, … … … . , 𝓃}; 𝓃 ∈ ℕ}ّّ ّالنوع ّمن ّمفتوحة ّتغطية ّتشكل

ℤلمجموعةّلكنّلاّيمكنّالحصولّعلىّتغطيةّجزئيةّمنتهيةّمنهاّل ℤلمجموعةل ⇐ (ℤ, τ)ّ ّمنّالنوعّاّّ ليسّمتراصّ
ّ ّثانية ّجهة ّأيّ أمن ّّن ّتضم ّأن ّيجب ّمفتوحة ّمجموعات ℤّّأسرة ّمفتوحة ّتغطية ّتشكل ّالفضاءلحتى ّيمكنّّ,هذا و

ّ.ℤهيّأسرةّجزئيةّمنّالتغطيةّتحويّوّّ,ℤّلمجموعةالحصولّعلىّتغطيةّجزئيةّمنتهيةّل
 

ّالنتائج و المناقشة:
 :(𝟏)مبرهنة

ّ.هيّمجموعةّمتراصةّمنّالنوعمنّالنوعّمغلقةّفيّفضاءّمتراص ّكلّمجموعةّ
ّالإثبات:
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}والمتراصّمنّالنوعΧّّمغلقةّفيّالفضاءّمجموعةΑّلتكن , }iT i Iّّتغطيةّكيفيةّمنّالمجموعات
Χفإنّ,ّمغلقةّمجموعةΑّّبماّأنّ ,,Χّلفضاءّلالمفتوحةّمنّالنوعّ ∖ Αّمجموعةّمفتوحةّمنّالنوعوّالأسرة

{ , } { \ }iT i I X A ّتشكلّتغطيةّمفتوحةّمنّالنوعβّلفضاءّلΧّّوّكونΧّ ّّمنّالنوعّّاّ متراصّ فضاء:ّ
 1 \n

i iX T X A ّ
Αّوّهذاّيعنيّأنّ  ⊆ ⋃ T𝐧

𝒊=𝟏ّّمجموعةّللعلىّتغطيةّجزئيةّمنتهيةّقدΑّّ,ّمنّالمجموعاتّالمفتوحةّمنّالنوع
βّّّوّمنهّنجدّأنّ ,ّهذاّالنوعّمنّالمجموعاتّاطةّبوسمنّأيّتغطيةّلهاΑّ ّةّمنّالنوعمجموعةّمتراص.ّ

 

ّ:(𝟐)مبرهنة
ّ ّوًكيفياًّتبولوجياّفضاءّ Χّليكن ,𝛣ّّ ّالنوع ّمن ّمتراصة ّمجموعة ّلتكن ّالنوع𝛵ّو ّمن ّمفتوحة ّمجموعة

𝛵بحيثّ ⊆ 𝛣ّّعندئذّإن𝐵\𝑇مجموعةّمتراصةّمنّالنوع.ّ
ّ:الإثباتّ

}لتكنّ , }iT i Iّّتغطيةّمفتوحةّمنّالنوعβّّللمجموعة𝐵\𝑇ّّعندئذّالأسرةّتشكلّتغطيةّمفتوحةّمنّالنوع
لمجموعةلBّوّكونBّمجموعةّمتراصةّمنّالنوع ّّّفإن

𝐵 ⊆ (⋃ 𝑇𝑖) ∪ (𝑇)𝑛
𝑖=1ّ 𝐵لكن = (𝐵\𝑇) ∪ (𝑇) ⊆ (⋃ 𝑇𝑖) ∪ (𝑇)𝑛

𝑖=1ّأن ّيعني 𝐵\𝑇وهذا ⊆

⋃ 𝑇𝑖𝑛
𝑖=1ّوّمنهّالمجموعة𝐵\𝑇ّّمجموعةّمتراصةّمنّالنوع.ّ

ّ:(𝟑)مبرهنة
ّكانّ مجموعةّمتراصةّمنّالنوعΑّّوّمجموعةّمغلقةّمنّالنوع𝐹ّ,وّكانتًكيفياًّبولوجياّفضاءّ Χّإذا

𝛢تكونعندئذّ ∩ 𝐹مجموعةّمتراصةّمنّالنوع.ّ
ّالإثبات:

}لتكن , }iT i Iّّتغطيةّكيفيةّمنّالمجموعاتّالمفتوحةّمنّالنوعّللمجموعة𝛢 ∩ 𝐹ّّفيΧّ
𝛢هذاّيعنيّأن ∩ 𝐹 ⊆ ⋃ 𝑇𝑖𝑖∈𝐼ّبالتالي:ّ

       \ \i I iA A F A F T X F     ّ
ّأنّ  ّيعنيّأنّ ΧفيّمجموعةّمفتوحةّمنّالنوعΧ\𝐹ّّفإنّمجموعةّمغلقةّمنّالنوع𝐹ّّّلكنّبما وّهذا

الأسرة   , \iT i I X F ّّتشكلّتغطيةّمفتوحةّمنّالنوعلمجموعةّلΑّّلكن,Αّّمجموعةّمتراصةّمنّالنوع
ّبالفرض𝛢 = (⋃ 𝑇𝑖𝑛

𝑖= ) ⋃(𝛸\𝐹)ّّوّمنه𝛢 ∩ 𝐹 ⊆ ⋃ 𝑇𝑖𝑛
𝑖=1ّّ,ّ 𝛢ّيعنيّأنّ وّهذا ∩ 𝐹ّّمجموعةّمتراصة

 .منّالنوع
ّ:(𝟒)مبرهنة

Βلتكن ⊆ Xّّحيث𝛣ّّمجموعةّمفتوحةّمنّالنوعαّّوّلتكن𝛢 ⊆ 𝛣ّ ّّّإنّ:عندئذ
ΑّّمجموعةّمتراصةّمنّالنوعّفيΧ ⟺ ΑّّمجموعةّمتراصةّمنّالنوعفيΒّ

ّالإثبات:
}لتكنّالأسرة , }iT i IّتغطيةّكيفيةّمنّالمجموعاتّالمفتوحةّمنّالنوعلمجموعةلΑّفيΒّّبالتالي𝐴 ⊆

⋃ 𝑇𝑖iّّ,ّمنّأجلّكلّّ(1)وحسبّالتمهيدية𝑖 ∈ 𝐼لدينا𝑇𝑖 = 𝐺𝑖 ∩ 𝐵ّّ,ّحيث𝐺𝑖 ∈ 𝛽𝑂(Χ)ّّمنّأجلّكل𝑖 ∈ 𝐼ّ
,𝐺𝑖}بالتاليّالأسرةّ 𝑖 ∈ 𝐼}ّّتشكلّتغطيةّمفتوحةّمنّالنوعّللمجموعة𝐴ّّفي𝑋ّّلكن𝐴ّّمجموعةّمتراصةّمنّالنوع

ّبالفرضّبالتالي𝐴 ⊆ ⋃ 𝐺𝑖𝑛
𝑖=1ّّ,وّمنه:ّ
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𝐴 ⊆ (⋃ 𝐺𝑖)  ∩ 𝐵 = ⋃ (𝐺𝑖 ∩ 𝐵) = ⋃ Tin
i=1

𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1ّ ّبالتالي 𝐴ّّو ّالنوع ّمن ّمتراصة فيβّّمجموعة

𝐵.ّ
}بالعكسّ,ّلتكنّّالأسرةّ , }iT i IّتغطيةّكيفيةّمنّالمجموعاتّالمفتوحةّمنّالنوعلمجموعةلΑّّفي𝑋ّ

𝑇𝑖}عندئذّالأسرةّ ∩ 𝐵, 𝑖 ∈ 𝐼}ّّ,ّتشكلّتغطيةّمفتوحةّمنّالنوعلمجموعةلΑّفيΒّّلكنّكون,Βّّمجموعةّمفتوحة
𝐴فإنΒّفيβّّةّمنّالنوعّومجموعةّمتراصّ Χّفيαّّمنّالنوعّ ⊆ ⋃ (𝑇𝑖 ∩ 𝐵) = ⋃ Tin

i=1
𝑛
𝑖=1ّّ, ّّوهذاّيعنيّأن

ΑّّمجموعةّمتراصةّمنّالنوعّفيΧّ.ّ
ّ:(𝟓)مبرهنة

ّكان ,𝑋)إذا منxو كل، ةّمنّالنوعّمجموعةّمتراصّ 𝛢ّهّمنّأجلّكلّمجموعةّفإنّ ,ّهاوسدورففضاءّ(
\X Aنّمثلّانّمفتوحتاتوجدّمجموعت𝑇, 𝐺ّ:ّّتحققان

𝑥 ∈ 𝑇,     𝐴 ⊆ 𝐺, 𝑇 ∩ 𝐺 = Φ 
ّالإثبات:

ّ ّبالفرض ّو𝑋ّلدينا ّهاوسدروف 𝛢ّّفضاء ّالنوع ّمن ّمتراصة ّّمجموعة ,ّ ّو ّكيفيين ّعنصرين 𝑥𝑖لنأخذ ∈

𝑋\𝐴ّ 𝑎𝑖و ∈ 𝐴ّّ 𝑥عندئذ ≠ 𝑎ّّ ّكون 𝑋ّّو ّهاوسدورف ّفضاء ّمجموعتفإنّ , ّتوجد ّمفتوحتاه ّان بحيث𝐺𝑥ّو𝑇𝑎𝑖ّن
𝑎𝑖 ∈ 𝑇𝑎𝑖𝑥𝑖 ∈ 𝐺𝑥𝑖𝑇𝑎𝑖 ∩ 𝐺𝑥𝑖 = Φّ

,𝑇𝑎𝑖}الأسرةّ 𝑎𝑖 ∈ 𝐴, 𝑖 ∈ 𝐼}ّّ,ّتشكلّتغطيةّمفتوحةّللمجموعة𝐴ّّ,ّوّكون𝐴ّّمجموعةّمتراصةّمنّالنوع
ّّلمجموعةّفإنهّبالإمكانّالحصولّمنهاّعلىّتغطيةّجزئيةّمنتهيةّل,بالفرض𝐴ّأي 𝐴 ⊆ ⋃ 𝑇𝑎𝑖𝑛

𝑖=1ّ
ّّ 𝑇لنضع = ⋃ 𝑇𝑎𝑖𝑛

𝑖=1.ّ ّّأن 𝑇ّواضح ∈ 𝜏ّّ ّلدينا ّثانية ّجهة 𝑥من ∈ 𝐺𝑥𝑖ّّتكن 𝑖ّفإنّ ّمهما ∈ 𝐼ّ𝑥 ∈

⋂ 𝐺𝑥𝑖 = 𝐺𝑛
𝑖=1ّّ ّّأيضا𝐺 ∈ 𝜏ّ,ّ ّّوبماّأن𝑇𝑎𝑖 ∩ 𝐺𝑥𝑖 = Φّّمهماّتكن𝑖 ∈ 𝐼ّّفإن𝑇 ∩ 𝐺 = Φيكونّّو𝐴 ⊆

𝑇و 𝑥 ∈ 𝐺.ّ
 :(𝟒)تمهيدية

):ّيكونّفضاءّهاوسدورف,عندئذّليكن ) ( )O X PO X ّ
ّالإثبات:
ّ )لتكن )A O Xّّ ّكيفية ّمجموعة ,ّ ّلتكن \و ( ( ))x X int cl Aّلنأخذ ّو ّكيفية نقطة
int( ( ))y cl Aّ ّإن xعندئذ yّّ ّكون 2Tّّفضاءّّ Xّو ّتوجد, )فإنه ), ( )x yV V x V V y ّّ بحيثّ,

xيكونّ yV V  ّّبوضعint( ( ))yV cl Aّّنجدint( ( )) , \ int( ( ))xV cl A x X cl A  ّّوّهذا
ّ:يعنيّأنّ 

(int( ( ))), \ int( ( ))x cl cl A x X cl A  ّّ \بالتالي (int( ( )))x X cl cl Aّّّالاختيار ّبمراعاة و
\ّنجدّأنّ xّالكيفيّللنقطةّ int( ( )) \ (int( ( )))X cl A X cl cl Aّ:ّوّمنه

(int( ( ))) int( ( ))cl cl A cl Aّّ ّكون )و )A O Xّّّلدينا ينتج
int( ( )) ( )A cl A A PO X  ّيعنيّأن ):ّذوّهذا ) ( )O X PO X ,ّّوّلدينا( ) ( )PO X O Xّ

)أيّأنّ ) ( )O X PO X ّ
ّ:(𝟑)نتيجة

ّ.منّالنوعّّوّمتراصّبقوةّهوّفضاءّمتراص 2Tّّفضاءّّّّكلّ 
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 :(𝟓)تمهيدية
,𝑋)ليكنّ 𝜏)ّ ّالآتيةّيحققّالخاصةًّتبولوجيافضاء:ّ

ّهيّمجموعةّكثيفةّفيّهذاّالفضاء,ّّكلّمجموعةّمفتوحةّمنّالنوعّ
)يكونّعندئذ ) ( )O X PO X ّ

ّالإثبات:
)لتكنّ )A O Xّّمجموعةّكيفيةّوكثيفةّفي(𝑋, 𝜏)ّ ّّ ّ,ّفإنّ هاّليستّمجموعةّمفتوحةوّلنفرضّجدلاّأن 
int( ( ))cl A⊉A,ّ ّّّأن ّيعني \هذا int( ( ))A cl A ّّ ::هأنّ ّأي, int( ( )) ( )x A x cl A cl A   ّّو

ّ ّتكن ّمهما }\ذلك }T  ّّف xحيث Tّّ )بالتالي )T cl Aّّّأنّ ,و ّيعني Tّهذا Xّّ ّإمّ , ّمنه اّو
( )cl A Tّأو( )T cl A .ّ

ّ ّ ّكانت )إذا )cl A Tّّ ,ّ ّكون ّيناقض ّكثيفةAّفإنه )ّفإنّ ّمجموعة )T cl A ّّ ّمنهّ, و
T A ّّ,كونّ-ّأيضاّ ّ-وّهذاّيناقضAّّأيّأنّ,مجموعةّكثيفةّوّالفرضّالجدليّخاطئ( )A PO Xّ

ّ ّللمجموعة ّالكيفي ّالاختيار ّبمراعاة Aّّو ,ّ )حيث )A O Xّّلدينا )ينتج ) ( )O X PO X ,ّّّدوما ولدينا
( ) ( )PO X O Xّ, ّّأيّأن( ) ( )O X PO X .ّ

 :(𝟒)نتيجة
ّكانّ هيّمجموعةّكثيفةّفيّهذاّ,ّّكلّمجموعةّمفتوحةّمنّالنوعّّنّ حيثّإ,ّّبقوةًّامتراصّ فضاءّ Xّإذا

ّ.ّفإنهّفضاءّمتراصّمنّالنوعّّ,ّالفضاء
ّ:(𝟔)مبرهنة

ّ.هيّمجموعةّمغلقةّمنّالنوعّّفيّفضاءّهاوسدورفّكلّمجموعةّمتراصةّمنّالنوعّ
ّالإثبات:

ّ 𝛢ّّلتكن ّالنوع ّمن ّمتراصة ّّمجموعة ّهاوسدورف ّفضاء ّالمبرهنةوّفي 5ّ)حسب ًّ(أيا 𝑥يكن ∉ 𝐴ّّتوجد
,𝑇نّمثلّانّمفتوحتامجموعت 𝐺ّ:ّّتحققان

𝑥 ∈ 𝑇,     𝐴 ⊆ 𝐺, 𝑇 ∩ 𝐺 = Φ 
ّّ ّ ّكون 𝐴و ⊆ 𝐺ّّ 𝐴فإن ∩ 𝐺 = Φّّ 𝐺لكن ∈ 𝑉(𝑥) ⊆ 𝛽𝑉(𝑥)ّّ 𝑥بالتالي ∉ 𝛽𝑐𝑙(𝐴)ّّّعليه و

𝑥يكون ∈ 𝑋\𝛽𝑐𝑙(𝐴)ّّوّبمراعاةّالاختيارّالكيفيّل𝑥 ∈ 𝑋\𝐴ّّّنجد𝑋\𝐴 ⊆ 𝑋\𝛽𝑐𝑙(𝐴)ّّوّمنه𝛽𝑐𝑙(𝐴) ⊆

𝐴ّوّلكن𝐴 ⊆ 𝛽𝑐𝑙(𝐴)ّوّمنهًّّدوما𝐴 = 𝛽𝑐𝑙(𝐴)ّ, ّّوهذاّيعنيّأن𝐴ّّمجموعةّمغلقةّمنّالنوعّّفي𝑋.ّ
 :(𝟏𝟏)تعريف

ّالتبولوجي ّالفضاء ّعن يقال ,X ّّفضاءن إ KCه ّإ ّالنوع, ّمتراصةمن ّمجموعة ّكل ّكانت عبارةّذا
ّ.عنّمجموعةّمغلقةّمنّالنوعّ

 :(𝟕)مبرهنة
KCفضاءΧّّإذاّكانّ ّبحيثّيكونّفيهّكلّمجموعةّمغلقةّمنّالنوعّّعبارةّعنّمجموعةّمتراصةّمن

,عندئذّالأسرةالنوعّ O ّتعرفّتبولوجياّعلىΧ.ّ
ّالإثبات:
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Χ,Φّنعلمّأنّ  ∈  𝑂(𝑋)ّلإضافةّإلىّكونّأيّاجتماعّلمجموعاتّمفتوحةّمنّافيّأيّفضاءّتبولوجيّ,ّب
ّ ّمجّالنوع ّالنوعمهو ّمن ّمفتوحة ّّ.وعة ّالنوع ّمن ّمفتوحتين ّمجموعتين ّأي ّتقاطع ّأن ّنبرهن ّأن هوّّبقي

ّ.مجموعةّمفتوحةّمنّالنوعّ
,Αلتكنّ Β ∈  𝑂(𝑋)ّّعندئذّإنّكلّمن,c cA Bّّّمجموعةّمغلقةّمنّالنوعّّحسبّالفرضّكلّمنهماّو

هوّمجموعةّمتراصةّّالاجتماعّالمنتهيّلمجموعاتّمتراصةّمنّالنوعّّوّبماّأنّ ,ّّمجموعةّمتراصةّمنّالنوعّ
cفإنّّ,ّّمنّالنوعّ cA Bّنوعّمجموعةّمتراصةّمنّالّّفي𝑋ّّوّكون𝑋ّفضاءKC ّفإنc cA Bّ

ّ ّالنوع ّمن ّمغلقة ّّمجموعة \𝑋بالتالي ( c cA B )ّّ ّالنوع ّمن ّمفتوحة لكنمجموعة
\ ( ) \ ( )c c cX A B X A B A B    ّ

𝐴ّأيّأنّ  ∩ 𝐵 ∈  o وّمنهّالأسرة o ّّتعرفّتبولوجياّعلى𝑋ّ.ّ
 :(𝟖)مبرهنة

KCفضاءXّّّليكنّ ّّ,ّمغلقةّمنّالنوعّّكلّمجموعةّنّ إحيثّّمجموعةّمتراصةمنّالنوعفيهّهي
ّيكونّعندئذXّفضاء.E D.ّ

ّالإثبات:
ّ Aّلتكن ّالنوع ّمن ّمغلقة ّوّّ,βمجموعة ّالفرض ّالنوعّمجموعةAّنّ أحسب ّمتراصةمن ّو ,ّ Bلتكن

مجموعةّمتراصةمنّالنوعBوّبحسبّالفرضّتكونّ,ّّمغلقةّمنّالنوعّّمجموعةBمجموعةّنصفّمغلقةّبالتالي
ّّلنضع,F A B ّإنFمجموعةّمتراصةمنّالنوعّّلأنّالاجتماعّالمنتهيّلمجموعاتّمتراصةّمنّالنوع
ّّ,هوّمجموعةّمتراصةمنّالنوعّّوّكونXفضاءKC ّّ,فإنFّمغلقةّمنّالنوعّّمجموعةّّ,ّوهذا

ّ ّأن X\يعني Fّّ ّالنوع ّمفتوحةمن ّّمجموعة ,ّ ّأن \أي ( \ ) ( \ ) ( , )X F X A X B O X  ّوهذا
E.فضاءXّّأنّ(2بحسبّالتمهيديةّ)ّيعني Dّنّ إّحيث\ ( , )X A O X ّّو\ ( , )X B SO X .ّ

 :(𝟗)مبرهنة
KCفضاءXّّّليكنّ ّّ,نّكلّمجموعةّمفتوحةّمنّالنوعحيثّإّفيهّهيّمجموعةّمتراصةّمنّالنوع

ّّ,يكونّعندئذXّ ّمنّالنوعًّّامتراصّ فضاء.ّ
ّالإثبات:

Aّلتكنّ ّأنمتراصةّمنّالنوعمجموعةّ KCفضاءXبما ّّ ّومجموعةّمغلقةّمنّالنوعAّفإن,
X\ّهذاّيعنيّأنّ  Aّمجموعةّمفتوحةّمنّالنوعّوّحسبّالفرضّتكون\X Aالنوعنّمجموعةّّمتراصةّمβ . 
لدينا       1 1 1\ , , , ,n m r

i i i i i i i i iX A X A T G X X G T O X i           ّّّّّّّّّّّّّ,
ّ.فضاءّمتراصّمنّالنوعXّوّمنهّ

ّ:(𝟏𝟎)مبرهنة
ّفيهّهيّمجموعةّمتراصةّمنّالنوعّكلّمجموعةّمفتوحةّمنّالنوعّنّ بحيثّإKCفضاءXّّّليكنّّ

E.فضاءXّيكونّعندئذّ D.ّ
ّالإثبات:
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فهيمجموعةّّمجموعةّمتراصةّمنّالنوعTّّأنّ عندئذّبحسبّالفرضXّمنّمجموعةّمفتوحةّكيفيةTّلتكنّ
)فهيّمجموعةّمغلقةّومنه,KCّّفضاءXّّوّكون,ّمتراصةّ )cl T Tّّ,أنّوّهذاّيعني( )cl T ّّالتاليّبو

Xفضاء.E D.ّ
ّ

ّ:(𝟏𝟏)مبرهنة
E.فضاءXإذاّكانّ Dّ ّيكونّبقوةّعندئذًّّاوّمتراصمنّالنوعًّّافضاءّمتراص.ّ
ّالإثبات:

}لتكنّ , }iT i Iّّتغطيةّكيفيةّمنّالمجموعاتّالمفتوحةّمنّالنوعلفضاءل𝑋(3)عندئذّوّبحسبّالتمهيديةّ
,ّقوةّبالفرضّبّاّ وّكونّالفضاءّمتراص,𝑋ّّلفضاءلّفإنّالتغطيةّالسابقةّهيّتغطيةّكيفيةّمنّالمجموعاتّقبلّالمفتوحة

ّ.منّالنوعّفضاءّمتراصّّ Xّوّهذاّيعنيّأنّ,𝑋ّّّللفضاءّمنهاّّيوجدّتغطيةّجزئيةّمنتهية
 :(𝟏𝟐)مبرهنة
E.فضاءXإذاّكانّ DّمنّالنوعًّّامتراصّعندئذّيكونXّّّفضاءّشبهمغلق.ّ
ّالإثبات:

ّ }لتكن , }iT i Iّّ ّالمفتوحة ّالمجموعات ّمن ّكيفية ّأنّ 𝑋لفضاءلتغطية E.فضاءXّ,بما Dّّ فإنّ,
( ) ,icl T i I  ّّ ّالأسرة ّبالتالي }و ( ), }icl T i Iّّ ّالمفتوحة ّالمجموعات ّمن ّتغطية 𝑋ّلفضاءلتشكل ّوو

1فإنّ,ّّمتراصّمنّالنوعXّوّكون,𝑋ّّلفضاءلتغطيةّمنّالمجموعاتّالمفتوحةّمنّالنوعّ ( )n

i iX cl Tّ
ّ.ّمغلقفضاءّشبهXّّّوّهذاّيعنيّأنّ

 
 الاستنتاجات و التوصيات:

ّالتراص ّ ّبين ّالعلاقة ّبدراسة ّقمنا ّالبحث ّهذا ّّفي ّالنوع ّبينβّّمن ّربطنا ّو ,ّ ّالتراص ّمن ّأخرى ّأنواع و
KCكما قمنا بتعريف الفضاءات  ،ًو الفضاءات غير المترابطة نهائياβالفضاءاتّالمتراصةّمنّالنوعّ ّّوّربطها

ّالفضاءاتّكالاستمرارّالقويّوّ ّتأثيرّبعضّأنواعّالاستمرارّعلىّهذه ّوّنشيرّإلىّأهميةّدراسة ّالسابقةّ, بالمفاهيم
ّ.الاستمرارّمنّالنوع
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