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  ABSTRACT    
     Regarded Cauchy singular integral of the important mathematical tools used to answers 

to many of mathematical problems , so in this research we studied some features singular 

Cauchy's integral for functions belong to wide classes of functions on a famous curves 

families.It is one of the most important properties that are studied on the singular Cauchy's 

integral is its boundness ,existence,and affiliation ,All of these properties are studied when 

belonging to the function  f  to  a space ,And through this study we have obtained some 

results about singular Cauchy's integral and its boundness in Generalized Morrey space 

with variable (t). 

 
Keywords: Singural Cauchys integral – Generalized Morrey space. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                             
* Professor- Department of mathematics, faculty of sciences, Tishreen University, Lattakia, Syria. 

 Professor- Department of mathematics, faculty of sciences, Tishreen University, Lattakia, Syria. 

postgraduate Student (Master), Department of mathematics, faculty of sciences, Tishreen 

University, Lattakia, Syria. 



   Sciences Series .Tishreen University Journal. Bas 2023( 1) العدد( 45) العموم الأساسية المجمد.  جامعة تشرينمجمة 

 

journal.tishreen.edu.sy                                                     Print ISSN: 2079-3057  , Online ISSN:2663-4252 

204 

         (t) مع الوسيط كوشي الشاذ في فضاء موري تكاملمحدودية 
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 حسن خميفة د.

   كوثر متوج
 (2023/ 2/  26قُبِل لمنشر في  . 2022/  11 / 11تاريخ الإيداع )

 
 ممخّص  

 
في ىذه من المسائل الرياضية،  من أىم الأدوات الرياضية المستخدمة في حل العديد يعتبر مؤثر كوشي الشاذ     
يرة من مؤثر كوشي الشاذ لتوابع تنتمي إلى صفوف واسعة من التوابع عمى أسرة شي بعض خواص تمت دراسة المقالة

. ومن أىم الخواص التي تدرس عمى مؤثر كوشي الشاذ ىي محدوديتو ووجوده وانتماؤه ، وكل ىذه الخواص المنحنيات 
خص تكامل كوشي الشاذ عمى بعض النتائج التي تحصمنا  في ىذا البحث إلى فضاء ما،  fتدرس عند انتماء التابع 

  t الوسيط إدخالمن خلال ومحدوديتو في فضاء موري المعمم 
 

  tالوسيط  بإدخالفضاء موري المعمم  -فضاء موري المعمم -: تكامل كوشي الشاذالكممات المفتاحية
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                             
 .سورية -اللاذقية -جامعة تشرين -كمية العموم -قسم الرياضيات -أستاذ *
 سورية -اللاذقية -جامعة تشرين -كمية العموم -قسم الرياضيات - أستاذ. 

. سورية-اللاذقية-جامعة تشرين-كمية العموم-طالبة دراسات عميا )ماجستير( قسم الرياضيات *** 
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 :مقدمة
يندرج موضوع البحث الحالي ضمن نظرية التوابع العقدية وىو يعتبر امتداد لما يسمى بصيغة كوشي التكاممية      

 [1] :إيجاد قيمة التكامل من الشكلالتي درست من أجل حالات كثيرة وىي تحل مسألة 
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓(𝜉)

ξ − 𝑍
𝑑𝜉     

 

 

أما تكامل كوشي الشاذ فإنو   المغمق 𝛄 أو خارج المنحنيإلى داخل  Zانتماء من المعموم أن قيمة ىذا التكامل متعمقة ب
(  اً مغمقالتكامل منحني ليس بالضرورة أن يكون  عمى منحني التكامل ) Z يممك نفس شكل التكامل السابق عندما تقع

 الأمر الذي يحول التكامل إلى شاذ.
 الخالفضاءات التابعية مثل ليبيغ وىولدر ...تمت دراسة محدودية تكامل كوشي الشاذ في العديد من لقد 
 [.1]محدودية تكامل كوشي الشاذ في فضاء موري المعمم Akbulut  الباحثدرس  2112في عام _1
محدودية تكامل كوشي الشاذ في فضاء موري وأثبت محدوديتو عمى طول   Bustevaدرس العالم 2117في عام _2

 [.3]       ( ) المنحني في الفضاء 
 [.5]وآخرون محدودية تكامل كوشي الشاذ في فضاء موري  Samkoدرس الباحث  2121في عام  -3

قمنا في ىذا البحث بالوصول إلى بعض النتائج التي تخص محدودية تكامل كوشي الشاذ في فضاء موري المعمم 
 t الوسيط بإدخال

 

 أىمية البحث وأىدافو:
تطبيقات نظرية تتبع أىمية البحث من كون الموضوع المدروس ىو محدودية تكامل كوشي الشاذ الذي يممك عدة 

 في نظرية التقريب وحمول المعادلات التفاضمية: خصوصاً وعممية ىامة 
 يمي: ذا البحث إلى ماوييدف ى

 دراسة محدودية مؤثر كوشي الشاذ عمى بعض الفضاءات التابعية .1
 دراسة محدودية مؤثر كوشي الشاذ وفق مفيوم ليبتشز  .2
 دراسة انتماء مؤثر كوشي الشاذ إلى بعض الفضاءات التابعية .3
 

 طرائق البحث ومواده:
تعتمد دراسة ىذا البحث عمى بعض المفاىيم والتعاريف الرياضية المعروفة في التحميل التابعي لأن البحث يقع      

الطرق المتبعة فيو نظرية وتعتمد بشكل  خاص ضمن التحميل العقدي لذلك فإن ضمن الرياضيات النظرية وبشكل
 أساسي عمى أدبيات نظرية التوابع التحميمية

 ساسية :أتعاريف ومفاىيم 
 نورد فيما يمي بعض الرموز والمصطمحات المستخدمة في ىذا البحث:     

 -Morrey Space [6] ،,5فضاء موري: (1) تعريف
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القابمة لممكاممة محمياً  f بأنو مجموعة كل التوابع     =         (Rn)  يعرف فضاء موري    P < ∞   1من أجل
 والتي تحقق:  Rn عمى Pمن الدرجة

   ⏟
   

 [  

 ( )
∫ |𝑓( )|  
 (   )

  𝑑 ( )-
 

     =‖ ‖      

 t :  (Rn)            :[4]موري مع الوسيط  توابع أسرة:(2تعريف )
 للأسرة :       =            (Rn)نرمز ب :         1من أجل 

   (Rn) :=*𝑓      )(   )     ‖ ‖        +            
 يعطى بالشكل:       ‖ ‖حيث أن

   ⏟
   

 [  

 ( )
 ∫ |𝑓( )|

 

 
 (   )

 𝑑 ( )-
 

                 B(x,r)={ y   𝑑(   )   }  =‖ ‖       

  
    ونصف قطرىا        : ىي كرة مفتوحة مركزىا  B(x,r) أن أي
     تابعة ل  دالة  ( )  : و
 

  :النتائج والمناقشة
 [8]ينتج لدينا:       من تعريف 

ىي حالة    (Rn)      أي أن أسرة توابع فضاء موري  (Rn)      =(Rn)        : يصبح t=1من أجل  -1
  t       (Rn)توابع موري مع الوسيط  أسرةخاصة من 

ىو حالة خاصة من فضاء ليبيغ  توابعأي أن  (Rn)    = (Rn)        يصبح    =pوt=1 من أجل  -2
 t   .        (Rn)فضاء موري مع الوسيط 

 : الآتيتين العمميتين (Rn)       نعرف عمى المجموعة          
(y)=f(y)+g(y)(f+g) -1 

( f)(y)=   f(y)                                 (  ) -2  
 (:1مبرىنة )

 Rتشكل فضاءً خطياً فوق الحقل  مع العمميتين السابقتين (Rn)       المجموعة     
 الإثبات:   

 فضاء خطي يجب أن يحقق الشرط : (Rn)       لكي يكون الفضاء     
 𝑓              (Rn)   𝑓             (Rn)          

 : عندىا Rمن    β,و   (Rn)       من gو f لتكن 
║f║

      
< ∞و       ∞> 

      
║g║ 

 
(∫ |( 𝑓    )( )|

 

 
 (   )

 𝑑 )
 

  (∫ | 𝑓( )    ( )|
 

 
 (   )

 𝑑 )
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 نجد:  (minkowskis inequality) وبتطبيق متراجحة مينكوفسكي

(∫ |( 𝑓)( )    ( ))|

 
 

 (   )

 𝑑 )

1
   

  ( ∫ | 𝑓( )|

 
  𝑑 

 (   )

)

1
      ( ∫ |(  ( ))|

 
  𝑑 

 (   )

)

 
   

            

 وبالتالي: 
 

    (
 

| ( )|
∫ | 𝑓( )|

 

 
 (   )

 𝑑 )
 

  ( 

 ( 
 ∫ | 𝑓( )    ( )|

 

  𝑑 
 (   )

) 
 
  (

 

 ( )
∫ |  ( )|

 

 
 (   )

 𝑑 )
 

 + 
 لطرفي المتراجحة الأخيرة نجد أن :  supوبأخذ ال 

‖ 𝑓    ‖
       

   | |‖𝑓‖
       

  | |‖ ‖
      

      
 أي أن : 

 
 𝑓             (Rn) 

 .منظماً  ا  ءتشكل فضا (Rn)       الفضاء بالاعتماد عمى المبرىنة السابقة فإن المبرىنة التالية تبين أن 
 (:2مبرىنة )

 :يشكل التابع
   ⏟
   

 [  

 ( )
 ∫  (   ) |𝑓( )|

 

  𝑑 -
 

          ,1-=  ‖ ‖       

 (Rn)       نظيماً عمى الفضاء الخطي  
 

 الإثبات:
 (Rn)       من  f من أجل كل       ‖ ‖   0  -1
       ‖ ‖ = f=0                     1كما أن  -2
  Rمن   و        من   fكل من أجل        ‖  ‖=| |║f║نثبت فيما يمي أن : -3

=   ⏟
   

 {  

 ( )
∫  (   ) |   ( )|

 

    }  ⁄  =         

 

‖  ‖     =    ⏟
   

 

{  

 ( )
∫|(  )( )|

 

    }   ⁄   
 

| |    ⏟
   

  

| ( )|
∫  (   ) |  ( )|

 

    }  ⁄       ⏟
   

{ | |
 
 ⁄

| ( )|
∫  (   ) |  ( )|

 

    }  ⁄ =  
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=| |‖ ‖       
       ‖   ‖        ‖ ‖       ‖ ‖  :نثبت متراجحة المثمث -4

 
 :وبتطبيق متراجحة مينكوفسكي نجد       من  و  fليكن 

.
 

 ( )

∫
 (   )

|  ( )   ( )|
 
 ⁄  𝑑 /

 

    .
 

 ( )

∫
 (   )

|  ( )|
 
 ⁄  𝑑 /

 

 + 

.
 

 ( )

∫
 (   )

| ( )|
 
 ⁄  𝑑 /

 

   
  :لطرفي المتراجحة الاخيرة نجد أن  supوبأخذ 

:  ‖ ‖       ‖ ‖        ‖   ‖       
 :(1نتيجة )

 :ينتج أن  (2( والمبرىنة )1من المبرىنة ) 
 (       (  )    

      
 فضاء منظم  (
 

وجدنا أن التايع  (2) ومن المبرىنة Rيشكل فضاء خطياً فوق        أن  (1) وجدنا في المبرىنة وذلك لأننا
   

      
    (  )       )فينتج أن         نظيماً عمى الفضاء الخطي  يشكل  

      
 فضاء منظم  (

 (:3مبرىنة )
    (  )       )الفضاء 

      
 فضاء باناخ (

 
 :الاثبات

    (  )       )إن  
      

 .( ولنبرىن أنو تام 1فضاء منظم حسب النتيجة)   (
فإن  (  )   جزئي من  (  )       وبما أن الفضاء (  )       متتالية أساسية في    ( 𝑓)لتكن 
(𝑓 )       فضاء تام فإنو يوجد  (  )   وبما أن   (  )   متتالية أساسية فيϵ    (  ) 𝑓  :يحقق المساواة 

   
   

‖𝑓     𝑓‖     
 :  ϵ        (  ) 𝑓بقي أن نبرىن أن  𝑓تممك نياية ىي     أي أن المتتالية 

 فيي تحقق الشرط التالي : (  )       متتالية أساسية في      ( 𝑓)الفرضمن 
 ε         = n(ε) : n,m    ⇒ ‖𝑓 − 𝑓  ‖       ε  

 و يكون :منو
‖𝑓 − 𝑓 ‖      ⏟

   

 [  

 ( )
 ∫  (   ) |𝑓 − 𝑓 |

 

  𝑑 ( )-
 

              n , m >     

[  

 ( )
 ∫  (   ) |𝑓 − 𝑓 |

 

  𝑑 ( )-
 

                      
   : نحصل عمى التالي m  ∞  :وبجعل

   ⏟
   

 [  

 ( )
 ∫  (   ) |𝑓 − 𝑓|

 

  𝑑 ( )-
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⇒ ‖𝑓
 
− 𝑓‖    

− 𝑓        بالتالي فإن : و  𝑓  فضاء خطي يكون لدينا : (  )        وبما أن :        من أجل كل 

𝑓 = 𝑓 − (𝑓 − 𝑓)          (  ) 
 

  tوسيط كوشي الشاذ في فضاء موري مع ال المبرىنة التالية تدرس محدودية مؤثر
  :نذكر بعض التعاريف والمبرىنات المستخدمة

 -3, :بالشكل  M 𝑓(x) (Maximal operator)ف المؤثر الأعظمي يعر 
M 𝑓(x) =    ⏟

   

∫ |𝑓( )|   ( )
 (   )

   

عرفوي  المؤثر   بالشكل التالي  -3,        
   𝑓 (x) :=    ⏟

   

  

 (   )
∫ |𝑓( ) − 𝑓 (   ) |   ( )   (   )

     𝑓 (   )=∫ 𝑓( )
 (   )

  ( )  

 [3] :(1) مبرىنة مساعدة
( )μحيث قياس ( فضاء μ ,d, X) ليكن  :و          𝑓  إذا كان     

 C1.rN    B (x,r)   C2.rN فإن:

(1)        ‖  𝑓 ‖        ‖   𝑓‖             1  < P <   ,  0   ( )       
  (2)  ‖  (  𝑓)

 ‖ 
 
  
  ‖( 𝑓) ‖ 

 
                                                    

         1 
       (3)       ‖(  𝑓)

 ‖ 
 
  
   (  𝑓)

   
 
                                                         

         1 
  :( 4)مبرىنة

فإن :    𝑓           إذا كان  
 (4)           ‖  𝑓‖          ‖   𝑓‖      
  (5)          ‖  (  𝑓)

 ‖ 
 
    
  ‖( 𝑓) ‖ 

 
                                                      

         1 
  (6)           ‖(  𝑓)

 ‖ 
 
    
   (  𝑓)

   
 
                                                           

         1 
 البرىان:
 بما أن :

       ‖  𝑓 ‖        ‖   𝑓‖    
 أي أن :

       ⏟
   

{
 

 ( )
∫ |  𝑓( )|  
 (   )

  𝑑 ( )}

 

 
          ⏟

   

{
 

 ( )
∫ | 𝑓( )|  
 (   )

  𝑑 ( )}

 

 
   

 
 ب      باستبدال كل

 
  :نجد أن     

       ⏟
   

{
 

 ( )
∫ |  𝑓( )|

 

 
 (   )

  𝑑 ( )}

 

 

          ⏟
   

{
 

 ( )
∫ | 𝑓( )|

 

 
 (   )

  𝑑 ( )}
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       ومنو نجد أن: 
 

⇒ ‖ 𝑓( )‖         ‖ 
 𝑓( )‖      

                                                               
 ( .6( و )5وبنفس الطريقة يتم برىان )

 
 (:5مبرىنة )
  𝑓 منحني كارلسون فإن مؤثر كوشي الشاذ  Γ إذا كان

 
 حيث: ( )        محدود في الفضاءيكون   

P <∞  >1  ‚   1     
        البرىان:

  من تعريف النظيم عمى الفضاء          نجدأن   
‖𝑓‖       = ‖𝑓 ‖ 

 
       ; 0   s  1 

( :4وحسب المبرىنة )  
‖(  𝑓)‖          ‖(  𝑓)

 ‖ 
 
    
   (  𝑓)

   
 
       

   ‖  (  𝑓)
 ‖ 
 
    

   ‖( 𝑓) ‖ 
 
    

 
 

; 0< s <1 
: وبالتالي  

  
‖(  𝑓)‖       ‖ 

 (  𝑓)
 ‖ 

 
      ‖( 𝑓)

 ‖ 
 
    =  ‖ 𝑓‖      

 
 الاستنتاجات والتوصيات:
كما أثبتنا و  tالوسيط  بإدخالفي فضاء موري المعمم  محدود تكامل كوشي الشاذأن توصمنا في ىذا البحث إلى 

 الدراسة عمى أسر أخرى من المنحنيات مثل المنحنيات النظامية..ونوصي بأن تتم المحدودية عمى منحني كارلسون 
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