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  ABSTRACT    

  
In this research, we found the integral Cauchy – Pompeiu's formula in the octal of unit disk 

𝔻4 of the complex plain, for the class 𝐶1(𝔻4; ℂ) ∪ 𝐶(𝔻4
̅̅ ̅̅ ; ℂ) ,by editing the Cauchy – 

Pompeiu's representation in the unit disk, using the reflection method, to determine the 

Integral's Cauchy – Pompeiu's Operator, in this domain, the integral Cauchy – Pompeiu’s 

formula in a domain Ω ,separated onto two integrals, the first is on the boundary of Ω ,and 

represents an analytic function on Ω, the second is on the domain Ω, and represents the 

Cauchy – Pompeiu’s Operator.  

 

Keywords: operator theory – Cauchy pompeiu's operator – octal unit disk – integral's 

representation – Schwartz's problem – complex analysis. 
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 قرص الواحدةفي ثُمن  ةالتكاملي   بومبيو –كوشي   صيغة
ور  *د. حسن بد 

 د. عبد الباسط يونسو**
 أنس قر *** 

 ( 2022/ 10/  25قُبِل للنشر في  . 2022/  6 / 21تاريخ الإيداع )
 

 ملخ ص   
 

ة فيي ن مين قيرا الوا يد   –قمنا بتعيين صييةة ووييي هذا البحث  في   لصي   مين المتيتوا العييدا  𝔻4بومبييو التاامليي 
;𝐶1(𝔻4اليييييد ا   ℂ) ∩ 𝐶(𝔻4; ℂ̅)   باسيييييتطدام  رييييييية   الموجيييييود  متيييييبيال فيييييي قيييييرا الوا يييييدبتعيييييدصي الصييييييةة  ذلييييي

بومببيييو التاياملي فييي هيذط المنذييية  اذ تنيتيش صيييةة ووييي بومبيييو التاامليية فييي  –الانعكيا,  ب يييية ادجياد مييشنر ووييي 
ة فيي   Ωمنذية   اميي   هميا التااميي الةياني فتيو تاΩالي  مجميوت تاياملين  ه يدهما حلي   يد د المنذيية  ي مةي ي دالية تحليليي 

 .Ωبومبيو التااملي في  –   ي مة ي مشنر وويي Ωحل  المنذية 
 
 متيللة ييوازت  – التمةييي التاياملي – قيرا الوا يد ن مين  – ميشنر ووييي بومبييو – نظري ة الميشنرا  مفتاحية:الكلمات  ال
 .التحليي العيدا –
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 قدمة: م
المشنرا  ) خذي   محد د   متتمر   تيليص الي  تدز, خصائص التحليي الد  فر ت ت عد نظري ة المشنرا  فرحال متمال من  

;𝐶(𝐷  ... ( حل  الفضاءا  الشتير  مةي فضاء اليد ا  المتيتمر   ℂ)  فيي المنذيية𝐷 فضياء اليد ا  اليابلية للمكاملية   
𝐿(𝐷; ℂ)في هذا البحث سنوجد   غيرها   𝑇𝔻4

المتيتوا قيرا الوا يد  مين بومبييو التاياملي فيي ن مين  –ميشنر ووييي   
 . بومبيو التااملي ة في قرا الوا د  – ذل  بتعدصي صيةة وويي   𝔻4 العيدا

 :دراسات مرجعي ة
 قييام H.Begehr   و T.Vaitekhovich( بتعيييين صيييةة وويييي 2009حييام )– بومبيييو فييي نصيي  الحلييية 

[1]. 
  قامB.Shupeyeva ( بتعيين صيةة وويي 2012حام )– [2] بومبيو في ز بع الحلية. 
   قامB.Shupeyeva ( بتعيين صيةة وويي 2016حام )–  ,  بومبييو فيي النصي  العليوا للمتيد, ذ  الير

±2, ±1 + 𝑖√3 [3]. 
   قامH.Begehr  ( بتعيين صيةة وويي  2018حام )– دائير  مين دائير  تجة من اقتذيات بومبيو في المنذية النا

   .[4] غير مشتروتين بالمرو   تم تتا داخلل  هخرى 
 

 أهمية البحث وأهدافه:
𝐷بومبيو التااملي في المنذية   –مشنر وويي هن تامن ههمية البحث في   ⊂ ℂ    ي متللة ييوازت  د تاحد في تعيين 

 :[5] الحدد ة الآتية
{

𝑤𝑧̅ = 𝑓      𝑖𝑛 𝐷

𝑅𝑒(𝑤) = 𝛾     𝑜𝑛 𝜕𝐷
 

  ذل  بالاستفاد  من المتا ا :
𝜕𝑧̅𝑇𝑓 = 𝑓 

 البحث ال : يتدف 
o  المتتوا العيدا قرا الوا د  من بومبيو التااملية في ن من –تعيين صيةة وويي 

𝔻4 = {𝑧 ∈ ℂ; |𝑧| < 1 , 0 < arg(𝑧) <
𝜋

4
} 

o  بومبيو التااملي في هذط المنذية  –تعيين مشنر وويي𝑇𝔻4
. 

 
 ده:طرائق البحث وموا 

تيتند بشيكي هساسييي ي  نظريية الميشنرا    التحليييي اليدالي   التمةييي التايياملي تيرب  بييين  تعيازي  دشيمي البحيث مبرهنييا  
قيرا الوا يد فيي ميع ن مين  وافي لتت   𝐷بومبيو التااملية المعر فة حل  منذية نظامي ة ويفيية  –تعدصي صيةة وويي حل   

 . المتتوا العيدا
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 الأساسية:التعاريف 
ي مجموحة من التعازي  الأساسية  بعض المل ظا  التي تتاحدنا في فتيش المصيذلحا  العلميية اليوازد  لتد  نذور فيما
   :في البحث 

 : Regular Domain [6] طقة النظامي ةالمن (1) تعريف
𝐷ت دح  المنذية   ⊂ ℂ   منذية نظامية اذا وانت مفتو ة  محد د     د دها منحنٍ هملس ه  اجتمات منتهٍ لمنحنيا  

ه بعكس حيازب التاحة.   ملتاء   موج 
نذور همةلةل للمنا   النظامية : الدائر   الحلية  نص  الحلية   زبعتا  نص  الدائر    زبعتا المةلث  المتتذيي  متوازا  

 الأضلت  ...
 :Cauchy – Pompeiu's representation formula [7] ةبومبيو التكاملي –كوشي  صيغة

𝐷لتان   ⊂ ℂ   منذية نظامية   لتان الدالة 𝑤 ∈ 𝐶1(𝐷; ℂ) ∩ 𝐶(𝐷̅; ℂ)  حندئذٍ لاي  𝑧 ∈ 𝐷   𝜁 = 𝜉 + 𝑖𝜂  
𝑤ت مة ي الدالة   = 𝑤(𝑧) :بإ دى الصيةتين 

𝑤(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

𝑑𝜁

𝜁 − 𝑧𝜕𝐷

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

𝑑𝜉𝑑𝜂

𝜁 − 𝑧𝐷

 

𝑤(𝑧) = −
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

𝑑𝜁̅̅ ̅

𝜁 − 𝑧̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
𝜕𝐷

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁(𝜁).

𝑑𝜉𝑑𝜂

𝜁 − 𝑧̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
𝐷

 

 ملحوظة:
𝑧حندما  ∈ ℂ\𝐷̅ بومبيو التابيتان حل  النحو الآتي: –  تصبح صيةتا وويي 

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

𝑑𝜁

𝜁 − 𝑧𝜕𝐷

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

𝑑𝜉𝑑𝜂

𝜁 − 𝑧𝐷

 

0 = −
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

𝑑𝜁̅̅ ̅

𝜁 − 𝑧̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
𝜕𝐷

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁(𝜁).

𝑑𝜉𝑑𝜂

𝜁 − 𝑧̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
𝐷

 

 
   حل  النحو الآتي:  [8]بومبيو التااملية بشكي آخر  –وويي  وتابة صيةةنا  منه  دمكن

1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

𝑑𝜁

𝜁 − 𝑧𝜕𝐷
−

1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

𝑑𝜉𝑑𝜂

𝜁 − 𝑧𝐷
= {

𝑤(𝑧)   ;   𝑧 ∈ 𝐷

    0      ;   𝑧 ∉ 𝐷̅
 

−
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

𝑑𝜁̅

𝜁 − 𝑧̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
𝜕𝐷

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁(𝜁).

𝑑𝜉𝑑𝜂

𝜁 − 𝑧̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
𝐷

= {
𝑤(𝑧)   ;   𝑧 ∈ 𝐷

    0      ;   𝑧 ∉ 𝐷̅
 

 
 :Cauchy – Pompeiu's Oparator [7] بومبيو -مؤث ر كوشي  (2) تعريف
𝐷لتان  ⊂ ℂ  منذية نظامية  ص دح  المشنر التااملي 

𝑇𝑓(𝑧) = −
1

𝜋
∫ 𝑓(𝜁)

𝑑𝜉𝑑𝜂

𝜁 − 𝑧𝐷

    ;   𝜁 = 𝜉 + 𝑖𝜂 

𝑓   يث   𝐷المنذية  فيبومبيو  –بمشنر وويي  ∈ 𝐿1(𝐷; ℂ) . 
 :The Schwartz's problem [5]( مسألة شوارتز الحدي ة 3تعريف )

𝐷  في المنذية  𝑤الحددة هو حملية ادجاد دالة   يوازت ان   ي متللة  ⊂ ℂ  معادلةال  تحي  : 
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{
𝜕𝑧̅𝑤 = 𝑓      𝑖𝑛    𝐷

        𝑅𝑒(𝑤) = 𝛾        𝑜𝑛    𝜕𝐷
 

𝑓 يث  ∈ 𝐿1(𝐷; ℂ)   𝛾 ∈ 𝐶(𝜕𝐷, ℂ)  .هما دالتان مفر ضتان 
 ي  الشرط الحد ا لمتللة يوازت .  بومبيو التااملية من منذية ال  ه خرى  لتحي  –ت عد   صيةة وويي  :حوظةمل
 

 : والمناقشة النتائج
 د عر ف ن من قرا الوا د  بالشكي الآتي:

𝔻4 = {𝑧 ∈ ℂ; |𝑧| < 1 , 0 < arg 𝑧 <
𝜋

4
} 

 : لنفرض
 𝜕1𝔻4  [0,1]لليذعة المتتقيمة 
 𝜕2𝔻4  ,1]لليو, 𝑒

𝜋

4
𝑖] : 𝜏 → 𝑒𝜏𝑖 يث   𝜏 ∈ [0,

𝜋

4
] 

𝜕3𝔻4  لليذعة المتتقيمة[𝑒
𝜋

4
𝑖, 0]  

 .𝔻4بومبيو التااملية   تعريفتا في المنذية  –سنتتطدم  ريية الانعكا,  لتعدصي صيةة وويي 
,𝑧نفرض   𝜁 ∈ 𝔻4   ييث   𝑧 ≠ 𝜁 ,ان  انعكيا  𝑧  3��بالنتيبة لليذعية المتيتقيمة𝔻4  دعذيي𝑖𝑧̅     ,منيه دكيون انعكيا

𝑧   𝑖𝑧̅  بالنتبة لمحوز التراتيب هما−𝑧̅   𝑖𝑧  حل  الترتيب 
, 𝑧 انعكا, النياط:  𝑖𝑧̅ , −𝑧̅ , 𝑖𝑧  بالنتبة لمحوز الفواصي هي𝑧̅ , −𝑖𝑧 , −𝑧 , −𝑖𝑧̅  حل  الترتيب 
 :نماني مجموحا  هي  نحصي حل  𝔻4من  𝑧مع مراحا  ويفية 

𝔻4,0 = 𝔻4 
𝔻4,1 = {𝑧 ∈ ℂ ; |𝑧| < 1 ,

𝜋

4
< arg 𝑧 <

𝜋

2
} = {𝑖𝑧̅ ; 𝑧 ∈ 𝔻4} 

𝔻4,2 = {𝑧 ∈ ℂ ; |𝑧| < 1 ,
𝜋

2
< arg 𝑧 <

3𝜋

4
} = {𝑖𝑧 ; 𝑧 ∈ 𝔻4} 

𝔻4,3 = {𝑧 ∈ ℂ ; |𝑧| < 1 ,
3𝜋

4
< arg 𝑧 < 𝜋} = {−𝑧̅ ; 𝑧 ∈ 𝔻4} 

𝔻4,4 = {𝑧 ∈ ℂ ; |𝑧| < 1 , 𝜋 < arg 𝑧 <
5𝜋

4
} = {−𝑧 ; 𝑧 ∈ 𝔻4} 

𝔻4,5 = {𝑧 ∈ ℂ ; |𝑧| < 1 ,
5𝜋

4
< arg 𝑧 <

3𝜋

2
} = {−𝑖𝑧̅ ; 𝑧 ∈ 𝔻4} 

𝔻4,6 = {𝑧 ∈ ℂ ; |𝑧| < 1 ,
3𝜋

2
< arg 𝑧 <

7𝜋

4
} = {−𝑖𝑧 ; 𝑧 ∈ 𝔻4} 

𝔻4,7 = {𝑧 ∈ ℂ ; |𝑧| < 1 ,
7𝜋

4
< arg 𝑧 < 2𝜋} = {𝑧̅ ; 𝑧 ∈ 𝔻4} 

: من الواضح  هن 

⋃ 𝔻4,𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑘=7

𝑘=0

= 𝔻̅ = {𝑧 ∈ ℂ ; |𝑧| ≤ 1} 

 ان  انعكا, النياط الآتية:
𝑧 , 𝑖𝑧̅ , 𝑖𝑧 , −𝑧̅ , −𝑧 , −𝑖𝑧̅ , −𝑖𝑧 , 𝑧̅ 
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 دعذي حل  الترتيب النياط الآتية: 𝔻بالنتبة ليو, دائر  الوا د  
1

𝑧̅
 ,

𝑖

𝑧
 ,

𝑖

𝑧̅
 , −

1

𝑧
 , −

1

𝑧̅
 , −

𝑖

𝑧
 , −

𝑖

𝑧̅
 ,

1

𝑧
 

   نحصي حل  نماني مجموحا  هخرى هي:𝔻4من  𝑧مع مراحا  ويفية 
𝕊4,0 = {𝑧 ∈ ℂ ; |𝑧| > 1 , 0 < arg 𝑧 <

𝜋

4
} = {

1

𝑧̅
 ; 𝑧 ∈ 𝔻4} 

𝕊4,1 = {𝑧 ∈ ℂ ; |𝑧| > 1 ,
𝜋

4
< arg 𝑧 <

𝜋

2
} = {

𝑖

𝑧
 ; 𝑧 ∈ 𝔻4} 

𝕊4,2 = {𝑧 ∈ ℂ ; |𝑧| > 1 ,
𝜋

2
< arg 𝑧 <

3𝜋

4
} = {

𝑖

𝑧̅
 ; 𝑧 ∈ 𝔻4} 

𝕊4,3 = {𝑧 ∈ ℂ ; |𝑧| > 1 ,
3𝜋

4
< arg 𝑧 < 𝜋} = {−

1

𝑧
 ; 𝑧 ∈ 𝔻4} 

𝕊4,4 = {𝑧 ∈ ℂ ; |𝑧| > 1 , 𝜋 < arg 𝑧 <
5𝜋

4
} = {−

1

𝑧̅
 ; 𝑧 ∈ 𝔻4} 

𝕊4,5 = {𝑧 ∈ ℂ ; |𝑧| > 1 ,
5𝜋

4
< arg 𝑧 <

3𝜋

2
} = {−

𝑖

𝑧
 ; 𝑧 ∈ 𝔻4} 

𝕊4,6 = {𝑧 ∈ ℂ ; |𝑧| > 1 ,
3𝜋

2
< arg 𝑧 <

7𝜋

4
} = {−

𝑖

𝑧̅
 ; 𝑧 ∈ 𝔻4} 

𝕊4,7 = {𝑧 ∈ ℂ ; |𝑧| > 1 ,
7𝜋

4
< arg 𝑧 < 2𝜋} = {

1

𝑧̅
 ; 𝑧 ∈ 𝔻4} 

:   نل ظ هن 

⋃ 𝕊4,𝑘
̅̅ ̅̅ ̅

𝑘=7

𝑘=0

= ℂ\𝔻 = {𝑧 ∈ ℂ ; |𝑧| ≥ 1}  ,   ⋃[𝕊4,𝑘
̅̅ ̅̅ ̅ ∪ 𝔻4,𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ]

𝑘=7

𝑘=0

= ℂ 

  يث:

𝕊4,𝑘
̅̅ ̅̅ ̅ ∪ 𝔻4,𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ = {𝑧 ∈ ℂ ;
𝑘𝜋

4
≤ arg 𝑧 ≤

(𝑘 + 1 )𝜋

4
} ; 𝑘 = 0,1,2, … ,7 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

𝒘كل دال ة  :1مبرهنة  ∈ 𝑪𝟏(𝔻𝟒; ℂ) ∩ 𝑪(𝔻𝟒
̅̅ ̅̅ ; ℂ) :تُمث ل بالشكل الآتي 

𝑤(𝑧) =
2

𝜋𝑖
∫ {Re[𝑤(𝜁)]. [

𝜁4 + 𝑧4

𝜁4 − 𝑧4
+

𝜁4𝑧4 + 1

𝑧4𝜁4 − 1
]}

𝑑𝜁

𝜁
 |𝜁|=1

0<arg 𝜁<
𝜋
4

+
4

𝜋
∫ Im[𝑤(𝜁)]

𝑑𝜁

𝜁
 |𝜁|=1

0<arg 𝜁<
𝜋
4

 

𝔻4,0 

𝔻4,7 

𝔻4,6 

𝔻4,1 𝔻4,2 

𝔻4,5 

𝔻4,4 

𝔻4,3 

𝕊4,0 

𝕊4,7 𝕊4,4 

𝕊4,3 

𝕊4,1 𝕊4,2 

𝕊4,6 𝕊4,5 
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+
4

𝜋𝑖
∫ Re [𝑤 (𝑡. 𝑒

𝜋
4

𝑖)] . [
𝑡3

𝑡4 + 𝑧4
+

𝑡3𝑧4

𝑧4𝑡4 + 1
] 𝑑𝑡

0

1

+
4

𝜋𝑖
∫ Re[𝑤(𝑡)]. [

𝑡3

𝑡4 − 𝑧4
+

𝑡3𝑧4

𝑧4𝑡4 − 1
] 𝑑𝑡

1

0

 

−
1

𝜋
∫ {𝑤𝜁̅(𝜁). [

4𝜁3

𝜁4 − 𝑧4
+

4𝜁3𝑧4

𝑧4𝜁4 − 1
] − 𝑤𝜁̅(𝜁)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . [

4𝜁3̅

𝜁4̅ − 𝑧4
+

4𝜁3̅𝑧4

𝑧4𝜁4̅ − 1
]} 𝑑𝜉𝑑𝜂

𝔻4

 

 البرهان:
 حل  النياط الآتية:التااملي ة بومبيو   –وويي  صيةةنذب    

𝑧 , 𝑖𝑧̅ , 𝑖𝑧 , −𝑧̅ , −𝑧 , −𝑖𝑧̅ , −𝑖𝑧 , 𝑧̅ ,
1

𝑧̅
 ,

𝑖

𝑧
 ,

𝑖

𝑧̅
 , −

1

𝑧
 , −

1

𝑧̅
 , −

𝑖

𝑧
 , −

𝑖

𝑧̅
 ,

1

𝑧
 

   نجد: 𝔻4  فتي تنتمي ال  𝑧  باستةناء  𝔻4مع مل ظة هن  جميع النياط التابية تيع خازج 

𝑤(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

𝑑𝜁

𝜁 − 𝑧𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

𝑑𝜉𝑑𝜂

𝜁 − 𝑧𝔻4

  … . (1.1) 

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

𝑑𝜁

𝜁 − 𝑧̅𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

𝑑𝜉𝑑𝜂

𝜁 − 𝑧̅𝔻4

  … . (1.2) 

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

𝑑𝜁

𝜁 + 𝑧𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

𝑑𝜉𝑑𝜂

𝜁 + 𝑧𝔻4

  … . (1.3) 

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

𝑑𝜁

𝜁 + 𝑧̅𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

𝑑𝜉𝑑𝜂

𝜁 + 𝑧̅𝔻4

  … . (1.4) 

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

𝑑𝜁

𝜁 − 𝑖𝑧𝜕𝐷

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

𝑑𝜉𝑑𝜂

𝜁 − 𝑖𝑧𝐷

  … . (1.5) 

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

𝑑𝜁

𝜁 − 𝑖𝑧̅𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

𝑑𝜉𝑑𝜂

𝜁 − 𝑖𝑧̅𝔻4

  … . (1.6) 

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

𝑑𝜁

𝜁 + 𝑖𝑧𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

𝑑𝜉𝑑𝜂

𝜁 + 𝑖𝑧𝔻4

  … . (1.7) 

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

𝑑𝜁

𝜁 + 𝑖𝑧̅𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

𝑑𝜉𝑑𝜂

𝜁 + 𝑖𝑧̅𝔻4

  … . (1.8) 

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

𝑑𝜁

𝜁 −
1
𝑧

𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

𝑑𝜉𝑑𝜂

𝜁 −
1
𝑧 𝔻4

  … . (1.9) 

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

𝑑𝜁

𝜁 −
1
𝑧̅

𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

𝑑𝜉𝑑𝜂

𝜁 −
1
𝑧̅ 

𝔻4

  … . (1.10) 

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

𝑑𝜁

𝜁 +
1
𝑧

𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

𝑑𝜉𝑑𝜂

𝜁 +
1
𝑧 𝔻4

  … . (1.11) 

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

𝑑𝜁

𝜁 +
1
𝑧̅

𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

𝑑𝜉𝑑𝜂

𝜁 +
1
𝑧̅ 

𝔻4

  … . (1.12) 

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

𝑑𝜁

𝜁 −
𝑖
𝑧

𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

𝑑𝜉𝑑𝜂

𝜁 −
𝑖
𝑧 𝔻4

  … . (1.13) 



   Sciences Series   .Tishreen University Journal. Bas 2022( 5) العدد( 44) العلوم الأساسية المجلد.  مجلة جامعة تشرين

 
journal.tishreen.edu.sy                                                     Print ISSN: 2079-3057  , Online ISSN:2663-4252 

62 

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

𝑑𝜁

𝜁 −
𝑖
𝑧̅

𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

𝑑𝜉𝑑𝜂

𝜁 −
𝑖
𝑧̅ 

𝔻4

  … . (1.14) 

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

𝑑𝜁

𝜁 +
𝑖
𝑧

𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

𝑑𝜉𝑑𝜂

𝜁 +
𝑖
𝑧 𝔻4

  … . (1.15) 

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

𝑑𝜁

𝜁 +
𝑖
𝑧̅

𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

𝑑𝜉𝑑𝜂

𝜁 +
𝑖
𝑧̅ 

𝔻4

  … . (1.16) 

 من جتة هخرى نجد: (1.4)   (1.2) بجمع من جتة    (1.3)   (1.1)بجمع  
𝑤(𝑧) =

1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

2𝜁

𝜁2 − 𝑧2
𝑑𝜁

𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

2𝜁

𝜁2 − 𝑧2
𝑑𝜉𝑑𝜂

𝔻4

  … (1.1′) 

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

2𝜁

𝜁2 − 𝑧̅2
𝑑𝜁

𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

2𝜁

𝜁2 − 𝑧̅2
𝑑𝜉𝑑𝜂

𝔻4

  … (1.2′) 

 من جتة هخرى نجد: (1.8)   (1.6)من جتة   بجمع  (1.7)   (1.5)بجمع  
0 =

1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

2𝜁

𝜁2 + 𝑧2
𝑑𝜁

𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

2𝜁

𝜁2 + 𝑧2
𝑑𝜉𝑑𝜂

𝔻4

  … . (1.3′) 

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

2𝜁

𝜁2 + 𝑧̅2
𝑑𝜁

𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

2𝜁

𝜁2 + 𝑧̅2
𝑑𝜉𝑑𝜂

𝔻4

  … . (1.4′) 

 من جتة هخرى نجد: (1.12)   (1.10)من جتة   بجمع  (1.11)   (1.9)بجمع  

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

2𝜁𝑧2

𝑧2𝜁2 − 1
𝑑𝜁

𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

2𝜁𝑧2

𝑧2𝜁2 − 1
𝑑𝜉𝑑𝜂

𝔻4

  … . (1.5′) 

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

2𝜁𝑧̅2

𝑧̅2𝜁2 − 1
𝑑𝜁

𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

2𝜁𝑧̅2

𝑧̅2𝜁2 − 1
𝑑𝜉𝑑𝜂

𝔻4

  … . (1.6′) 

 من جتة هخرى نجد: (1.16)   (1.14)من جتة   بجمع  (1.15)   (1.13)بجمع  

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

2𝜁𝑧2

𝑧2𝜁2 + 1
𝑑𝜁

𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

2𝜁𝑧2

𝑧2𝜁2 + 1
𝑑𝜉𝑑𝜂

𝔻4

  … . (1.7′) 

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

2𝜁𝑧̅2

𝑧̅2𝜁2 + 1
𝑑𝜁

𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

2𝜁𝑧̅2

𝑧̅2𝜁2 + 1
𝑑𝜉𝑑𝜂

𝔻4

  … . (1.8′) 

 من جتة هخرى نجد: (′1.4)   (′1.2)من جتة   بجمع  (′1.3)   (′1.1)بجمع  

𝑤(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

4𝜁3

𝜁4 − 𝑧4
𝑑𝜁

𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

4𝜁3

𝜁4 − 𝑧4
𝑑𝜉𝑑𝜂

𝔻4

  … . (1.1′′) 

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

4𝜁3

𝜁4 − 𝑧̅4
𝑑𝜁

𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

4𝜁3

𝜁4 − 𝑧̅4
𝑑𝜉𝑑𝜂

𝔻4

  … . (1.2′′) 

 من جتة هخرى نجد: (′1.8)   (′1.6)تة   بجمع من ج (′1.7)   (′1.5)بجمع  

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

4𝜁3𝑧4

𝑧4𝜁4 − 1
𝑑𝜁

𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

4𝜁3𝑧4

𝑧4𝜁4 − 1
𝑑𝜉𝑑𝜂

𝔻4

  … . (1.3′′) 

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁).

4𝜁3𝑧̅4

𝑧̅4𝜁4 − 1
𝑑𝜁

𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁).

4𝜁3𝑧̅4

𝑧̅4𝜁4 − 1
𝑑𝜉𝑑𝜂

𝔻4

  … . (1.4′′) 

 من جتة هخرى نجد: (′′1.4)   (′′1.2)من جتة   بجمع  (′′1.3)   (′′1.1)بجمع  
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𝑤(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁). [

4𝜁3

𝜁4 − 𝑧4
+

4𝜁3𝑧4

𝑧4𝜁4 − 1
] 𝑑𝜁

𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁). [

4𝜁3

𝜁4 − 𝑧4
+

4𝜁3𝑧4

𝑧4𝜁4 − 1
] 𝑑𝜉𝑑𝜂

𝔻4

  … . (1.1′′′) 

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁). [

4𝜁3

𝜁4 − 𝑧̅4
+

4𝜁3𝑧̅4

𝑧̅4𝜁4 − 1
] 𝑑𝜁

𝜕𝔻4

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁). [

4𝜁3

𝜁4 − 𝑧̅4
+

4𝜁3𝑧̅4

𝑧̅4𝜁4 − 1
] 𝑑𝜉𝑑𝜂

𝔻4

  … . (1.2′′′) 

 بالشكي الآتي: (′′′1.1)د مكننا صياغة 

𝑤(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁). [

4𝜁3

𝜁4 − 𝑧4
+

4𝜁3𝑧4

𝑧4𝜁4 − 1
] 𝑑𝜁|𝜁|=1

0<arg 𝜁<
𝜋
4

+
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤 (𝑡. 𝑒

𝜋
4

𝑖) . [
4𝑡3

𝑡4 + 𝑧4
+

4𝑡3𝑧4

𝑧4𝑡4 + 1
] 𝑑𝑡

0

1

+
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝑡). [

4𝑡3

𝑡4 − 𝑧4
+

4𝑡3𝑧4

𝑧4𝑡4 − 1
] 𝑑𝑡

1

0

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁). [

4𝜁3

𝜁4 − 𝑧4
+

4𝜁3𝑧4

𝑧4𝜁4 − 1
] 𝑑𝜉𝑑𝜂

𝔻4

… . (∗) 

   نحصي حل : إحاد  صياغة الناتج  (′′′1.2)بلخذ مراف   رفي 

0 =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝜁)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. [

4

1 − 𝜁4𝑧4
+

4𝑧4

𝑧4 − 𝜁4
]

𝑑𝜁

𝜁
 |𝜁|=1

0<arg 𝜁<
𝜋
4

−
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤 (𝑡. 𝑒

𝜋
4

𝑖)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

. [
4𝑡3

𝑡4 + 𝑧4
+

4𝑡3𝑧4

𝑧4𝑡4 + 1
] 𝑑𝑡

0

1

−
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑤(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ . [

4𝑡3

𝑡4 − 𝑧4
+

4𝑡3𝑧4

𝑧4𝑡4 − 1
] 𝑑𝑡

1

0

−
1

𝜋
∫ 𝑤𝜁̅(𝜁)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . [

4𝜁3̅

𝜁4̅ − 𝑧4
+

4𝜁3̅𝑧4

𝑧4𝜁4̅ − 1
] 𝑑𝜉𝑑𝜂

𝔻4

… . (∗∗) 

  يث:
|𝜁| = 1 ⇒  𝜁. 𝜁 ̅ = 1  , 𝑑𝜁̅ = −

𝑑𝜁

𝜁2
 

Im(𝜁) = 0 ⇒ 𝜁 = 𝜁̅ = 𝑡 
 نحصي حل : (∗)من  (∗∗)بذرح  
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𝑤(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫ {𝑤(𝜁). [

4𝜁4

𝜁4 − 𝑧4
+

4𝜁4𝑧4

𝑧4𝜁4 − 1
] − 𝑤(𝜁)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. [

4

1 − 𝜁4𝑧4
+

4𝑧4

𝑧4 − 𝜁4
]}

𝑑𝜁

𝜁
 |𝜁|=1

0<arg 𝜁<
𝜋
4

+
1

2𝜋𝑖
∫ {𝑤 (𝑡. 𝑒

𝜋
4

𝑖) . [
4𝑡3

𝑡4 + 𝑧4
+

4𝑡3𝑧4

𝑧4𝑡4 + 1
]

0

1

+ 𝑤 (𝑡. 𝑒
𝜋
4

𝑖)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

. [
4𝑡3

𝑡4 + 𝑧4
+

4𝑡3𝑧4

𝑧4𝑡4 + 1
]} 𝑑𝑡

+
1

2𝜋𝑖
∫ {𝑤(𝑡). [

4𝑡3

𝑡4 − 𝑧4
+

4𝑡3𝑧4

𝑧4𝑡4 − 1
] + 𝑤(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ . [

4𝑡3

𝑡4 − 𝑧4
+

4𝑡3𝑧4

𝑧4𝑡4 − 1
]} 𝑑𝑡

1

0

−
1

𝜋
∫ {𝑤𝜁̅(𝜁). [

4𝜁3

𝜁4 − 𝑧4
+

4𝜁3𝑧4

𝑧4𝜁4 − 1
]

𝔻4

− 𝑤𝜁̅(𝜁)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . [
4𝜁3̅

𝜁4̅ − 𝑧4
+

4𝜁3̅𝑧4

𝑧4𝜁4̅ − 1
]} 𝑑𝜉𝑑𝜂 

 
𝑤(𝜁)نضع  = Re[𝑤(𝜁)] + 𝑖Im[𝑤(𝜁)] نجد:ف  في المتا ا  التابية 

𝑤(𝑧) =
2

𝜋𝑖
∫ {Re[𝑤(𝜁)]. [

𝜁4 + 𝑧4

𝜁4 − 𝑧4
+

𝜁4𝑧4 + 1

𝑧4𝜁4 − 1
]}

𝑑𝜁

𝜁
 |𝜁|=1

0<arg 𝜁<
𝜋
4

+
4

𝜋
∫ Im[𝑤(𝜁)]

𝑑𝜁

𝜁
 |𝜁|=1

0<arg 𝜁<
𝜋
4

+
4

𝜋𝑖
∫ Re [𝑤 (𝑡. 𝑒

𝜋
4

𝑖)] . [
𝑡3

𝑡4 + 𝑧4
+

𝑡3𝑧4

𝑧4𝑡4 + 1
] 𝑑𝑡

0

1

+
4

𝜋𝑖
∫ Re[𝑤(𝑡)]. [

𝑡3

𝑡4 − 𝑧4
+

𝑡3𝑧4

𝑧4𝑡4 − 1
] 𝑑𝑡

1

0

−
1

𝜋
∫ {𝑤𝜁̅(𝜁). [

4𝜁3

𝜁4 − 𝑧4
+

4𝜁3𝑧4

𝑧4𝜁4 − 1
]

𝔻4

− 𝑤𝜁̅(𝜁)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . [
4𝜁3̅

𝜁4̅ − 𝑧4
+

4𝜁3̅𝑧4

𝑧4𝜁4̅ − 1
]} 𝑑𝜉𝑑𝜂 

  هو المذلوب.
 الشكي الآتي:ب  𝔻4في المنذية  الم عد   بومبيو التااملي –مشنر وويي   تعيينمن المبرهنة التابية  دمكننا  

𝑇𝔻4
𝑓(𝑧) = −

1

𝜋
∫ {𝑓(𝜁). [

4𝜁3

𝜁4 − 𝑧4
+

4𝜁3𝑧4

𝑧4𝜁4 − 1
] − 𝑓(𝜁)̅̅ ̅̅ ̅̅ . [

4𝜁3̅

𝜁4̅ − 𝑧4
+

4𝜁3̅𝑧4

𝑧4𝜁4̅ − 1
]} 𝑑𝜉𝑑𝜂

𝔻4

 
 

 : والتوصيات الاستنتاجات
 هذا البحث ال : توصلنا في 

 مع ن من قرا الوا د . التااملي ة لتتواف  بومبيو –تعدصي صيةة وويي  ▪
 .𝔻4بومبيو التااملي في ن من قرا الوا د    –تعيين مشن ر وويي  ▪

 باستمراز البحث من خل : نوصي
   دزاسة بعض خصائص المشنر الذا ق منا بتعيينه𝑇𝔻4

. 
  التااملي ة في منا   جدصد . بومبيو –تعيين صيةة وويي 
  بومبيو في منا   جدصد  غير قرا الوا د   دزاسة خصائصه –ادجاد مشن ر وويي . 
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