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  ABSTRACT    

  
In 2018,the researchers Gharibah and ALhamido define a new type of open set in 

Bitopological space that is open set of type    and define interior and closure set of the 

type    . 
In this research  we will present a new topological concepts in Bitopplogical space 

according to the concept of open set of the type     such as neighborhood , closure , 

exterior , boundary and derived  set of the type    and study the most important properties 

and relationships achieved by these concepts in bitopological spacses . 
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 دراسة في بنية الفضاءات ثنائية التبولوجيا
 

 *د. عدنان ظريف
 **د. سميمان محمود
 ***مروه شلاح

 
 (2022/ 4/  26قُبِل لمنشر في  . 2021/  11/  22تاريخ الإيداع )

 
 ممخّص  

 
المفتوحة في الفضاء   نمطاً جديداً من المجموعات 2208في العام          و          عرف الباحثان 

مجموعة وفق ىذا النمط من  ، و عرفا داخمية و لصاقة   ثنائي التبولوجيا و ىي المجموعات المفتوحة من النمط 
 المجموعات .

سنقدم في ىذا البحث مفاىيم تبولوجية جديدة في الفضاءات ثنائية التبولوجيا وفق مفيوم المجموعات المفتوحة من النمط 
و دراسة أىم الخواص و العلاقات    مثل مجاورة و لصاقة و خارجية و جبيية و مشتقة مجموعة من النمط    

 التي تحققيا ىذه المفاىيم في الفضاءات ثنائية التبولوجيا.
 
 

،    ، لصاقة مجموعة من النمط    فضاء ثنائي التبولوجيا ، مجاورة مجموعة من النمط  الكممات المفتاحية :
 .   جبيية مجموعة من النمط   ،   ، خارجية مجموعة من النمط    مشتقة مجموعة من النمط 
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 مقدمة :
حيث أدخل مفيوم فضاء ثنائي التبولوجيا كمجموعة غير خالية       مفيوم الفضاء التبولوجي عام        عممّ 
فضاء  (  ، )،  (  ،  )حيث كل من  (   ،    ،  )مزودة باثنتين من التبولوجيا و يرمز لو بالرمز    

[ و عرف المجموعات المفتوحة و المغمقة في ىذا الفضاء ، و عرفت العديد من المفاىيم التبولوجية في 0تبولوجي ]
الفضاءات ثنائية التبولوجيا مثل موضوعات االفصل و خصائصيا و العلاقة فيما بينيا من قبل العديد من الباحثين مثل 

 و [4] 0978عام         و [3]      عام          و [2] 0966عام           و            
          و عرف  [6]     مفيوم التراص عام        وعرف  [5]     عام         و       

و في  [8]     مفيوم الترابط في الفضاءات ثنائية التبولوجيا عام        و قدم  [7] 2205التراص عداً عام 
[ كما عرف 9في الفضاء ثنائي التبولوجيا ]  المجموعات المفتوحة من النمط       و        عرف      العام 

و المجموعات المغمقة من النمط    المجموعات المفتوحة من النمط  2208عام          و            
و درسا الخصائص الأساسية ليذه الأنماط و قدما تعريف داخمية و لصاقة مجموعة وفقاً ليذا النمط من     

 [ .10المجموعات المفتوحة في فضاء ثنائي التبولوجيا ]
 

 :  وأىدافو أىمية البحث
تكمن أىمية البحث في كونو يقدم دراسة المفاىيم الأساسية في بنية الفضاء ثنائي التبولوجيا و دراسة خواصيا و 

 العلاقات فيما بينيا و ىذا ما يمثل إضافة في مجال الفضاء ثنائي التبولوجيا .
 

 طرائق البحث و مواده :
تبولوجيا العامة و بالتالي فإن الطرائق المتبعة البحث يقع ضمن اختصاص الرياضيات النظرية و بشكل خاص ضمن ال

 فيو نظرية وتعتمد بشكل أساسي عمى مفاىيم أساسية في نظرية المجموعات و التبولوجيا العامة .
 نورد فيما يمي بعض الرموز و المصطمحات المستخدمة في البحث : 

 ،  جبيية مجموعة  ( )  ،   خارجية مجموعة  ( )  فضاء ثنائي التبولوجيا ،  (   ،    ،  )
 .  لصاقة المجموعة  ( )  ،     مشتقة مجموعة ( )  
 تعاريف أساسية و نتائج معروفة : –

إنيا    يقال عن المجموعة    مجموعة جزئية من   فضاءً تبولوجياً و لتكن  (  ، )ليكن  [ :11] 1تعريف 
   ( إذا تحقق الشرط    ،  في الفضاء التبولوجي ) (مفتوحة  –  )  مجموعة مفتوحة من النمط 

          (    (     ))  
 عندئذٍ المجموعة   تبولوجيا عمى    ،   مجموعة ما و ليكن كل من       لتكن  [ :1]  تعريف 

مجموعة مفتوحة في   الجزئية من   المجموعة تسمى فضاء ثنائي التبولوجيا و تدعى   (    ،   ، )
 .          إذا كان  (    ،   ، )

 . (    ،   ، )مجموعة مغمقة في الفضاء   متممة المجموعة      تدعى 
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مجموعة   الجزئية من   فضاء ثنائي التبولوجيا عندئذٍ تدعى المجموعة  (    ،   ، )ليكن  :[ 9]  تعريف 
مفتوحة ( في الفضاء ثنائي التبولوجيا إذا كانت مجموعة مفتوحة في الفضاء التبولوجي  –  )  مفتوحة من النمط 
 أي أن :   ،   ىي أضعف تبولوجيا تحوي كل من         حيث    (        ،  )

(                                               )  
 في الفضاء ثنائي التبولوجيا .   مجموعة مغمقة من النمط   و تدعى متممة المجموعة المفتوحة من النمط  

مجموعة    الجزئية من   فضاء ثنائي التبولوجيا عندئذٍ تدعى المجموعة  (    ،   ، )ليكن  [ :10]  تعريف 
مفتوحة في الفضاء  -   الثنائي إذا كانت مجموعة  مفتوحة ( في الفضاء التبولوجي –   )   مفتوحة من النمط 

 .  (        ،  )التبولوجي 
مغمقة ( في الفضاء ثنائي  –   )   ىي مجموعة مغمقة من النمط    متممة المجموعة المفتوحة من النمط 

 التبولوجيا .
 . ( )     بالرمز    يرمز لأسرة كل المجموعات المفتوحة من النمط 
 .  ( )     بالرمز    يرمز لأسرة كل المجموعات المغمقة من النمط 

يدعى    من   عندئذٍ أي عنصر     ولتكن  فضاء ثنائي التبولوجيا (    ،   ، )ليكن  [ :10]   تعريف
 تحقق العلاقة :   من النمط   إذا وجدت مجموعة مفتوحة   لممجموعة     نقطة داخمية من النمط 

       . 
و    من النمط   تدعى داخمية    لممجموعة    مجموعة كل النقاط الداخمية من النمط  : [10]  تعريف 

 .  ( )      يرمز ليا بالرمز 
 (5( ، )4( ،)3( ، )0إن التميديتين الآتيتين ضروريتان و سوف نستفيد من التميدية الأولى في برىان المبرىنات )

 ( .2الثانية في برىان المبرىنة ) و  من التمييدية
مجموعة كيفية من نقاطو عندئذٍ تتحقق   فضاء ثنائي التبولوجيا ولتكن  (    ،   ، )ليكن [ : 10( ]1تمييدية )

 كل من النتائج الآتية :
 .   كل مجموعة مفتوحة في الفضاء ثنائي التبولوجيا ىي مجموعة مفتوحة من النمط   .0
 مفتوحة . –   مفتوحة ىو مجموعة  –   اجتماع مجموعات  .2
3.       ( )    
4.        ( ) 
 ( )         إذا و فقط إذا كانت    مجموعة مفتوحة من النمط     .5
 ( )        إذا و فقط إذا كانت    من النمط  مجموعة مغمقة    .6

مجموعتين كيفيتين من نقاطو   و   فضاء ثنائي التبولوجيا ولتكن  (    ،   ، )ليكن  : [ 10( ]2تمييدية )
 عندئذٍ تتحقق كل من النتائج الآتية :

0.           ( )        ( ) 
2.          ( )       ( ) 
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3.       (      ( ))        ( ) 
4.      (  )  (      ( ))  
5.       (   )        ( )        ( ) 
6.      (     ( ))       ( ) 

 [ : 10ملاحظة ]
 كل فضاء تبولوجي ىو فضاء ثنائي التبولوجيا  .0

 فضاء ثنائي التبولوجيا .  (   ،   ، )فضاءً تبولوجياً فإن  (  ،  )مثال : ليكن 
 تبولوجياً لكن يمكن استحداث فضاء تبولوجي منوليس بالضرورة أن يكون كل فضاء ثنائي التبولوجيا فضاء  .2

 . بأكثر من طريقة
ىي       فضاء تبولوجي حيث  (        ،  )فضاء ثنائي التبولوجيا عندئذٍ  (       )مثال : ليكن 

 أي أن :   ،   أضعف تبولوجيا تحوي كل من 
(                                                )  

 
 النتائج و المناقشة :

أنيا مجاورة من النمط    ، نقول عن     ولتكن  فضاء ثنائي التبولوجيا (    ،   ، )ليكن  :  7تعريف 
 .      بحيث يكون     مثل     إذا وجدت مجموعة مفتوحة من النمط   من    لمنقطة    

  .   ( ) بالرمز   لمنقطة     نرمز لأسرة المجاورات من النمط  
نسمي كل مجموعة مفتوحة من   من   و لتكن النقطة  فضاء ثنائي التبولوجيا (    ،   ، )ليكن  :    تعريف
 .   لمنقطة     مجاورة مفتوحة من النمط     تحوي النقطة    النمط 

أنيا نقطة لاصقة    من    نقول عن أي     ولتكن  فضاء ثنائي التبولوجيا (    ،   ، )ليكن  :   9تعريف
         ( )       إذا تحققت العلاقة :   لممجموعة    من النمط 
 من النمط    لصاقة المجموعة    بالمجموعة    نسمي مجموعة جميع النقاط اللاصقة من النمط  : 10تعريف 
  . ( )     و نرمز ليا بالرمز   

بشكل مختمف و لكن سنبين في ىذا البحث إن  [10]في المرجع     لقد عرَفت المصاقة من النمط ملاحظة : 
 التعريف المذكور يمكن استنتاجو من تعريفنا . 

أنيا نقطة تراكم      نقول عن أي     ولتكن  فضاء ثنائي التبولوجيا (    ،   ، )ليكن  :    تعريف
( )       إذا تحققت العلاقة :   لممجموعة    من النمط       * + ،   

و    من النمط   مشتقة المجموعة   لممجموعة    مجموعة جميع نقاط التراكم من النمط  نسمي :    تعريف
 .  ( )    يرمز ليا بالرمز 

أنيا نقطة   من    نقول عن أي     و لتكن  فضاء ثنائي التبولوجيا (    ،   ، )ليكن  :    تعريف

 .        تحقق    من النمط    إذا وجدت مجموعة مفتوحة   لممجموعة    خارجية من النمط 
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من النمط   المجموعة  خارجية  لممجموعة    نسمي مجموعة جميع النقاط الخارجية من النمط  :    تعريف
 .  ( )      و يرمز ليا بالرمز   

أنيا نقطة جبيية    من    نقول عن أي     ولتكن  فضاء ثنائي التبولوجيا (    ،   ، )ليكن  :   تعريف
   و متممة    كلًا من   مفتوحة لمنقطة  –   إذا قاطعت كل مجاورة    لممجموعة    ) حدية ( من النمط 

 تقاطعاً غير خالٍ .
من النمط   المجموعة  جبيية  لممجموعة    نقول عن مجموعة جميع النقاط الجبيية من النمط  :    تعريف
 .  ( )      و يرمز ليا بالرمز   

 :  نجد أن بالاعتماد عمى التعاريف السابقة ( :1نتيجة )
  . لكل نقطة من نقاطيا   ىي مجاورة من النمط    كل مجموعة مفتوحة من النمط  .0
2.      ( )        (  )         ( ) 
3.      ( )      (     ( )        ( ))  
4.     ( )        ( )  

 مجموعة ما عندئذٍ تتحقق العلاقة الآتية      ولتكن  فضاء ثنائي التبولوجيا (    ،   ، )ليكن  : 1مبرىنة 
      (  )  (     ( ))  

(( )     )      ( )       لدينا   البرىان :
  
          

       (     ( ))
  
        (  )                       

(( )     )مغمقة بالتالي  -   ىي مجموعة  ( )     لكن 
 مفتوحة بالتالي حسب -   مجموعة    

(( )     )      نجد :   0( من التمييدية 5العلاقة )
  
  (     ( ))

      
(0.... )       (  ) (     ( ))

  
  

(  )      لدينا          (  )   (      (  ) )       (      (  ) )  
   )          ( )  ىي مجموعة (  )      لكن  ( (  )      ))      

 بالتاليمغمقة  -   ىي مجموعة   ( (  )      )المجموعة    مفتوحة  -    
      ((      (  ) ) )  (      (  ) )  

( )           أي :  (      (  ) )      (2) ...      (  )  (     ( ))
      

(  )      ( نجد :  2( و )0من العلاقتين )  (     ( ))  
عندئذٍ تكون الخواص الأتية  (    ،   ، )مجموعتين كيفيتين في فضاء ثنائي التبولوجيا     ،  لتكن :  2مبرىنة 
 محققة :  

0.         ( )      ( )  
2.           ( )       ( ) 
3.     (   )      ( )      ( ) 
4.      (   )       ( )       ( ) 
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 البرىان :
( )     بالتالي حسب التعريف    ( )      لتكن  (1)      * + ،     
( )     فإن     و بما أن     ( )      بالتالي       ، + *     

( )    ومنو       ( ) 
(2)                       (  )        (  )    
        ( )       ( )  
(3)       (   )        ( )   (   )  * +    

         ( ) (   )  (   )  * +     
           ( ) (   )  * +     (   )  * +     

        ( )          ( ) 
        ( )      ( ) 

(4)      (   )        ((   ) )        ((  )  (  ))   
        (  )        (  ) 

       ( )       ( ) 
 عندئذٍ تتحقق العلاقة الآتية :    ولتكن  فضاءً ثنائي التبولوجيا (    ،   ، )ليكن :  2نتيجة 

      (   )      ( )      ( )  
          و         لدينا البرىان : 

    (   ) (   )    و        ( )           ( )        
(   )       بالتالي      ( )      ( )  

 و لتكن الأسرة    فضاءً ثنائي التبولوجيا ولتكن  (    ،   ، )ليكن :  3مبرىنة 
( )     عندئذٍ  +     ؛ ( )       *                  . 

(( )     )  لتكن  البرىان : 
تحقق     مثل    بالتالي يوجد مجاورة واحدة عمى الأقل من النمط    

         العلاقة 
تحقق   مفتوحة -  فإن يوجد مجموعة   (       )في الفضاء    لمنقطة    مجاورة من النمط    بما أن 

     لكن المجموعة                  أي            بالتالي        
   +     ؛ ( )       *         مغمقة وتحوي المجموعة -   مجموعة  

 ومنو                                  من جية ثانية 
       (     ( ))               ( )  ( )   

المشكمة لمتقاطع    المغمقة من النمط  إحدى المجموعات   حيث                   العكس: لتكن
            بالتالي 

        فإن       بما أن  بالتالي( )         مفتوحة تحوي النقطة  –   مجموعة    
( )     و عميو فإن  ( )       و منو   ( نجد2( و )0من ) ( )      

      ( )       
 عندئذٍ تتحقق العلاقات الآتية :    و لتكن  فضاء ثنائي التبولوجيا (    ،   ، )ليكن : 4مبرىنة   
1.      ( )        ( ) 
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( )      مغمقة  –   مجموعة    .2    
3.      ( )       ( )       (  )  

  البرىان : 
( )    لدينا  (1)   ومنو  ( )       و  ( )      

… (1)       ( )       ( )  
 نميز حالتين : ( )       لتكن 

               ( )         ( )        ( )    
             ( )     * +           ( )           ( )  

      ( )        ( ) ( ) ( )     ( نجد 2( و)0من )         ( ) 
     أي        لتكن  مغمقة و –   مجموعة    بفرض  (2)
 لكل نقطة من نقاطيا و بالإضافة إلى ذلك لدينا    مفتوحة بالتالي ىي مجاورة من النمط  –   مجموعة     
             ( )          ( )    

( )     لدينا   : العكس      ( ) ( )    لكن                 ( ) ومنو    
 مغمقة –   مجموعة    المجوعة 

 نجد :    حسب تعريف مجموعة النقاط الجبيية من النمط  (3)
      ( )  *            ( )            ( )+ 

  *            ( )             (  )+     
 {      (      ( ))

 
       (      (  ))

 
}     

  *           (  )            ( )+ 
(( )      )لأن 

 
(  )      و     (  )        (     ( ))   

       ( )  *           (  )       ( )+   
     ( )        ( )       (  )   

 عندئذٍ الخواص الآتية محققة :    و لتكن  فضاء ثنائي التبولوجيا (    ،   ، )ليكن :  3نتيجة 
0.      ( )       ( )        ( ) 
2.      ( )       ( )        ( )  
3.      ( )       (  ) 
4.      (     ( ))       ( ) 

  (1البرىان : )
       ( )   (      ( ))

        ( )        ( )       (  ) 
         ( )  (        ( ))                    

                            ( )    (     ( )        ( ))     
        ( )        ( ) 
( )      لدينا    (2)         ( )  
      ( )        ( )  (     ( )        ( ))        ( ) 

                   ( ) 
(3)      (  )        (  )       ( )       ( ) 
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(4)      (     ( ))        ((     ( ))
 
) 

 (     ( ))
 
       (  )  (     (     ( )))

 

 
       ( ) 

مجموعة كيفية من نقاطو عندئذٍ تتحقق     ولتكن  فضاء ثنائي التبولوجيا (    ،   ، )ليكن :  5مبرىنة 
 العلاقات الآتية :

( )       مغمقة  –   ىي مجموعة     المجموعة  .1     
( )        مفتوحة  –   ىي مجموعة     المجموعة  .2     

  ( )         مغمقة  –   مجموعة    بفرض ( 1: )البرىان 
     ( )       ( )        ( )          ( )     

( )     العكس : بفرض            ( )        ( )    
        ( )             ( )  مغمقة   –   مجموعة           
 مغمقة  –   مجموعة      مفتوحة إذا وفقط إذا كانت  –   ىي مجموعة     المجموعة ( 2)

(  )     أي أن تكون  ( )     لكن        ىي    المجموعة      (  )      
( )     مفتوحة إذا وفقط إذا كان  –   مجموعة       
 مجموعة كيفية من نقاطو عندئذٍ     و لتكن  فضاء ثنائي التبولوجيا (    ،   ، )ليكن :  4نتيجة 

( )     مفتوحة معاً إذا وفقط إذا كانت  –   مغمقة و  –   ىي مجموعة     المجموعة     . 
  مفتوحة  –   مجموعة    و   ( )          مغمقة  –   مجموعة    بفرض أن البرىان : 

         ( )   
       ( )       ( )        ( )         

( )     العكس : نفرض             ( )        ( )     
         ( )        ( )  

( )            ( )       بما أن         ( )   
( )            لكن         ( ) ( )       بالتالي   و منو  ( )       

 مفتوحة معاً . –   مغمقة و  –   ىي    المجموعة 
 عندئذٍ الخواص الآتية محققة :    و لتكن  فضاء ثنائي التبولوجيا (    ،   ، )ليكن :   5نتيجة 

0.      ( )        ( )    
2.      ( )       ( )    
3.       ( )       ( )    
4.       ( )       ( )       ( )     
 البرىان :  
(1)      ( )        ( )  (      ( )        ( ))        ( ) 
  (      ( )        ( ))  (      ( )        ( )) 
        ( )        ( )    
(2 )     (  )         (  )          ( )       ( )      
(3)         ( )       ( )        ( )        (  ) 
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        ( )  (     ( ))
  
         ( )  (       ( )) 
  (      ( )   )  (      ( )       ( )) 

         ( )        ( )    
(4)       ( )       ( )       ( )       ( )       ( )  

         ( )       ( ))           ( )        (  )   
 

 التوصيات الاستنتاجات و 
 تمثل إضافة جديدة في الفضاءات  ثنائية التبولوجيا و يمكن البناء عمييا في دراسة : إن دراسة ىذه المفاىيم التبولوجية 
 .  موضوعات الفصل في الفضاءات ثنائية التبولوجيا وفقاً لمفيوم المجموعات المفتوحة من النمط  .0
 مفيوم التراص و التراص عداً . .2
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