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 ملخّص  
 

المعممة ذات  Fitzhugh-Nagumoلمعادلة  ذات موجة منعزلة حلول تامة يهدف هذا البحث إلى إيجاد
لنا عليها، التي حص النتائج وتبين .تمثيل أحد هذه الحلول بيانيا  حيث تم  ،الدالة الأسية، باستخدام طريقة تةالأمثال الثاب

 لحل جدا   وفعالةومباشرة أن هذه الطريقة بسيطة  ،Mathematicaو Mapleمثل دة برامج الحسابات الرياضية بمساع
ولذلك فهي مناسبة للباحثين ولا تتطلب معرفة رياضية متقدمة، غير الخطية،  الجزئية هذا النوع من المعادلات التفاضلية

  العلميين والمهندسين.
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  ABSTRACT    

 
The goal of this work is finding exact solitary wave solutions to 

generalized Fitzhug-Nagumo equation with constant coefficients, by using 
the exp-function method, where we have illustrated graphically one of 
them, the obtained results, with aid of symbolic programs as Maple and 
Mathematica, show that this method is simple, direct and very efficient for 
solving this kind of nonlinear PDEs, and it requires no advanced 
mathematical knowledge, so it is convenient to scientists and engineering.  
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 :مقدمة
المعقدة والتي تأتي من مسائل  تعتبر المعادلات التفاضلية الجزئية نماذج رياضية تفسر الظواهر الفيزيائية

 هندسية وكيميائية وفيزيائية وبيولوجية وميكانيكية....
يلعب إيجاد الحل التام أو الحل العددي للمعادلات التفاضلية الجزئية غير الخطية دورا  هاما  في مجال الفيزياء 

أحد  Fitzhugh-Nagumoمعادلة  [، وتعتبر1،2] (soliton theory)الرياضية وخاصة في نظرية الموجة المنعزلة
[، حيث أخذت هذه 4خرين في ]آو  Nagumo[ و6في ]Fitzhugh إلى كل من الباحثين  هذه المعادلات، والتي ترجع

المعادلة اهتمام الكثيرين، نظرا  لأهميتها الكبيرة في مجال الفيزياء الرياضية، حيث نجد العديد من تطبيقاتها في مجالات 
اللهب والنمو السكاني اللوجستي والفيزيولوجيا العصبية وعملية الحركة البراونية المتفرعة والتفاعل كثيرة منها انتشار 

 [، وتعطى هذه المعادلة بالعلاقة التالية:21، 9، 8، 6،3، 5الكيميائي ذاتي التحفيز ونظرية المفاعل النووي ]
(0)                                       (1 )( )t xx uu u u u    

0حيث 1 و ،( , )u x t  أجري فيما بعد تعديلات دالة مجهولة تمثل الجهد الكهربائي عبر غشاء الخلية، و
[ شكل آخر من معادلة 8في ] Mohamedو  Momoniat و Browneكل من على هذه المعادلة، فقدم 

Fitzhugh-Nagumo بمعادلة  يسمFitzhugh-Nagumo ثم درسالمعممة ، Bhrawy [ عدديا  معادلة 22في ]
Fitzhugh-Nagumo  الخطي مستخدما  طريقةالمعممة ذات الأمثال التابعة للزمن مع حد التشتت 

 Jacobi–Gauss–Lobatto collocation  .[ بإيجاد 21مؤخرا  كروم وانجرو ]قام مع شروط حدية غير متجانسة
 المعممة ذات الأمثال الثابتة باستخدام طريقة التكامل الأول. Fitzhugh-Nagumoحلول تامة لمعادلة 

دلات التفاضلية الجزئية غير الخطية والتي تعتمد في ظهرت حديثا  طرق جديدة لإيجاد الحلول التامة للمعا
[، 29،  28،  26،  23،  25،  24،  26على مع الحد غير الخطي ]المرتبة الأ يأغلبها على موازنة الحد الخطي ذ

[، والتي 29في ] Wuو  He، التي وضعها (Exp-function methodومن هذه الطرق نجد طريقة الدالة الأسية)
ستخدامات في حل المسائل غير الخطية التي تواجه الباحثين، ولا تتطلب أي من الطرق متعددة الاعتبر واحدة ت

و  Mapleمثل  ات الرياضيةمعلومات متقدمة في الرياضيات، غير أنها تتطلب معرفة باستخدام برامج الحساب
Mathematica  .... 

 (، وحلولا  generalized solitary solutions) معممة منعزلة نها تعطي حلولا  أتتجلى ميزة هذه الطريقة في 
(، واستخدمت هذه الطريقة لإيجاد الحلول التامة ذات الموجة compact-likeوحلول )(، periodic solutionsدورية )
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-Fitzhughلكثير من المعادلات التفاضلية الجزئية، وبشكل خاصل لمعادلة ( solitary wave solution)المنعزلة 
Nagumo [، ونسعى في مقالتنا هذه إلى استخدام هذه الطريقة لإيجاد حلول تامة ذات 11،  12،  11في ] قليديةالت

 المعطاة بالعلاقة: المعممة ذات الأمثال الثابتة Fitzhugh-Nagumoلمعادلة موجة منعزلة  
(3)                            (1 )( ) 0xt xxu u u u u u      

0حيث  وسيط ثابت 
 

 أهمية البحث وأهدافه
ذات الأمثال المعممة  Fitzhugh-Nagumoلمعادلة جديدة  تامة حث من أنه يعطي حلولا  تأتي أهمية هذا الب

، علم الأحياء....( -الكيمياء -الثابتة والتي تعتبر في غاية الأهمية للباحثين في المجالات العلمية التطبيقية )الفيزياء
إيجاد حلول تامة ذات  ويهدف هذا البحث إلىحيث تعين الثوابت الكيفية في هذه الحلول من الشروط الحدية للمسألة، 

ذات الأمثال الثابتة باستخدام المعممة  Fitzhugh-Nagumo( لمعادلة solitary wave solutionsموجة منعزلة )
 طريقة الدالة الأسية. 

 
 :طرائق البحث ومواده

لتفاضلية، لذلك فإن يندرج هذا البحث تحت اختصاص الرياضيات النظرية وبشكل خاص في مجال المعادلات ا
وحل  ت التفاضلية الجزئية غير الخطيةحل المعادلا طرائقالتقنيات الرياضية المستخدمة هنا، تعتمد بشكل أساسي على 

 .وبرامج الحساب الصيغية جمل المعادلات الجبرية غير الخطية
 

 :لنتائج والمناقشةا
 :[29في ] Wuو  Heالتي وضعها  سنعرض أولا  طريقة الدالة الأسية

 طريقة الدالة الأسية:
 لتكن لدينا المعادلة التفاضلية الجزئية غير الخطية، بمتحولين مستقلين فقط، التالية:

(2)                          , , , , , ,... 0t x xx tt xtP u u u u u u  
))لـ  كثيرة حدود دالية , )u x t )مكن أن تختزل إلى كثيرات حدود دالية ، أو هي دوال يومشتقاته الجزئية

 باستخدام بعض التحويلات.
 (:Travelling wave transformationباستخدام تحويل الموجة الجوالة )

(2)                         ( , ) ( ) ;x t uu kx w t    
( إلى معادلة تفاضلية عادية غير 6تتحول المعادلة التفاضلية الجزئية ) .يعينان لاحقا   ناثابت wو kحيث

)خطية لـ  )u : 
(2)                            , , , ,... 0Q u u u u    

، تكتب بالشكل (Travelling wave solutions) تعتمد هذه الطريقة على فرضية أن حلول الموجة الجوالة
 التالي:
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(6)                               ( )

c
i

i

i d

p
j

j

j q

a e

u

b e





 







 

حيث  ثوابت مجهولة أيضا   jbو iaأعداد صحيحة موجبة يطلب تعيينها و qو pو dو cنإحيث 
,..., , ,...,i d c j q p   ( تكتب بالشكل التالي:3، ولنفرض أن العلاقة ،) 

(2)                               ( )
c d

c d

p q

p q

a e a e
u

b e b e

 

 










 


 
 

المرتبة الأعلى في المعادلة  ي، بموازنة الحد الخطي ذqو pو dو cحيث تحدد الأعداد الصحيحة الموجبة
e(، نحصل على معادلات جبرية لـ5( في المعادلة )6ض الحل )، وبتعوي( مع الحد غير الخطي الأعلى رتبة5)  ثم ،

eنجعل أمثال قوى    على جملة من المعادلات الجبرية غير الخطية، وبحلهابعد ذلك تساوي الصفر، لنحصل 
حيث jbو iaنحصل على الثوابت  ...، Mathematicaو  Mapleباستخدام برامج حساب صيغية مثل 

,..., , ,...,i d c j q p    (.6( لنحصل على حل المعادلة )6في الحل )قيمها ، ثم نعوض 
 ذات الأمثال الثابتة: المعممة Fitzhugh-Nagumoلمعادلة ذات موجة منعزلة حلول تامة 

 غير الخطية (، نحصل على المعادلة التفاضلية العادية1)( في المعادلة 4ة )بتعويض تحويل الموجة الجوال
 التالية:

(8)                            2( ) (1 )( ) 0w k u k u u u u        
uالمرتبة الأعلى يموازنة الحد الخطي ذب  3الأعلى مرتبة مع الحد غير الخطيu، :نحصل على 

(9)                                 
(3 )

1

4

2

( )
p c

p

c e
u

c e






 
 


 

(01)                       
( 3 )

3 3

4

4

( )
p c

p

c e
u

c e






 



 

1,2,3,4iمع  icحيث  وبموازنة أعلى رتبة للدالة  .، عوامل ثابتة معلومة، وضعت بغية تبسيط العلاقة
 (، نحصل على:21( و)9الأسية في المعادلتين )

(00)                       3 3p c p c   
 ومنه:

(03)                             p c 
 وبشكل مشابه نوازن أخفض مرتبة:

(02)                   
(3 )

1

4

2

( )
q d

q

d e
u

d e






 




 


 

(02)                   
( 3 )

3 3

4

4

( )
q d

q

d e
u

d e






 







 

1,2,3,4iمع idحيث ومنه:أيضا   ، عوامل ثابتة معلومة، وضعت بغية تبسيط العلاقة ، 
(02)                       (3 ) (3 )q d d q     



 انجرو، كروم       ال الثابتة باستخدام طريقة الدالة الأسيةالمعممة ذات الأمث Fitzhug-Nagumoحلول تامة ذات موجة منعزلة لمعادلة 

38 

 ومنه:
(06)                             q d 

[، أن 11[ و ]29، لكن يتبين من ]qو pهذا يعني أنه لدينا الحرية في اختيار الأعداد الصحيحة الموجبة
1p، لذلك سنعالج في حالتنا هذه فقط من أجلqو pيعة الحلول مستقلة عن اختيار قيمطب c  1وq d  ،

 ( بالشكل التالي:6وبالتالي يصبح الحل )

(02)                     1 0

1 0

( )
ae a ae

u
b e b b e

 

 






 


 
 

1aبدلا  من aحيث وضعنا
1bبدلا  من bو 

جراء بعض ( وبإ8( في )26بغية تجنب كثرة الأدلة. بتعويض ) 
 :العلاقة الحسابات نحصل على

(08) 2 2

3 2 1 0 3 2 1

3 31
0C e C e C e C C e C e C e

C

     

 





         
 حيث:

 
3

1 0C b e b be    
2 2 2 3

1 1 1 1 13 1 1a b ab a b aC      
2 2 2 2 2 2 2

1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1 0

2 2

1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 0 1

2 3 2

2 2

a a a b a b wa b ka b k a b ab a

a b wab b

C

kab b k ab b ab b a a b



 



 

     

     

 
2 2 2 2 2 2 2

1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0

2 2 2

0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1

2 2

0 1 0 0 1 0 1

1 2 2 2 4 2

2 2

2 2 4 2 3 3 2

ka b a b b kab a b ab wab k ab a b a

k a b a b a b a wa b a b wa b b k a b b a a b

a b b wa bb k a b b a a b a a a a ka bb

ka b b a b a b

C    

  

  

 

      

       

      

  



 

2 2 3

0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0

2 2 2

1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0

2

1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0

0

0

2 2 3 3 2

2 2 3 3 6 2 2

2 6 2 3 3

a b ab b a a b wab b wab b a b a a a b

a a b a b b k ab

C

b k ab b k a b b ab b ab a

aba a a a a b a a b kab b kab b

   

  

  

       

      

     



 

2 2 2 2 2 2

1 0 1 0 1 0 1 0 0

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 0 0 0 0

2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

2

1 1 1

1 3 2 3 2

2 4 2 2

2 2 2

4 2 2

a a a b a b kab ka b a a kab b ka bb

a b wa b k a b a ba a b a b a wab k ab

a b ab wa bb k a bb a b b wab b a a b

k ab b a a b a b

C

b

   

 

   

 

       

       

  

 



   



 

2 2 2

0 0 0 0 0 02 0

2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0

2 2

2 3

wab b kab b k ab b a a b ab b a b a b

a ba wa b ka b k a b a a a

C

b

  



        

     
 

3 2 2 2

3 a a b abC a b     
 بجعل:

(09) 
3 2 1 0 1 2 30 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0C C C C C C C         

و bو 1aو 0aو aسبة للمجاهيلنحصل على جملة معادلات جبرية غير خطية بالن
0b 1وb وk وw ،

 ، نحصل على الحالات التالية:Maple( مستخدمين برنامج 29وبحل الجملة )
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إذا كان :1حالة 
0 1 1

1 1 1
0,  0,  ,  0,   ,   

22 2
a a a b b k w  


        ، ( 26التعويض في )فإن 

في [ 11[ و ]11(، وهو ذاته الموجود في المقالة ]1على حل الموجة المنعزلة للمعادلة ) يؤدي إلى الحصول
0وضعنا إذاحالة  : 

(31) 
1

1 0

( , )
1 1 1

exp
22 2

b
u x t

b b x t 


  

     
  

  

حيث
0b 1وb ثابتان كيفيان. بوضع

1 1b  و
0 1b   0و  :نحصل على 

(30) 

 
 1 1 1 1

( , ) 1 coth 1 2
1 1 2 42 2

1 exp 1 2
22

b
u x t x t

x t





  
             

 

    

في  Molla Mahmoudiو Ahmad Hajipourو [12في ] Guoو Liوهو نفس الحل الذي حصل عليه 
[11]. 

2إذا كان :2حالة 

0 1 1

1 1
0,  0,  ,  0,   ,   

22 2
a a a b b k w


   


        ، فإن التعويض

 :( يؤدي إلى الحصول على الحل26في )
(33) 1

2

1 0

( , )
1 1

exp
22 2

b
u x t

b b x t




  


  

     
  

 

حيث
0b 1وb .ثابتان كيفيان 

ذا كان 0وا  1 1 0

1 1 1 1
0,  0,  ,  0,   ,   

2 42 2 2 2
a a a b b k w  


        ، فإن التعويض في

و b( ولكن بثوابت كيفية11على حل مشابه للحل )( يؤدي إلى الحصول 26)
1b. 

2وفي حالة كان

0 1 1 0

1 1 1 1
0,  0,  ,  0,  ,   

2 42 2 2 2
a a a b b k w    


        ، فإن

و b( ولكن بثوابت كيفية11حل مشابه للحل ) ىعل ( يؤدي إلى الحصول26التعويض في )
1b.  

إذا كان :3حالة 
2 2

0 0
0 1 2

1

3 (2 5 2)1
  0,   ,   0, ,   ,   

(1 ) 8 (1 )

b b
a a a b k w

b

  
  

 

 
      

 

 :( يؤدي إلى الحصول على26فإن التعويض في )، 
(32) 

   

0

2 2

0
1 0 2

1

3
( , )

(2 5 2)1
(1 ) exp exp

8 (1 )

b
u x t

b
b x t b x t

b



 
      




  

     
 

 

حيث
0b 1وb .ثابتان كيفيان 

ذا كانو  0ا  0 1 1

1 1 1
  0,  ,   0, 0,  ,   

22 2
a a b a b k w  


        ، فإن التعويض في

و b( ولكن بثوابت كيفية11حل مشابه للحل ) على ( يؤدي إلى الحصول26)
0b. 

ذا كان 2وا 

0 0 1 1

1 1
0,  ,  0,  0,   ,   

22 2
a a b a b k w


   


        ، فإن التعويض في

و b( ولكن بثوابت كيفية11مشابه للحل ) على حل ( يؤدي إلى الحصول26)
0b. 
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إذا كان :4حالة 
0 0 1

1 1 1
0,  ,  0,   0,   ,  

22 2
a a b a b k w  


        ، فإن التعويض في

 على: ( يؤدي إلى الحصول26)
(32) 0

0 1

( , )
1 1 1

exp
22 2

b
u x t

b b x t 


   

     
  

 

حيث
0b 1وb .ثابتان كيفيان 
2إذا كان :5حالة 

0 0 1

1 1
0,  ,  0,  0,  ,   

22 2
a a b a b k w


   


        ، فإن التعويض 

 
 على: ( يؤدي إلى الحصول26في )

(32) 0

2

0 1

( , )
1 1

exp
22 2

b
u x t

b b x t




  


   

     
  

 

حيث
0b 1وb .ثابتان كيفيان 

إذا كان :6حالة 
2

0 1
0 1 1

0

1 1 1
0, , , ,

22 2

a ab
a b b a k w

a
 

 
       ، فإن التعويض في

 على: دي إلى الحصول( يؤ 26)

(36) 1 0

2

0 1
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0

1 1 1
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       
             
      

 

و bحيث
0a 1وa ثوابت كيفية. 

إذا كان :7حالة 
2 2

20 1
0 1 1

0

1 1
0, , , ,

22 2

a b b
a b a b k w

a

 
   



 
       ، فإن

 على: ( يؤدي إلى الحصول26التعويض في )
(32) 

2

1 0

2
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22 2
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2 22 2 2 2
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       
             
      

 

و bحيث
0a 1وb .ثوابت كيفية 

إذا كان :8حالة 
2 2

20 1
0 1 1

0

1 1
0, , , ,

22 2

a b b
a b a b k w

a

 
   



 
      ،  فإن

 على: ( يؤدي إلى الحصول26التعويض في )
(38) 
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1
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

   
     
  

       
             
      

 

 ثوابت كيفية. 1bو 0aو bحيث
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ذا كان 0وا  1 0

1 1 1 1
,  0,  0,  0,  ,  

2 42 2 2 2
a b a a b k w  


        ، فإن التعويض في

و b( ولكن بثوابت كيفية14على حل مشابه للحل ) لحصول( يؤدي إلى ا26)
1b. 

2وفي حالة كان

0 1 0

1 1 1 1
,  0,  0,  0,  ,  

2 42 2 2 2
a b a a b k w    


        ،تعويض فإن ال

و b( ولكن بثوابت كيفية15على حل مشابه للحل ) ( يؤدي إلى الحصول26في )
1b. 

ذا كان 0وا  1 1

1 1 1
  ,  0,   0, 0,  ,   

22 2
a b a a b k w  


        ،( 26فإن التعويض في )

و b( ولكن بثوابت كيفية14على حل مشابه للحل ) يؤدي إلى الحصول
0b. 

2وفي حالة كان

0 1 1

1 1 1
,  0,  0,  0,  ,  

22 2
a b a a b k w    


        ، فإن

و b( ولكن بثوابت كيفية15ى حل مشابه للحل )عل( يؤدي إلى الحصول 26التعويض في )
0b. 

2إذا كان :9حالة 

0 0 1 1

( 1) 1 1 1
, , 0, 0, , ( 1)

2 22 2
a b a b a b k w


   

 
         ،

 على: ( يؤدي إلى الحصول26فإن التعويض في )
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حيث
0b وb .ثوابت كيفية 
2إذا كان :11حالة 

0 0 1 1

( 1) 1 1 1
, , 0, 0, , ( 1)

2 22 2
a b a b a b k w


   

 
         ،

 على:( يؤدي إلى الحصول 26فإن التعويض في )
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     
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حيث
0b وb .ثوابت كيفية 

إذا كان :11حالة 
2

0 1
1 0 1 1

0

1 1 1
, 0, , , , ,

22 2

a ab
a a a b a b b a k w

a
 

 
         ،

 على:( يؤدي إلى الحصول 26فإن التعويض في )
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2 22 2 2 2
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     

  
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             
      

 

حيث
1b 0وa 1وa .ثوابت كيفية 

إذا كان :12حالة 
2 2

20 1
0 1
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1 1
, , 0, ,

22 2

a b b
a b b a k w

a

 
   



 
       ، فإن

 على: ( يؤدي إلى الحصول26التعويض في )
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(23) 
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 ثوابت كيفية. 1bو 0aو bحيث
2إذا كان :13حالة  2
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حيث
0a  1وb .ثوابت كيفية 
2إذا كان :14حالة  2
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 على:( يؤدي إلى الحصول 26فإن التعويض في )، 
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حيث
0b 0وa 1وb .ثوابت كيفية 
2إذا كان :15حالة 
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 على:( يؤدي إلى الحصول 26فإن التعويض في )
(26)      

     

2
2 2 2 20

1 0

1

2
2 2 2 20 0

1

1

(1 )1
exp exp

8 ( 2)
( , )

(2 1) (1 )1
exp exp

( 2) 8 ( 2)

a
b x t a x t

b
u x t

a a
b x t x t

b


          

 

 
         

   


        




 
        

 

 

حيث
0a  1وb .ثوابت كيفية 
 إذا كان :17حالة 

2 2 2 2
20 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 12 2

1 1

( ) ( ) 1 1 1 1
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( 1) ( 1) 2 22 2
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 

،  

 على:( يؤدي إلى الحصول 26فإن التعويض في )
(22) 2 2
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1 0
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حيث
0b 0وa 1وb .ثوابت كيفية 
2إذا كان :18حالة 

0 1 1 0

1 1 1 1
, 0, , 0, ( 1), ( 1)

4 42 2 2 2
a b a a b b k w    


          ،

 على:( يؤدي إلى الحصول 26فإن التعويض في )
(28) 2 2

1

2 2

1

1 1 1 1 1 1 1 1
exp ( 1) ( 1) exp ( 1) ( 1)

4 4 4 42 2 2 2 2 2 2
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1 1 1 1 1 1 1 1
exp ( 1) ( 1) exp ( 1) ( 1)
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      
       
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و bحيث
1b .ثوابت كيفية 

( مع68) الموجة المنعزلة يالحل ذشكل ( 2ويبين الشكل التالي )
0 0 12, 1, 0, 1, 0, 1a b b b       ،

 ، ولجميع الحلول البنية نفسها.حظ أن شكله عبارة عن موجة منعزلةونلا
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 الاستنتاجات والتوصيات:
ذات الأمثال المعممة  Fitzhugh-Nagumiتامة ذات موجة منعزلة لمعادلة  لقد وجدنا في هذه المقالة حلولا  

[، 21جزة من قبل كروم وانجرو في ]الثابتة، مختلفة عن الحلول الناتجة عن طريقة التكامل الأول في المقالة المن
0وضعنا إذا[، 11[ و]11ووجدنا بأنه يمكن الحصول على نفس الحلول الموجودة في ]  حالة معادلة ، أي في

Fitzhugh-Nagumo ومن خلال هذه المقالة نجد أن طريقة الدالة الأسية طريقة بسيطة ومباشرة ولا تتطلب معرفة .
متقدمة في الرياضيات، أي يمكن استخدامها من قبل الباحثين غير الرياضيين، وأنها طريقة رياضية فعالة في حل مثل 

. يجدر بنا الإشارة إلى أن جميع الحسابات المتعلقة بهذا العمل غير الخطية يةهذا النوع من المعادلات التفاضلية الجزئ
  .Maple 13تمت باستخدام برنامج 

 .دراسة استقرار هذه الحلولو  نوصي بحل هذه المعادلات بطرق أخرى ومقارنة النتائج
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